ΑΣΚΗΣΈΙΣ 
ΓΗΩΜΕΣΓΡΙΑΣ 


(ΙΗ ΣΟῪ ἔτ Ω Ν) 


ΦΛΥΣΕΙΣ 2000 ΖΗΤΗΜΑΤΩ͂Ν 
ΦΌΟΛΑΙ ΑΙ ΓΕΩΜΕΥ͂ΡΙΚΑΙ ΜΕΘΟΔΟΙ 


ΥὙπῸ Ρ.Ο..Μ. 


ΠΛΗΡῊΣ ΚΑΙ ΠΙΣΤῊ ΜΕΤΑΦΡΑΣΙΣ. 
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ἘΧΕΝΟΙΟΘΒΙ͂ 
ΩΕῈ ΘΕΟΜΕ ΤΕ ῚΙ ΕΣ 


ΟΟΜΡΒΕΝΑΝΤ 
. ΕΧΡΟΒΗΕΓ;: ΠῈ5 ΜΕΤΗΟΘΕΒ ΟΥἸΟΜΕΥΕΚΙΟΟΕΒΒ 
ΕΥἸ 2000 ΟΥΕΒΤΙΟΝΒΘ ΒΕΒΟΙΌΕΒ 
μαβ Γ, Ο. - Μ᾿. 


ΟἸΝΟΌΣΙΕΜΕ ΕΡΙΤΙΟΝ 


ΕΚΑΟΣΕΙΣ Π. ΧΙΩΤΕΛΛΗ 
ΑΘΗΝΑΙῚΙ 


(345) στην ελληνική οικογένεια 9΄7]2018 
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2) Ἧ πρόταοις δύναται νὰ θεωρηθῇ. ὡς παυατήοησις ἐπὶ τοῦ 
γεωμ. τόπου τῆς 85. 1372. 
3) ᾿Εκ τῆς τεμνούσης ΑΜ΄᾽, εὑρίσκομεν 
Μ'΄Ο΄’ ΟΌΜΟ ΄- ΄π. υτἧς Δ, ἊἋ 
ὍΝ -ὍΓΝ' ἐπειδὴ Μ΄Ξε Μ, Ο΄-Ξ-ΞΟ, Ν΄-Ξ Ν. 


4) ᾿Επίσης, 
Μ'΄Ο’ 


Θεώρημα ἀντίστροφον 390--] 


1279β. ᾽Εὰν φέρωμεν τυχοῦσαν χορδὴν ΑΜΝ (Σχ. 8006) δι᾽ ἑνὸς 
τῶν κοινῶν σημείων δύο τεμνομένων περιφερειῶν καὶ διαιρέσωμεν 
τὸ τμῆμα ΜΝ εἷς δύο ἄλλα ΟΜ, ΟΝ κατὰ δοθέντα λόγον πρὸς ἄλληλα, 
τὸ σημεῖον Ο ϑὰ εὑρίσχεται ἐπὶ περιφερείας ΑΟΒΟ΄, διερχομένης διὰ 
τῶν χοινῶν σημείων τῶν δύο πρώτων. 


Θεώρημα 3950---11 


1280, ᾿Ἐὰν τρεῖς περιφέρειαι. ἔχουν χοινὴν χορδὴν ΑΒ, πᾶσα ἐφα- 
πιομένη εἰς τὸ α πρὸς μίαν τῶν περιφερειῶν διαιρεῖται ὑπὸ τῶν δύο 
ἄλλων καὶ τοῦ σημείου Α εἰς δύο τμήματα, τῶν ὁποίων ὁ λόγος εἶναι 
σταϑερύς. 

᾿Εὰν ἡ εὐθεῖα μὰν ἐφάπτεται τῆς περιφερείας ΟΟ΄ Ο΄ (Σχ. 805), 
τὸ σημεῖον Α ἀναλαμβάνει τὸν ρόλον τοῦ Ο τῆς προηγουμένης 
ἀσκήσεως καὶ θὰ ἔχωμεν 


μῺε͵:'οσ ΙΜΟ 
. πὸ 
᾿Ανάλογα συμπεράσματα, ἐὰν ἡ εὐθεῖα ἐφάπτεται τῆς περιφε- 
ρείας ΜΙΜ’Μ'΄' ἢ τῆς ΝΙΝ΄Ν΄. 


Θεώρημα 390-111 


1291. "Ἐὰν τοίγωνον ΛΜΝ 
κινῆται -εἰς τὸ ἐπίπεδόν του 
εἰς τρόπον, ὥστε νὰ παρα- 
μένῃ ὅμοιον ἑαυτῷ, αἱ κορυ- 
φαί του Μ, Ν νὰ γράφουν περι- 
φερείας τεμνομένας κατὰ κοι- 
γὴν χορδὴν ΑΒ καὶ ἡ πλευρά 
του ΜΝ νὰ διέρχεται διὰ τοῦ 
σημείου Α, τότε ἡ τρίτη κο- 
ουφὴ αὐτοῦ Λ γράφει περι- 
φέρειαν, διερχομένην διὰ τοῦ 
σημείου Β. 

Φέρομεν τὴν εὐθεῖαν ΒΛ 
καὶ ἔστω Ο τὸ σημεῖον 
ὅπου συναντᾶται μετὰ τῆς 
εὐθείας ΜΝ. Τὸ τετράπλευρον ΛΜΒΝ παραμένει ὅμοιον πάντοτε 
πρὸς ἑαυτό, ἐπειδὴ πᾶσαι αἱ γωνίαι αὐτοῦ εἶναι σταθε- 


Γεωμετοία 839 
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ραί, καθὼς καὶ ὁ λόγος Ἐν (8 1279). Κατὰ συνέπειαν καὶ αἱ 


διαγώνιοι τοῦ τετραπλεύρου τούτου θὰ ἀλληλοδιαιροῦνται εἰς 
τμήματα ἔχοντα σταθεροὺς λόγους πρὸς ἄλληλα. 


Εἶναι ἄρα ὁ λόγος ἽΝ σταθερὸς ἀριθμὸς καί, κατὰ τὴν 


προηγουμένην ἄσκησιν (8 1279), τὸ σημεῖον Ο γράφει περιφέρειαν 
ΑΟΒ, διερχομένην διὰ τῶν κοινῶν σημείων τῶν δύο ἀἀρρχικῶν πε- 
ριφερειῶν. 

᾿᾿Επειδὴ καὶ ὁ λόγος - εἶναι σταθερὸς ἀριθμός, τὰ σημεῖα 
Λ καὶ Ο γράφουν περιφερείας, ἐχούσας τὸ σημεῖον Β ὡς ἐξωτε- 
ρικὸν κέντρον ὁμοιότητος (ὃ 1279 β). 


Θεώρημα 390 ---" 


1282.. Δι᾿ ἑνὸς τῶν σημείων τομῆς δύο περιφερειῶν τεμνομέγων, 
φέρομεν τεμνούσας αὐτῶν ΑΒΓ' γαὶ κατασκευάζομεν ἐπ’ αὐτῶν σχήματα 
ὅμοια πρὸς δοϑέν. Δείξατε ὅτι τὰ ὁμόλογα σημεῖα τῶν σχημάτων τού- 
των γράφουν περιφερείας. 


Ἢ ἀπόδειξις ἐπιτυγχάνεται διὰ συνδυασμοῦ τῶν θεωρηυάτων 
τῶν δ8 1279 καὶ 1281. 


Θεώρημα 391 


1988. "Ἐὰν ἕν σχῆμα μεταβάλλεται ἐν τῷ ἐπιπέδῳ του εἰς τρόπον, 
ὥστε: νὰ παραμένῃ ὅμοιον ἑαυτῷ, τρεῖς δὲ εὐϑεῖαι αὐτοῦ νὰ διέρχωνται 
διὰ τριῶν σταϑερῶν σημείων, πᾶν σημεῖον τοῦ σχήματος θὰ γράφῃ πε- 
οιἰφόρειαν (ΤἸυ]1π8 Ῥεΐογβθω, Ν. Α. 1867, σ. 80). 


"“Εστωσαν Α, Γ, Δ τὰ σταθερὰ σημεῖα, ΜΝΡ τὸ τρίγωνον τῶν. 
τριῶν εὐθειῶν τῶν διερχομέ- 
νῶν διὰ τῶν σημείων τούτων 
καὶ Λ τυχὸν σημεῖον τοῦ με- 
ταβλητοῦ ὀχήματος. Φέρομεν 
τὰς εὐθείας ΛΜ καὶ ΛΝ. 

᾿Επειδὴ τὸ τρίγωνον ΜΝΡ 
παραμένει ὅμοιον ἑαυτῷ, ἡ 
κορυφὴ Μ θὰ κινῆται ἐπὶ τοῦ 
τόξου ΑΜΓ, δεχονυνένου γω- 
νίαν ἴσην πρὸς. τὴν σταθερὰν 
Μ. 'Ομοίως, τὸ σημεῖον Ν θὰ 
κινῆται ἐπὶ τοῦ τόξου ΑΝΔ. 

᾿Επαναπίπτομεν οὕτω εἰς 
τὸ προηγούμενον ζήτημα 
(8 1261). “Ἔστω Β τὸ δεύτερον 
σημεῖον τομῆς τῶν περιφε- 
ρειῶν ΑΜΓ καὶ ΑΝΔ’ ἐπειδὴ 
τὰ σημεῖα Μ, Ν κινοῦνται 
ἐπὶ. τῶν περιφερειῶν τούτων, 
τὸ σημεῖον Ο θὰ γράφῃ περι- 
φέρειαν ΑΟΒ καὶ τὸ Λ ἄλλην, ἔχουσαν τὸ κέντρον της Κὶ ἐπὶ τῆς 
προεκτάσεως τῆς ἀκτῖνος ΒΙ. 
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1288 α. Παρατήρησι;. Α{ πεοιφέρειαι - τόποι τῶν διαφόρων σημείων Λ 
τοῦ μεταβλητοῦ σχήματος, διέοχόνεται πᾶσαι διὰ τοῦ: σταϑεοοῦ σημείου Β. 
Πράγματι, 
γων. ΑΒΓ -Ξ 1809 --Μ, ΑΒΔ -Ξ 1809 «-- Ν. 
ΓΑρα: ΓΒΔ -Ξ 3609 --- (Μ -Ἐ Ν) ΞΞ 1809 --- Ρ͵ 


καὶ τὸ σημεῖον Β θὰ ἀνήκῃ εἰς τὴν περιφέρειαν ΓΡΔ, ὡς καὶ εἰς 
πᾷσαν ἄλλην περιφέρειαν --τόπον σημείου (Λ) (δ 1281). 


͵. 1284, Σημείωσις. ᾿Ανεφέραμεν ἤδη καὶ προηγουμένως τὸ τόσον 
ἀξιόλογον ἔῤγον τοῦ 1. ΡῬεΐετϑεη, καθηγητοῦ εἰς τὸ Πολυτεχνεῖον 
τῆς Κοπεγχάγης : Μέϊμοαεϑ εἰ Τμέονιοθ ρον ἰα νόϑοϊμίϊοη ἀ68 ΡγῸ- 
δίόνιεϑθ ἀ6 οοπϑιγ"μοϊοη8 σέονιόίγίσυιο68. 

Τὸ ἔργον τοῦτο, μεταφρασθὲν ἤδη ἀπὸ τοῦ 1880 εἰς τὴν Γαλ- 
λικὴν καὶ ἀπὸ τῆς 17ης ἐκδόσεως αὐτοῦ, εἶναι χρησιμότατον πρὸς 
διαπίστωσιν τῆς ὠφελείας τὴν ὁποίαν δύναταί τις νὰ προσπορί- 
σθῇ ἐκ μερικῶν μεθόδων καταλλήλως ἐφαρμοζομένων. 

Σχετικῶς, ἐν τούτοις, πρὸς τὴν προέλευσιν τοῦ ἀνωτέρω θεω- 
ρήματος, εἴμεθα ὑποχρεωμένοι νὰ δώσωμεν τὰς ἑπομένας βιβλιο- 
γραφικὰς πληροφορίας : 

Τὰ θεωρήματα 88 1281] ---12864, προταθέντα ὑπὸ τοῦ 1. Ρείεγβεπ 
εἰς τὰ Ν. Α. τοῦ 1866, σ. 480 καὶ λυθέντα εἰς τὸ ἴδιον περιοδικὸν 
τὸ 1867, σ. 80, εἶχον δη""'οσιευθεῖ ἤδη εἰς τὴν ἰδίαν συλλογὴν ἀπὸ 
τῶν ἐτῶν 1855, σ. 266 καὶ 1858, σ. 48, εἰς διάφορα. ἄρθρα τοῦ δε 
Τιαξιεῖς, καθηγητοῦ, ὡς εἰδικαὶ περιπτώσεις ὁμογραφικῶν σχημάτων. 


Θεώρημα τοῦ Δαμίέε 391--1 


Ὅταν ἕν σχῆμα μεταβλητοῦ μεγέϑους καὶ ϑέσεως μένῃ ὅμοιον ἑαυτῷ : 

1) ᾿Εάν τρεῖς εὐθεῖαι αὐτοῦ στρέφωνται περὶ τρία σταϑερὰ σημεῖα, 
ἑκάστη περὶ ἕν, τυχὸν ἄλλο σημεῖον τοῦ σχήματος γράφει περιφέρειαν. 
Πᾶσαι αἱ περιφέρειαι αὗτωι διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου, τὸ 
“ὁκοῖον εἶναι κοινὸν διπλοῦν σημεῖον πάντων τῶν σχημάτων. 

9) ᾽Εὰν τρία σημεῖα αὐτοῦ κινοῦνται ἐπὶ τριῶν εὐθειῶν, ἕκαστον ἐπὶ 
μιᾶς, πᾶν ἄλλο σημεῖον τοῦ σχήματος γράφει ἐπίσης εὐθεῖαν γραμμήν, 
μία δὲ τυχοῦσα εὐθεῖα αὐτοῦ περιβάλλει παραβολήν. 


Τὰ δύο προηγούμενα θεωρήματα εἶναι θεμελιώδη εἰς τὴν στοι- 
χειώϑη σπουδὴν τῶν σχημάτων, ἅτινα μεταβάλλονται κατὰ μέγε- 
θος καὶ θέσιν ἀλλὰ παραμένουν ὅμοια πρὸς δοθὲν σχῆμα. 


Σημείωσις, Βλέπε ἐπίσης ἈΝ, σον. νιαίῃ., τοῦ (ὐδίαϊαι, 1880, σ. 
72, 172, 219, ἄρθρα τοῦ Νευδετξ. 


Θεώρημα τοῦ Σα Πἶτϊνε 392 


1288. ᾽Εὰν εἷς κύκλος κυλίεται, ἄνευ ὀλισϑήσεως, εἰς τὸ ἐσωτερικὸν 
μιᾶς περιφερείας διπλασίας ἀκχτεῖνος, πᾶν σημεῖον τῆς περιφερείας τοῦ 
χινητοῦ κύκλου γράφει διάμετρον τῆς σταϑερᾶς περιφερείας. 


Ἔστω ΑΓ ἡ ἀκτὶς τῆς μεγαλυτέρας περιφερείας καὶ. ἡ διε: 
τρος τῆς μικροτέρας. ὙὙ ποθέσωμεν ὅτι ὁ μικρὸς κύκλος, τοποθε- 
τημένος ἀρχικῶς εἰς τὴν θέσιν αἀβΓ, κυλίεται, ἄνευ ὀλισθήσεως, 
εἰς τὸ ἐἀσωτερικὸν τῆς μεγαλυτέρας περιφερείας καὶ ἔστω α΄βΓ, 
μία νέα καὶ τυχοῦσα θέσις αὐτοῦ (ἡ ἐστιγμένη). 
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Ἔστω Β. τὸ νέον σημεῖον ἐπαφῆς τῶν δύο περιφερειῶν. Θὰ 
ἀποδείξωμεν ὅτι τὸ σημεῖον α γράφει τὴν διάμετρον ΑΓΔ. 

1) Τὸ σημεῖον α θὰ λάβῃ τὴν 
θέσιν α΄, ἐπειδὴ ἡ γωνία αὐγβ΄ 
εἶναι ἴση προς τὸ διπλάσιον τῆς 
γωνίας ΑΓΒ καὶ τὰ τόξα, ἄρα. 
ΑΒ καὶ α΄ θὰ ἔχουν τὰ αὐτὰ 
μήκη. 
2). Τό, διαμετρικὸν τοῦ α, ση- 
μεῖον μι ἔρχεται κατ᾽ ἀρχὰς εἰς 
τὴν θέσιν Μ' μετὰ μίαν πλήρη 
κύλισιν, τοῦ μικροῦ κύκλου, τὸ 
σημεῖο α καταλσμυβάνει τὴν θέ- 
σιν α΄ΞΞΔ καὶ καια τὴν ἑπομέ- 
νὴν πλήρη κύλισιν τὸ σημεῖον 
τοῦτο γράφει τὴν διάμετρον ΔΓΑ 
καὶ -. ἐπανέρχεται εἰς τὴν θέσιν 
αΞΞἌ. 

3) Τὸ σημεῖον μ, ἀρχικῶς ΞΞΓ, 
τοῦ μικροῦ κύκλου γράφει τὴν 
διάμετρον ΜΓΝ, κάθετον ἐπὶ τὴν ΑΓ ν 


Σχ. οὑκ. 


1288 α. Σημείωσις. Τὸ ἜἜΘΡῊΙα τοῦτο ἀποδίδεται συνήθως εἰς 
τὸν Ια Ηΐϊτε (Ν. Α., 1843, σ. 499 καὶ 1854, σ. 297) καὶ ἐνίοτε εἰς 
τὸν (ατάδη (Ν. Α., 1845). Εἰς τὸν πρῶτον πάντως ὀφείλεται ἡ 
κατασκευὴ τοῦ μηχανιομοῦ, τοῦ ὁποίου ἡ ἀρχὴ οτηρίζεται ἐπὶ 
τοῦ προηγουμένου θεωρήματος καὶ διὰ τοῦ ὁλχοίου ἐπιτυγχάνεται 
ὁ μετασχηματισμὸς μιᾶς κυκλικῆς κινήσεως εἰς εὐθύγραμμον 
παλινδρομικήν. ᾿ 

Γνωρίζομεν ὅτι πᾶν σημεῖον μιᾶς περιφερείας κυλιομένης, ἄνευ 
ὀλισθήσεως, ἐπὶ δοθείσης ἀχλης περίδερείας καὶ πρὸς τὸ ἐξωτερι- 
κὸν αὐτῆς, γράφει μίαν ἐπικυκλοειδῇ (Ὁ. πϑ' 892). 

᾿Εὰν ἡ κυλιομένη περιφέρεια ἔχῃ διάμετρον ἴσην πρὸς τὴν 
ἀκτῖνα τῆς σταθερᾶς περιφερείας, ἡ γραφομένη καμπύλη εἶναι 
μία καρδιοειδής πᾶν δὲ ἄλλο σημεῖον τοῦ κινητοῦ ἐπιπέδου γρά- 
φει ἕνα κοχλίαν τοῦ Ραδοαὶ, μερικὴ περίπτωσις τοῦ ὁποίου εἶναι ἡ 
παρδιοειδής. 

᾿Εὰν ἡ κινητὴ περιφέρεια εὑρίσκεται εἰς τὸ ἐσωτερικὸν τῆς 
σταθερᾶς περιφερείας, ἡ γραφομένη καμπύλη εἶναι ὑποκυκλοειδής. 
Ἢ καμπύλη αὕτη γίνεται εὐθεῖα γραμμὴ ἐὰν ἡ διάμετρος τῆς κυ- 
λιομένης περιφερείας εἶναι ἴση πρὸς τὴν ἀκτῖνα τῆς οταθερᾶς" 
πᾶν δὲ ἄλλο τότε σημεῖον τοῦ κινητοῦ ἐπιπέδου γράφει ἔλλει- 
ψιν (δ 2162). 


"Αοιϑμητικαὶ σχέσεις. --- Περιφέρεια 


Θεώρημα 898 


1286. Αἱ διαγώνιοι ἑνὸς κανονικοῦ πενταγώνου τέμνονται κατὰ μέ- 
σον. καὶ ἄκρον λόγον. 


Τὸ τρίγωνον ΓΟΒ εἶναι ἰσοσκελές, ἐπειδὴ αἱ εἰς τὰ Γ καὶ Β 
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ὠνίαι αὐτοῦ βαίνουν ἐπὶ ἴσων τόξων. Τὰ δὲ ἰσοσκελῆ τρίγωνα 
ΚΌΒ, ΓΑΒ ὅμοια, ὡς ἔχοντα τὰς ὀξείας αὐὖὐ- 
τῶν γωνίας ἴσας. 


Αρα: 
ΓΟ ΓΒ Ν 
ἜΒ -τα' [58᾽ΞΙΟ ΓΑ. 


Καὶ ἐπειδὴ τὸ τρίγωνον ΟΑΒ εἶναι ἐπί- 
σης ἰσοσκελές, ἀφοῦ ᾿αἱ γωνίαι εἰς τὰ Ο καὶ. 
Β ἔχουν τὰ αὐτὰ μέτρα, θὰ ἔχωμεν 


ΟΑΞ:ΞΕ ΑΒ --ὀϑ|βγΓ, 
καὶ κατὰ συνέπειαν 


ΑΟΞ: --- ΓΟ . ΓΑ. 
Θεώρημα 398--] 


1287. ᾿Ἐὰν διαιρέδωμεν εὐθεῖαν κατὰ μέσον χαὶ ἄκρον λόγον, τὸ 
ἄϑροισμα τῶν τετραγώνων τῆς ὅλης εὐϑείας καὶ τοῦ μικροτέρου τμή- 
ματος εἶναι ἴσον πρὸς τὸ τριπλάσιον τετράγωνον τοῦ μεγαλυτέρον 
τμήματος. 


"Ἔστω α τὸ μῆκος τῆς εὐθείας, μ τὸ τοῦ μεγαλυτέρου τμήμα- 
τος καὶ νΞεα --μ τὸ τοῦ μικροτέρου, Θὰ ἔχωμεν 
ιι᾽ ΞΞ ν᾽  α -- δΖαν. 
᾿Αλλ’ ἐξ ὀρισμοῦ εἶναι : μ ΞΞ αν" ἄρα: 
3μ᾽ ΞΕ α' -Ἐ ν". 
]αρατήρησις. ᾽᾿Επίσης : α -Ἐ νῦ -Ξ 3αν. 
Σημείωσις. ᾿Ενδιαφέρον παρουσιάζει ἔν ὡραῖον ἄρθρον τοῦ (Ἱ. 


ΒΒ : ϑμν φιρίσιει Ῥγοργιοίέβ ἀπὸ ἀγοὶί6 αἰυϊδόο ἐπ γιονόππδ οἱ 
ἐαιγένηο ταΐδοτι. (Μαιμοϑὶβ, 1894, σ. 22). 


Θεώρημα 8394 


1288. Ἢ χορδὴ ἡ ὑποτείνουσα τόξον τριπλάσιον τοῦ ἀντιστοίχου 
τῆς πλευρᾶς χανονιχοῦ ἐγγεγραμμένου 
δεκαγώνου, εἶναι ἴση πρὸς τὸ ἄϑροισμα 
τῆς πλευρᾶς ταύτης καὶ τῆς ἀκτῖνος. 

Πρέπει νὰ δειχθῇ ὅτι 

ΑΔ: ΑΌ-ἘΓΔ. 

Αἱ γωνίαι ΔΓΜ καὶ ΔΜΓ εἶναι 
ἴσαι, ὡς ἔχουσαι ἴσα μέτρα’ ἐπίσης, 
αἱ γωνίαι εἰς τὰ Μ καὶ Ο. Εἶναι, 
ἑπομένως, τὰ τρίγωνα ΓΔΜ, ΜΑΟ 
ἰσοσκελῇ καὶ 

ΑΔ-ΞΑΟ Ἐ ΓΔ. 
Θεώρημα 395 


,1289. Εἰς τὴν μέθοδον τῶν ἰσοπεριμέτρων πολυγώνων, ἐὰν παρα- 
στήσωμεν διὰ ἡ καὶ α τὴν ἀχτῖνα καὶ τὸ ἀπόστημα τοῦ πολυγώνον τοῦ 


Σχ. 8ι0. 
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ἔχοντος ν πλευρὰς χαὶ διὰ ο΄, α΄ τὰ ἴδια μήκη διὰ τὸ ὄχον ὃν πλευρὰς 
πολύγωνον, ϑὰ εἶναι 


ρ΄ -- α’ «τφῳ- α). (Ν. Α. 1847, σ. 27). 


Ἔστω ΑΒ ἡ πλευρὰ τοῦ ἐγ- 
γεγραμμένου πολυγώνου, τοῦ ἔ- 
χοντος ΟΑ δι᾽ ἀκτῖνα καὶ ΟΔ 
δι᾽ ἀπόστημα. ᾿Εἀν φέρωμεν τὰς 
εὐθείας, τὰς συνδεούσας τὰ μέσα 
Α΄. Β’ τῶν ἴσων χορδῶν ΓΑ, ΓΒ, 
ἡ εὐθεῖα Α΄Β’ θὰ εἶναι ἡ πλευρὰ 
τοῦ ἰσοπεριμέτρου πρὸς δοθὲν 
πολυγώνου καὶ ἔχοντος διπλά- 


ΕΣΧ. 811. σιον πλῆθος πλευρῶν' ἐπειδὴ 
Α'Βτ- τ ΑΒ καὶ γων. Α'ΌΒ' -- -Σ γων. ΑΟΒ. 
᾿Αλλ’ εἶναι ρξ ΑΙ Ό, α΄'ΞΞ ΟΔ’ 
ἄρα: ρ-- αΞ- ΓΔ, ρ΄-- α΄ΞξξΞ Γ'Δ΄. 


᾿Επειδὴ ΓΔ΄ -- ΓΔ καί, ἑπομένως, ΓΔ’ --- ΔΔ’, ἀρκεῖ νὰ δει- 
θῇ ὅτι 

οὐ Γ΄ Δ’ «ΓΓ΄. 

Ἡ εὐθεῖα ΑὙΓ΄ εἶναι δἰχοτόβος τῆς γωνίας ΓΑ΄ Δ΄ καὶ ἐπειδὴ 
Α΄ Δ’ «ΑὙΥΓ ἕπεται ὅτι Γ΄ Δ' « ΓΓ΄ (8 182). Αρα: 

χάδι τ} 1 
Γ΄ Δ «-- ΓΔ ς- ΓΔ. 
Καθ’ ὅμοιον τρόπον εὑρίσκομεν : 


" ἢ Το Σου ἐ 1 
ρ΄ -- α΄ « -τ (΄ -- α)Ἱ « τε ᾧρ -- α), 
καὶ γενικῶς, ; 
βν ---αἰν « -- (ρ -- α). 


Τείνει, ἑπομένως, ἡ διαφορὰ ρνυ -- αν πρὸς τὸ μηδὲν διὰν -᾿ο. 


, 1238θα. Σημείωσις. Ἢ μέϑοδος τῶν ἰσοπεριμέτρων ἀποδίδεται εἰς 
τὸν ϑομναῦ ἀλλ᾽ ὀφείλεται εἰς τὸν Πεβεοατίεβ' ἀναφέρεται δὲ 
καὶ εἰς ἕν τῶν ὑπομνημάτων τοῦ ΕπΙετγ. (Κατὰ τὸν (αΐαϊαπ, δ. Α., 


1864, ο. 545). 
Θεώρημα 3996 


1290. "Ἢ διαφορὰ τῶν περιμέτρων δύο κανονιχῶν πολυγώνων Πωυν, 
Π΄εν, ἐκ ὃν πλευρῶν ἕκαστον καὶ ἐκ τῶν ὁποίων τὸ ἕν εἶναι ἐγγεγραμ- 
μένον καὶ τὸ ἄλλο περιγεγραμμένον εἰς τὴν αὐτὴν περιφέρειαν, εἶναι 
μικροτέρα τοῦ τετάρτου τῆς διαφορᾶς τῶν περιμέτρων δύο κανονικῶν 
πολυγώνων Πν, Π΄ν, ὡς τὰ πρῶτα, ἀλλ᾽ ἐκ ν πλευρῶν ἕκαστον. 


Ἔστωσαν ΑΒ, ΓΔ τὰ ἡμίση τῶν πλευρῶν τῶν πολυγώνων 
Π., Π΄. καὶ ΑΔ, ΕΖ αἱ πλευραὶ τῶν πολυγώνων Πξυ, Π΄ εν. 
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Φέρομεν τὴν ἀκτῖνα ΩΘ, κάθετον ἐπὶ τὴν ΕΖ, τὴν ΑΡ παράλ- 
ληλον πρὸς τὴν ἀκτῖνα ΟΘ, τὴν ΑΣΜ παράλληλον πρὸς τὴν ΟΔ 
καὶ τὴν ΡΜΛ παράλληλον πρὸς 
τὴν ΑΔ. 

ΕΣ εἶναι ἡ διαφορὰ τῶν πλευ- 
ρῶν πολυγώνων μὲ 2ν πλευράς, 
ΓΠ ἡ διαφορὰ τῶν ἡμίσεων τῶν 
πλευρῶν τῶν πολυγώνων μὲν 
πλευράς. ᾿Αρκεῖ νὰ δειχθῇ 


ΕΣ « - γη. 


Ἕνεκα τῶν ἴσων τριγώνων 
ΟΘΖ, ΟΔΚ, ἡ εὐθεῖα ΔΖ εἶναι Σχ. 842. 
ἴση πρὸς τὴν ΘΙ, ἡ δὲ κάθετος 
ΘΗ μικροτέρα τῆς πλαγίας ΔΖ. ᾿Επίσης, ΗΚ-ΞΞΕΛΙ, ἀφοῦ ΡΙ(-ΞΔΚΆ. 
Επομένως, 


ΗΘ «ΘΚ, ὅθεν ΗΘ «-Φ ΗΚ -- - ΑΡ. () 


εἰς τὰ ὅμοια τρίγωνα, ἀφ᾽ ἑτέρου, ΕΑΣ, ΝΑΜ, αἱ βάσεις εἶναι 
ἀνάλογοι τῶν ὑψῶν: 


ΕΣ ΗΘ. 

ἍΝ -ἋΡ 
ἄρα, ἐκ τῆς (1), 

ΕΣ «- ΝΜ. 


Καὶ ἐπειδὴ ἡ κάθετος Μ ἐπὶ τὴν διχοτόμον ΑΡ εἶναι μικρο; 
τέρα τῆς ΓΠ, ἕπεται 


ΕΣ «-Μ «-τ τη. 


(Ν. Α., 1643, σ. 158). 
Θεώρημα 397 


1291. Διὰ τοῦ ἄκρου Α μιᾶς χορδῆς ΑΒ φέρομεν δύο ἄλλας ΑΓ, 
ΑΔ, ἴσον κεκλιμένας πρὸς αὐτήν, ἐκ τυχόντος δὲ ἄλλου σημείου Α΄ τῆς 
περιφερείας ἄγομεν παραλλήλους χορδὰς 
Α Γ΄, Α΄ Β΄, Α΄ Δ' πρὸς τὰς τρεῖς ἀχϑείσας. 


Δείξατε ὅτι ὁ λόγος ᾿-- 


᾿ ΕῚ , ΄ ᾿ ᾿Δ' [2 
πρὸς τὸν λόγον ΚΕ ΑΘ , οἱουδήποτε 
ὄντος τοῦ σημείου Α΄ τῆς περιφερείας. 
(Μαοϊδυτγὶη, 1148). 


Φέρομεν τὴν διάμετρον ΕΖ καὶ τὰς 
χορδὰς ΕΘ, ΕΗ παραλλήλους ἀντι- 
στοίχως τῶν ΑΒ, ΑΓ καὶ ΑΔ χορδῶν, 
ἐκ δὲ τοῦ κέντρου Ο τὰς καθέτους 
ΟΜΝ, ΙΟΠ καὶ ΟΡ, Ἡ τελευταία εὐ- Ξχ. θ15. 
θεῖα εἶναι διχοτόμος τῆς γωνίας ΛΟΚ 
καὶ θὰ εἶναι ΡΛ-ΞΕΡΚ, ὡς καὶ ΜΕ -Ξ- ΠΕ, ἐκ τοῦ ἰσοσκελοῦς τρι- 
γώνου ΕΘΗ. 


εἶναι ἴσος 
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Ἔκ τῶν ὁμοίων τριγώνων ΛΑΝ, ΟΜΕ καὶ ΑἸ, ΕΠΟ εὑρίσκο- 
μεν, ἀντιστοίχως, τὰς ἀναλογίας 


ΑΝ 


ΜΕ. ΑΙ ΠΕ ΜΕ 


τοι 
----- ---.-... -.-...---.»-- --- πῶς α--ὶ 
-««-- ᾳ 


ἂἊλ ΟΕ κἰἰἊκ ΟΕ ΟΕ 


Ἑπομένως, 
ΑΝ 


ΑΙ. ΜῈ ΑΝΑΙ ΜΕ 


ἰνακσσανκι “-π-τττ τοῦν τοος ὁ 


ἊΛλ ἊἋΚ ΟΕ ᾿ ΑΛΙ-ΡΑΚ ΟΕ 


᾿Αλλὰ ΑΛ-ΑΚ-ΖΑΡ -- ΑΒ’ ἄρα 
ΑΝ ΑΙ ΜῈ ΕΘ. 2ΑΔΝΈΓΖΑΙ 2Ὲ 
ΓΑΒ  ὉῸΕ ἘΖ ἊᾺΒ “ ἜΖ᾽ 
ΑΓΙΑΔ ΕΘ ΕΗ ΟΠ ΑὙ' - Α΄ Δ’ 
ὩΣ: πὸ Ζ“ε δ 


1291 α. ᾿Αλγεβρικὴ ἀσόδειξις. Διὰ νὰ ἀποδείξωμεν ὅτι ὁ λόγος 


ΑΒ 


εἶναι σταθερὸς ἀριθμός, θέτομεν 


ΑΓ--2γ, ΑΒ-2β, ΑΔ- 28, 
γων. ΓΑΒ ΒΑΔ Ξἕφ, γῶν. ΒΑΟ -Ξ χ. 


Θὰ ἔχωμεν: 


ὙΞΕᾺ σὺν (φ΄- Χ), δ΄-ξ ἢ σὺν (φ -- Χ), 


καὶ 
᾿Επομένως: 


β-:-Ξ- κουνχ. 


Ὑ 5 σὺν (Φ -Ῥ Χ) Τ᾿ συν (Φ -- χ) 2 σὺν φ -Ξ- σταθερὸς ἀριθμός. 


Θεώρημα 808 


1292. Διὰ δύο σημείων Α καὶ Β ἐπὶ διαμέτρου περιφερείας 
καὶ εἰς ἴσας ἀποστάσεις ἀπὸ τοῦ κέντρου κειμένων, φέρομεν δύο παραλ- 


Ἄρα 


λήλους εὐθείας ΑΜ, ΒΝ περατουμένας εἰς τὴν 
αὐτὴν ἡμιπεριφέρειαν. Δείξατε ὅτι τὸ γινόμενον 
ΑΜ.ΒΝ εἶναι σταθερὰ ποσότης. (Ῥονέδηοα αἀ’ Εὼ- 
εἰἰάρο τοῦ (δ 491.5 σ. 306). 

᾿Ας προεκτείνωμεν τὰς ΜΑ καὶ ΝΟ μέχρι 
τῆς τομῆς τῶν Λ. 

Τὸ σημεῖον Λ ἀνήκει εἰς τὴν περιφέρειαν. 
Τὰ τρίγωνα, πράγματι, ΑΟΛ, ΒΟΝ εἶναι ἴσα, 
ὡς ἔχοντα μίαν πλευρὰν ἴσην καὶ τὰς προσκει- 

ἕνας εἰς αὐτὴν γωνίας ἴσας: ἐπειδὴ Α Ξ-Β, ὡς 
ντὸς ἐναλλὰξ κλπ. 


ΟΛΞΟΝ, ΑΛ--ΒΝ. 


αὶ ἐπειδὴ τὸ γινόμενον ΑΜ.ΑΔΛ εἶναι σταθερὰ ποσότης διὰ 
πᾶσαν χορδὴν διὰ τοῦ σημείου Α, ἕπεται ὅτι καὶ τὸ ἴσον πρὸς. 
αὐτὸ γινόμενον ΑΜ. ΒΝ εἶναι ἐπίσης σταθερὰ ποσότης. 
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Παρατήρησις. ΑΜ. ΒΝ -Ξ ΕἪ --Ἠὀ ΟΑ καὶ τὸ ϑεώρημα τοῦτο ὁδη- 
γεῖ εἰς γνωστὴν ἰδιότητα τῆς ἐλλείψεως (ἐπμ. 8 4). 


Θεώρημα 398--] 


1298. Δίδεται περιφέρεια καὶ σταϑερὰ ἐφαπτομένη (ε) αὐτῆς εἰ: 
σημεῖον Α᾽ δείξατε ὅτι δύο τυχοῦσαι παράλ- 
ληλοι ἐφαπτόμεναι δὁρίζουν ἐπὶ τῆς (ε) τμή- 
ματα ΑΜ, ΑΝ, τῶν ὁποίων τὸ γινόμενον εἶ- 
ναι σταϑερὰ ποσότης. (Ροτίϑ65 απο άς, 
σ. 805). 


Ἢ γωνία ΜΟΝ εἶναι ὀρθή, ὡς προκύ- 
πτει ἐκ τῆς ἰσότητος τῶν γωνιῶν ΑΜΟ, 
ΒΜΟ καὶ ΑΝΟ, ΓΝΟ, Ἐκ δὲ τοῦ ὀρθο- 
γωνίου τριγώνου ΜΟΝ ἔχομεν : 


ΑΜΟ.ΑΝ-Ξ ΑΟΞ:Ξ-ἡ μΒ9, 


“Ὥστε... 
Παρατήρησις. 'Επίσης: ΒΜ.Ό.ΓΝ Ξε ΑΟΞ. 


Θεώρημα 3958--1] 


1292. Εἰς περιφέρειαν, ϑεωροῦμεν χορδὴν ΓΔ καὶ τὴν κάϑετον ἐπ᾽ 
αὐτὴν διάμετρον ΑΖΒ. Δείξατε ὅτι, 
ἂν Μ εἶναι τυχὸν σημεῖον τῆς ΓΔ, 
τὸ γινόμενον τῶν μηκῶν ΑΜ. ΑΕ 
εἶναι σταϑερὰ ποσότης. 

]η ᾿Απόδειξις. Φέρομεν τὴν ΒΕ. 
᾿Επειδὴ τοῦ τετραπλεύρου ΖΜΕΒ 
δῦο ἀπέναντι γωνίαι εἶναι ὀρθαί, 
τοῦτο εἶναι ἐγγράψιμον: ἄρα 


ἌΕ ΑΜπΞΞΑΖ. ΑΒ -:-στα- 
θερὰ ποσότης. 


᾿Ομοίως, 
ΑΝ ΗΑΞΞΑΒ. ΑΖ--ἀ ἯΑ ΓΞ-:-- σταθ. Σχ. 816. 
9α ᾿Απόδειξις. Τὰ τρίγωνα ΑΜΖ, ΑΒΕ εἶναι ὅμοια, ὡς ἰσογώνια. 
᾿Επομένως, 
τὶ ΞΞ “Π καὶ ΑΕ .ΑΜΞΞΑΒ.ΑΖ. 


Παρατηρήσεις. 1) Ἢ εὐθεῖα ΓΔ εἶναι τὸ ἀντίστροφον σχῆμα τῆς 
περιφερείας πρὸς πόλον Α καὶ δύναμιν 2: ΑΒ. ΑΖ (8 223). 
ὁ ἀνωτέρω θεώρημα εἶναι εἰδικὴ περίπτωσις ἑνὸς γενι- 
ΠΕ τς (5 1175). 


Θεώρημα 398-- 711 


1296. Ἔστω ΑΒΓ ὀρϑογώνιον τρίγωνον καὶ ΔΕΖΘ κάϑετος ἐπὶ τὴν 
ὑποτείνουσαν ΒΓ εἰς τυχὸν αὐτῆς σημεῖον Δ, τέμνουσα τὴν ΑΓ, τὴν πε- 
φιγεγραμμένην περιφέρειαν καὶ τὴν ΑΒ εἰς τὰ σημεῖα ΒΕ, Ζ, Θ ἀντι- 
στοίχως. Δείξατε τὴν σχέσιν ΔΖ3 -- ΔΘ. ΔΕ. 
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Πρέπει νὰ δειχθῇ ὅτι 


ΔΘ. ΔΖ 
2 ΔΕ᾿ 
᾿Επειδὴ 
ΔΖ5.:Ξ- ΔΒ «ΔΓ, 


ἀρκεῖ νὰ δειχθῇ ὅτι 
ΔΘ. ΔΕ --ΒΔ «ΔΓ, 
ΔΘ ΔΓ 
ΔΒ ΔΕ᾽ 
᾿Αλλὰ τοῦτο εἶναι φανερὸν ἐκ τῶν 


ὁμοίων ὀρθογωνίων τριγώνων ΒΔΘ καὶ 
ΓΔΕ. “ὥστε... 


Σχ. 817. Παρατήρησις. 
ΔΕ .ΕΘ --Ξ ΔΖ -- ΔΕΞ Ξ ΑΕ ΕΓ. 


Πράγματι, ἐκ τοῦ ἐγγραψίμου τετραπλεύρου ΓΑΔΘ εὑρίσκομεν 
ΔΕ.ΕΘ-Ξ-ΑΕ. ΕΓ. 


Θεώρημα 399 


ἢ 


1296. Μὲ κέντρον τὸ μέσον τῆς βάσεως ΑΒ ἰσοσκελοῦς τριγώνου 
γράφομεν περιφέρειαν ἐφαπτομένην τῶν ἴσων 
πλευρῶν αὐτοῦ. ᾿Ἐὰν μία κινητὴ ἐφαπτομένη 
τέμνῃ τὰς ἴσας πλευρὰς εἰς Μ, Ν, δείξατε ὅτι 
τὸ γινόμενον ΑΜ. ΒΝ εἶναι σταϑερὰ ποσότης. 
(Ρονίϑηιοϑ ἀ᾿ Επιοϊϊά6, σα. 297). 


Τὰ τρίγωνα ΑΟΜ, ΒΟΝ εἶναι ἰσογώ- 
νια. ᾿Επειδή: 


ΑΝ 
1ΞΞ-Ί, 2ΞΞ-.ὃ2, 3:-.3, 1-2-Ὁ 3: 909, 
καὶ. 
κα ἀὰ ς΄ δ 
Ξ-- 900 --. 2-- ]-Ἐ3ΞΞΝΟΒ, Α-Ξ-Β. 


ὅπδ- ΘΒ. ἢ Αμιβντεαο. ΒΟ -- Αοϑ τ σταθ. 


Θεώρημα 8999-- 


1297. Διὰ σημείου Λ ἐπὶ τῆς διαμέτρου ΑΒ περιφερείας, φέρομεν 
τυχοῦσαν χορδὴν ΓΛΔ, Αἴ εὐθεῖαι ΒΓ, ΒΔ τέμνουν τὴν ἐφαπτομένην 
εἰς τὸ Α εἰς τὰ σημεῖα Εἰ καὶ Ζ. 

Δείξατε ὅτι τὸ γινόμενον ΑΒ. ΑΖ εἶναι σταϑερὰ ποσότης. 


Φέρομεν τὴν εὐθεῖαν ΜΛΝ παράλληλον πρὸς τὴν ἐφαπτομένην 
εἰς τὸ Α. 
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Παρατηροῦμεν ὅτι αἱ εὐθεῖαι ΓΜ, ΔΝ εἶναι ἀντιπαράλληλοι. 
Πράγματι, 


΄-ς Ί ΄σ- ΄“- Ἴ .ς-- “Ὁ Ί.,.-.ὄὔῚ 
Μ-ΞΞ πί Κ-- }) Ξε τς Γ καὶ δε- Γ 
΄“ς- κἧἃ 
ἄρα Μ-- Δ, 


καὶ τὸ τετράπλευρον ΓΜΝΔ εἶναι ἐγγράψι- 
μον, ἐξ οὗ 


ΛΜΟΛΝΈΞΑΓ .ΔΛΔ -Ξ Λ!|", 


ἢ καί, ἀφοῦ τὰ τμήματα ΑΕ, ΑΖ, ΑΘ εἶναι 
ἀνάλογα τῶν ΛΜ, ΛΝ, ΛΙ, 


ΔΕ. ΑΖ ΞΞ ΑΘἜ -Ξ σταθερὰ ποσότης. 


Θεώρημα 400 


1298. Δίδονται εὐθεῖαι ΧΥΎ, περιφέρεια καὶ 
δύο σημεῖα Α καὶ Β ἐπ᾽ αὐτῆς. Τυχὸν σημεῖον Μ Σχ, 819. 
τῆς περιφερείας ὁρίζει διὰ τῶν εὐθειῶν ΜΒ, ΜΑ 
δύο σημεῖα Γ᾽ καὶ Δ ἐπὶ τῆς ΧΥ. 

Δείξατε ὅτι ὑπάρχουν ἐπὶ τῆς εὐθείας ταύτης δύο σημεῖα 1 καὶ Καὶ 
τοιαῦτα, ὦστε τὸ γινόμενον ΓῚ. ΔΚ νὰ εἶναι σταϑερὰ ποσότης, οἱουδή- 
ποτε ὄντος τοῦ σημείου Μ ἐπὶ τῆς 
περιφερείας. ((σποοιγ τοῦ 1876, 
Μαιδένκαϊζϊηιμοβ ὀἰϊόδγγιοντ  αἱγε8). 


Φέρομεν τὰς παραλλήλους 
ΑΛ’, ΒΒ’ πρὸς τὴν. ΧΥ͂ καὶ τὰς 
ΑΒ΄:, Α'ΒΚ. τὰ τρίγωνα ΑἹΓ καὶ 

΄σ΄΄ς 


ΞΞ΄ς 
ΔΙΚΒ εἴἵναι ὅμοια, ἐπειδὴ ἰ -Ξ Κα, 
ὡς ἀκ τῆς συμμετρίας τοῦ σχή- 
΄λἅΓι΄ς 


΄ν. 
ματος, καὶ Α ΞΞ ΜΒΒ’, ὡς ἔχου- 
σαι τὸ αὐτὸ παραπλήρωμα ΜΑΒ΄. 
Ἑπομένως, 


Ἐπ --- ΟΝ καὶ ΙΓ. ΔΙί ΞΕΑΙ. ΒΚ -Ξ-Ξ οσταθερὰ ποσότης. 


1298 α. Σημείωμα ἐπὶ τῆς ὁμογραφίας. ᾿Εὰν ιιἰα γωνία σταθε- 
ροῦ μεγέθους στρέφεται περὶ τὴν ἀκίνητον κορυφήν της, αἱ τομαὶ 
Α, Α΄... Β, Β΄... τῶν πλευρῶν τῆς μετὰ σταθερᾶς εὐθείας ΧΥ͂ 
ὁρίζουν ἐπ᾿ αὐτῆς δύο διαιρέσεις ὁμογραφικάς, δηλ. δύο σειρὰς ση- 
μείων ἀντιστοίχων ἀνὰ δύο καὶ τοιούτων ὥστε τὰ γινόμενα τῶν 
ἀποστάσεων δύο τυχόντων (ὁμολόγων) ἐξ αὐτῶν Μ, Μ’, ἀπὸ δύο 
σταθερῶν σημείων , Καὶ νὰ εἶναι σταθερὸς ἀριθμός : (Μ]|).(Μ᾽ Κ)Ξεκϑ. 
᾿Ομογραφικὰς διαιρέσεις δυνάμεθα νὰ θεωρήσωμεν ᾿καὶ ἐπὶ δύο 
διαφόρων εὐθειῶν. 

Τὴν ὁμογραφίαν ὀφείλομεν εἰς τὸν (ΙΒαβ]ε5 (ἀὐογιόίγὶδ ϑμρόγιδιι16, 
ΚΕΦ. ΙΝ καὶ ν1Π]. Ὃ ἐπιφανὴς οὗτος μαθηματικὸς καθώρισε τὴν 
ὁμογραφίαν διὰ τῆς (χαρακτηριστικῆς αὐτῆς) ἰδιότητος, καθ᾽ ἣν δύο 
τετράδες ὁμολόγων σημείων εἰς τὰς δύο διαιρέσεις ἔχουν τὸν αὐὖ- 
τὸν ἀναρμονικὸν λόγον, θεωρεῖ τὴν ἐνέλιξιν ὡς εἰδικὴν περίπτωσιν τῆς 
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ὁμογραφίας (κεφ, ἰΧ) καὶ ἀνευρίσκει οὕτω μέγα ἀριθμῶν νέων 
προτάσεων, ἀναφερομένων εἰς δύο ἐν ἐνελίξει σημειοσειράς. 

Μὲ τὴν βοήθειαν τοῦ ἰσχυροῦ τούτου ἀναλυτικοῦ ὀργάνου ἐπα- 
νεξετάζει τὰς ἐργασίας τῶν προγενεστέρων αὐτοῦ μαθηματικῶν 
καὶ συσχετίζει πρὸς ἄλληλα τὰ πλέον σπουδαῖα θεωρήματα ἐπὶ 
τῶν κωνικῶν τομῶν. Οὕτω, τὰ θεωρήματα ἐπὶ τοῦ ἐξαγράμμου τοῦ 
Πιμϑοαὶ (8 1117 γ), τοῦ τετραπλεύρου τοῦ Πάππου (8 1214), τῆς ἐνελίξεως 
τοῦ Μεβαγσιιο8 (ξ 1219), τὰ τῶν Οαγηοί (8 1250), Βγίαποίιοη (8 2121), 
Δίδύτωνος (8. 2103) κλπ. ἐμφανίζονται ὡς ἄμεσοι συνέπειαι, τὰ μὲν 
τῶν δέ. ((α51]ε5, Τραὶδ ἀδ5 8εοϊοη8 σοπὶμ68, κεφ. {Π καὶ [11}. 

Εἰς τὰ Στοιχεῖα Ποοβολικῆς Γεωμετοίας τοῦ στεπίοπα, ὁ μαθημα- 
τικὸς οὗτος παράγει τὴν ὁμογραφίαν ἐκ κεντρικῆς προβολῆς. Κατὰ αὐὖ- 
τόν, μία ἀκολουθία σημείων ἐπὶ μιᾶς εὐθείας συνιστᾶ μίαν ση- 
μειοσειράν, αἱ ὁμογοαφικαὶ διαιρέσεις ἐπὶ δύο εὐθειῶν εἶναι δύο προ- 
βολικαὶ σημειοσειραὶ κλπ, 


Θεώρημα 400-- 


1299. Διὰ σημείου Λ ἐπὶ τῆς διαμέτρου ΑΒ περιφερείας, ἢ ἐπὶ τῆς 
προεχτάσεως αὐτῆς, φέρομεν τυχοῦσαν τέμνουσαν ΛΓΔ καὶ κάθετον ΛΜΝ 
ἐπὶ τὴν διάμετρον, συναντῶσαν τὰς ΒΓ, ΒΔ εἰς τὰ Μ καὶ Ν. Δείξατε 
τι τὸ γινόμενον ΛΜ. ΔΝ εἶναι σταϑερὰ ποσότη: (Ν. Α. 1844, σ. 502). 


Βν ἀν Π γεν 
στ --τ’-ὄ-ςἘ-ὄ- ὁ ὁ ὁ ὁ: 
ΣΦ, Βα. 


Τὸ τετράπλευρον ΓΔΝΜ εἶναι ἐγγράψιμον, ἀφοῦ 


΄“.. ΄“΄'ΨὝ-ς ΄.»-Ἅ 
Ν Ξε ΔΑΒ -- ΔΓΒ. 
'Επομένως, 
ΛΜΟΛΝΈΕΛΓ.ΛΔ ες: ΔΤ, ποσότης σταθερά. 
Παοατήρησις. Τὰ σημεῖα Μ, Ν᾿ γράφουν ἐπὶ τῆς εὐθείας ΛΜΝ 
ὁμογραφικὰς σημειοσειρὰς (8 1298 α). 
Θεώρημα 400-- 11] 


1800. "Ἐὰν ἐκ σηιιείου Ρ ἐπὶ τῆς διαμέτρου ΑΒ περιφερείας, φέρω- 
μεν εὐθεῖαν εἷς τὸ τυχὸν σημεῖον Μ τῆς περιφερείας, ὡς καὶ ἐπὶ τὴν ΡΜ 
κάϑετον, συναντῶσαν τὰς εἰς τὰ Α καὶ Β ἐφαπτομένας κατὰ τὰ σημεῖα 
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Ι καὶ Δ, τὸ γινόμενον ΑΓ. ΒΔ ϑὰ εἶναι σταϑερὰ ποσότης (Τ ΟΡΊΞΠ16 5 
᾿ς] 46, σ. 2995). 


᾿Αρκεῖ νὰ δειχθῇ ὅτι 
ΑΓ.ΒΔΕΞΑΡ.ΡΒ -Ξ- σοταθ. 


Αἰ γωνίαι ΜΓΡ, ΜΡΔ εἶναι ἴσαι, ὡς ἴσαι ἀντιστοίχως πρὸς 
τὰς ἴσας γωνίας α καὶ β. Αἱ δὲ γω- 
νίαι ΑΓΜ, ΒΡΜ εἶναι ἐπίσης ἴσαι, 
ὡς παραπληρωματικαὶ τῆς αὐτῆς 
γωνίας ΑΡΜ. 

᾿Εὰν ἐκ τῶν τελευταίων τούτων 
ἡνιῶν ἀφαιρέσωμεν τὰς ἴσας ΜΓΡ 
καὶ ΜΡΔ, αἱ προκύπτουσαι γωνίαι 
Ὑ καὶ ρ θὰ εἶναι ἴσαι καὶ τὰ τρί- 
γωνα ΓΡΑ καὶ ΔΡΒ ὅμοια. Συνεπῶς 


ΑΓ Βρ 
ΑΡ' ΒΔ 
ἣ ΑΓ.ΒΔΞΈΑΡ.ΒΡ. 


Π]αρωτήοησι:. ᾿Επίσης: ΓΜ. ΜΔ -- ΜΡ". 
Θεώρημα 400-- Π|1 


1801. Δίδονται δύο περιφέρειει, ἐκ τῶν ὁποίων τὸ κέντρον Α τῆ- 
μιᾶς κεῖται ἐπὶ τῆς ἄλλης (Ε). ᾿Εὰν εἰς τὸ τυχὸν σημεῖον Β τῆς περι- 
φερείας (ἀ). φέρωμεν ἐφαπτομένην ΒΜΝ, 
συναντῶσαν τὴν (Ε) κατὰ τὰ σημεῖα Μ 
καὶ Ν, τὸ γινόμενον τῶν μηκῶν ΑΜ.ᾺΔΝ 
ϑὰ εἶναι σταϑερὰ ποσύτης. (ΡοτγίδπΠ)65 
α΄ Τουσῖτάς, σ. δ05)» 


Φέρομεν τὴν διάμετρον ΑΓ καὶ τὴν 
ἀκτῖνα ΑΒ εἰς τὸ σημεῖον ἐπαφῆς. Τὰ 
ὀρθογώνια τρίγωνα ΓΑΝ, ΒΑΜ εἶναι 
ὅμοια, ἐπειδὴ ἡ γωνία ΑΜΒ εἶναι ἴση 


΄ 
πρὸς τὴν Γ, ἕνεκα τοῦ ἐγγεγραμμένου 
τετραπλεύρου ΑΜΝΓ. Συνεπῶς 


ΑΓ. ΑΝ 
ΑΜ ΑΒ 
ἢ ἈἌἈΜ.ΑΝ --2ρ.ρ΄. 


Παρφατήρησις. ᾿Εὰν ὑψώσωμεν τὴν κάθετον ΕΖ, θὰ ἔχωμεν 
Α2'᾽ Ξε2ρ. .ρ᾽ καὶ ΑΜ.Α.ΑΝ-: ΑΖ. 


Θεώρημα 401 


1802. Δύο περιφέρειαι τέμνονται κατὰ κοινὴν χορδὴν ΑΒ, ἐκ τυ- 
χόντος δὲ σημείου Γ τῆς μιᾶς φέρομεν ἐφαπτομένην ΓΔ πρὸς τὴν ἄλ- 
ἡ 


λην. Δείξατε ὅτι ὁ λόγος ἀρ Ξ ΓΒ᾽ εἶναι σταϑερὸς ἀριϑμός. 
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᾿Επειδή: 
ΠΩ ΓΔ'--͵Λ ΓΑ .ΓΕ, 


τὰ δὲ τρίγωνα ΓΒΕ, ΜΒΝ εἶναι ὅμοια, ἽπΕΙὴ αἱ ἐγγεγραμμέναι 

γωνίαι εἰς τς καὶ Ε εἶναι ἴσαι, ἀν- 

Τι στοῖχον, ὑμ α τὰς ἐπικέντρους εἰς τὰ 
καὶ Ν. Συνεπῶς 


ΓΕ ΜΝ ΜΝ 
ΤΕ “- ΜΕ’ ΓΕΞΓΒ. Β 
καὶ 
ΜΝ 
ΓΔΞΓΑ ΓΕΞΓΑΓΒ. ΒΒ 
ἢ 
ΓΔἯ ΜΝ 
ΤΑ ΓΒ “-- ΜΒ -"- σοταθερὸς ἀριϑμός. 


Θεώρημα 401--1 


1808. Συνδέομεν τυχὸν σημεῖον α περιφερείας πρὸς δύο ἄλλα στα- 
ϑερὰ Μ, Ν, κείμενα ἐπὶ διαμέτρου καὶ συμμετριχὰ πρὸς τὸ κέντρον, 
δι᾽ εὐθειῶν τεμνουσῶν τὴν περιφέρειαν εἰς Β 
καὶ Γ, ἀντιστοίχως. Δείξατε ὅτι τὸ ἄϑροισμα τῶν 


Α 
λόγων --- ΜΒ -Ὦ ΝΓ εἶναι σταϑερὸς ἀριϑμός, 


"Ἔστωσαν 
ΟΑξεα, ΟΜ-:ΞΞΟΝ -:Ξββ, ΕΜ. ΜΖ -ξΞ αἴ --β". 
Θὰ ἔχωμεν: 
ΜΑ. ΜΒ -Ξ- ΜΕ.ΜΖ -Ξ αϑ -- β'. (1) 


Διὰ νὰ εὕρωμεν τὸν λόγον ΜΝ διαιροῦμεν ἀμφότερα τὰ μέλη 
τῆς (1) διὰ ΑΜῆ. Εὑρίσκομεν : 


μΑ':. ΜΑΞ 
ΜΑΙ ΜΒ αν-βν᾿ 
ἢ μΜΑ';ὃ:.͵. ΑΜ'’ϑ 
ΜΒ α--β᾽᾽ 
. Ν Σ᾿ΑΝ: 
Ομοίως, ἬΒ αν-β’᾿ 
'Ἑπομένως, 
ΝΑ ΑΜΡ-ΚΑΝΣ 2α"-Ε2 
ΜΕ Ἔ-πΕ - τς ---- ΕΞ σταθ. ἀριθμός. 


Θεώρημα 401--1] 


1804" Διὰ τῆς χορυφῆς Α ἰσοσκελοῦς τοιγώνου ΑΒΓ φέρομεν Χοςς 
δὴν ΑΔΕ τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας, τέμνουσαν 3 ΡΟΝ 
εἰς Δ καὶ τὴν περιφέρειαν εἰς ΒΕ. Δείξατε ὅτι ΑΒΓ Ξ- ΑΔ. 


623 


Τὰ τρίγωνα ΑΒΔ, ΕΑΒ εἶναι ὅμοια, ἐπειδὴ ἔχουν κοινὴν γω- 
νίαν καὶ τὰς γωνίας ΑΒΔ, ΑΕΒ βαινούσας 
ἐπὶ ἴσων τόξων. 


Συνεπῶς, 
ΑΔ ΕΣ ΑΒ 
ΑΒ ΒΕ 
ἢ ΑΒ Ξε ΑΔ Αξ. 


Παρατήρησις. Ἢ πρότασις αὕτη σχετίζεται 
πρὸς τὴν τῆς 8 1294. 


Θεώρημα 402 
1980δ. Τὸ μεταξὺ δύο ἐφαπτομένων περιφερειῶν τμῆμα μιᾶς ἐξωτε- 


ρικῆς κοινῆς ἐφαπτομένης αὐτῶν εἶναι μέσον ἀνάλογον τῶν διαμέτρων 
τῶν περιφερειῶν. 


"Ἔστωσαν ρ καὶ σ αἱ ἀκτῖνες 
καὶ τ ἡ ἀπόστασις ΑΒ. 
]η ᾿Απόδειξις. "Ἔχομεν : 
ΑΒ --  ΔΓΞ9Ξ-- ΓΕ -Ξ 
ΞΞ (ρ - σ)᾽ -- (ρ-- ο)" Ξε ἀρσ ΞΞ 2ρ.2σ. 
θα ᾿Απόδειξις. Τὰ ὀρθογώνια 


καὶ ὅμοια τρίγωνα ΑΒΝ, ΑΒΜ 
(Σχ. 828), δίδουν 


Σχ. 8729. 


θη ᾿Απόδειξις. Τὰ τετράπλευρα ΑΜΕΓ, ΒΜΕΔ, (Σχ. 829) εἶναι 
ὅμοια καὶ 


ΜΑΞ ΜΒΞΜΕ--.--. 


2 
Ἔκ τοῦ ὀρθογωνίου τριγώνου ΔΜΓ λαμβάνομεν 
τ' : 
-:“- ΔΕ ἜΓ τ-Ξξρσ, 


ἣ ἘΠ ΞΕ 25.,,2ὅ: 
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Θεώρημα 4.028.-- 


1906. Ἢ ἀπόστασις ΖΗ (Σχ. 827), τοῦ σημείου ἐπαφῆς τῶν προη- 
γουμένως ϑεωρηϑεισῶν περιφερειῶν ἀπὸ τῆς χοινῆς ἐξωτεριχῆς ἐφα- 
πτομένης αὐτῶν, εἶναι ἴση πρὸς 


2ρσ 
Ἔχο ΡΠ 
εν: 
δὴν ΖΗ «26 -Ἐσ 
299 ΔΖ ἢ ΖΘ σ δ 5: (ρ -- σ)ὴσ 
ΓΕ ΔΓ ρ-σ ρ-Ἐσ’ ρ- σ᾽ 
ΓἜΑρα: 
2ρσ 
2 πε διε: 95 τε ςεερῦς, 
ἜΒ ρσ 1: ριτσ 


Θεώρημα 402-.1] 


1807. Ἢ ἀπύστασις ΖΟ τοῦ ἐξωτερικοῦ κέντρου ὑμοιότητος (ἀπὸ 
τοῦ σημείου ἐπαφῆς Ζ2 (Σχ. 827), δίδεται ὑπὸ τοῦ τύπου : 


7Ζ86.3:.:ὅ9΄, 
--σ 
Ἔχομεν πάλιν: 
22. ΓΔ ἢ γο.- .20σ ρτ σ 2ρσ 
Ζ2 [ἷΓΕ ρ-σ ρ- σ΄ ρ--σ 


Παρατήρησις. ᾿Επίσης : 


Ξελ ταν τῆς ἐσ ᾽ς οἶς τοις θν σενς 
7) Ζ0. ρσ᾿᾽ ΖΗ Ζ.Ό 4ρϑ5σ" 


Θεώρημα 408 


1808. ᾿Εὰν τρεῖς περιφέρειαι εἶναι ἐγγεγραμμέναι εἰς τὴν αὐτὴν γω- 
νίαν καὶ ἣ μεσαία ἐφάπτεται τῶν δύο ἄλλων, ἣ ἀκτὶς αὐτῆς εἶναι μέση 
ἀνάλογος τῶν ἀ- τίνων τῶν δύο ἄλλων. 


Θὰ πρέπει νὰ δείξωμεν ὅτι: 


ΟΠ ΤΥ τ ΘΚ ΞΕ. 
σ᾿ ρ τσ στρ “ΓΒ ΑΒ 
᾿Αλλ᾽ ἡ τελευταία σχέσις εἶναι ἄμεσος συνέπεια τῆς ὁμοιότη- 
τος τῶν ἰσογωνίων τριγώνων ΑΒΔ καὶ ΓΒΕ. 


Θεώρημα 404 


1809. ᾿Εὰν μία περιφέρεια εἶναι περιγεγραμμένη εἰς ἕν κανονικὸν 
πολύγωνον καὶ ἐγγεγραμμένη εἰς ἕν ἄλλο, 
ὅμοιον πρὸς τὸ πρῶτον, τὸ μῆκος τῆς εἶναι 
μέσον ἀνάλογον τῶν μηκῶν τῆς περιγεγραμ- 
μένης περιφερείας εἰς τὸ ἐξωτερικὸν πολύγω- 
νον καὶ τῆς ἐγγεγραμμένης εἰς τὸ ἐσωτερικόν. 

᾿Επειδὴ αἱ δύο περιφέρειαι εἶναι πρὸς 
ἀλλήλας ὡς αἱ ἀκτῖνες των, ἀρκεῖ νὰ δεί- 
ξωμεν ὅτι 

ΟΑξξ:Ξ ΟΒ. .ΟΓ. 
᾿Αλλ᾽ εἶναι 
ΟΒ .Ξ ΟΑ . ΟΡ ΟΑ 
οὰ ὋΓ Ἴδα ὉΟΓ 


ἄρα: ΟΑΞΞΞ ΟΒ .ΟΓ. 
Θεώρημα 404--] 


1910. Πᾶσα περιφέρεια ἐφαπτομένη δύο ἄλλων ὁμοκέντρων εἶναι 
ἴση πρὸς τ-ὁ ἡμιάϑροισμα ἢ τὴν ἡμιδιαφορὰν 
αὐτῶν. 

"Ἔστωσαν ΟΑ τεα, ΟΒ -Ξβ. 

Ἢ ἀκτὶς τῆς περιφερείας μὲ διάμετρον 


ΑΒ εἶναι᾽ Ξ ἌΡ, ἡ δὲ τῆς μὲ διάμετρον ΒΓ 


ἴση πρὸς “τ ΒΡ . στε... 


Θεώρημα 404--]1] 


1811. Τὸ ἄϑροισμα τῶν περιφερειῶν (ΑΒ) καὶ (ΒΓ), τῆς προηγου- 
μένης ἀσκήσεως, ἰσοῦται πρὸς τὴν μεγαλυτέραν τῶν δύο ὁμοκχέντρων 
περιφερειῶν, ἣ δὲ διαφορὰ αὐτῶν πρὸς τὴν μικροτέραν. 


Θεώρημα 406 


1312. Τὸ ἄϑροισμα τῶν ἀντιστρόφων τῶν ἀποστάσεων ἑνὸς σταϑέ- 
υοῦ σημείου ἀπὸ τῶν ἐφαπτομένων περιφερείας, τῶν ἀγομένων εἰς τὰ 


ἐεωμετοία 40 
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ἄκρα μιᾶς τυχούσης χορδῆς διὰ τοῦ σημείον αὐτοῦ, εἶναι σταϑερὰ 
ποσότης. 


“Ἔστωσαν 


ΑΡ-ξα, ΡΒ-Ξβ, ΟΡ -Ξ-Ξδ, ΟΓ Ξξρ. 


Τὰ ὀρθογώνια τριγονα ΓΑΡ, ΟΕΓ Σ᾿εἶναι 
ὅμοια, ἐπειδὴ γων. ΟΓΕ -Ξ ΑΡΓ’ 


ἄρα: 
ΓΡ »ρ 
ὃ. ΤΕ 
Διαιροῦντες κατὰ μέλη τὴν ἰσότητα ταύ- 
Γ τὴν διὰ ΓΡ, εὑρίσκομεν : 
Ἐ ΘΌΞΗΣ ΥΥ͂ΕΕΕ Ἂν 
α ΓΕ  ΓΡ᾽ 
'Ομοίως, 
Σε. 89 κ᾿ ΕΞ Ὴς ΞΡ, 85 
δ δὰ β΄ ΤΕ ΠΔΡ 
Συνεπῶς, 
κ᾿ ΤΙ ΒΈΒΕΥ 1 1 ) ρ ΔΡ-ΌΓΡ 
α ΒΒ ἐπ (τρ ἜπΡ) ΤῈ τῦ.Δρ᾽ 
᾿Αλλ’ εἶναι: 
ΔΡ-.ΈΡΓΞ ΔΓ :ΖΓΕ καὶ ΡΓ.ΡΔε-ερϑ -- δ'. 
ἼΑρα 
1 1 ρ ΖΓΕ 42ρ 
--Ξ Ἐπ Ξ- ΤΕ Ῥ5Ξ-8: Ξε: Ῥ"--δ: , σταθερὰ ποσότης. 


1912 α. “Δ4λλη ἀπόδειξις. ᾿Εκ τῶν τριῶν ὀρθογωνίων καὶ ὁμοίων 
τριγώνων ΡΑΓ, ΡΒΔ, ΓΔΖ, εὑρίσκομεν 


καὶ ἑπομένως, 
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Θεώρημα 406 


1518, "Ἐὰν δύο ἴσαι περιφέρειαι τέμνωνται ὀρϑογωνίως, τὸ αϑροι- 
σμα τῶν τετραγώνων τῶν χορδῶν, τῶν ὄὀριζο- 
γῶν ἐπὶ τυχούσης τεμνούσης, διερχομένης 
ιὰ τοῦ ἑνὸς τῶν χοινῶν σημείων τῶν περι- 
φερειῶν, εἶναι ποσότης σταϑερά. 


᾿Αρκεῖ νὰ δειχθῇ ὅτι ΑΔ5ῦ -Ὁ ΑΕ εἶναι 
σταθερὰ ποσότης. 

Τὰ ὀρθογώνια τρίγωνα ΑΓΕ καὶ ΑΒΔ 
εἶναι ἴσα, ἀφοῦ ΑΒ ΑΓ καὶ αἱ γωνίαι 
αὐτῶν ΔΑΒ, ΑΓΕ εἶναι ἴσαι, ὡς ἔχουσαι 
τὰς πλευράς των καθέτους. Συνεπῶς, 

ΑΔ'Ῥ- ΑΕ ΞΞΕΓ’- ΔΒ -Ξρ’, 
ἢ ἈΜπἘ3Ἕ-. ΑΝ9 ΞΞ- 4ρ3. 
Θεώρημα 406-- 


1814. Ἑὶἷὶκς περιφέρειαν, φέρομεν διὰ δοϑέντος σημείου Α τυχοῦσαν 
χορδὴν ΒΑΓ. Δείξατε ὅτι τὸ γινόμενον τῶν τμη- 
μάτων τῆς χορδῆς ταύτης, ηὐξημένον κατὰ τὸ 
τετράγωνον τῆς ἀποσιάσεως τοῦ σημείου Α ἀπὸ 
τοῦ κέντρου τῆς περιφερείας, εἶναι ἴσον πρὸς τὸ 
τετράγωνον τῆς ἀκτῖνος. 

Φέρομεν χορδὴν κάθετον ἐπὶ τὴν ΑΟ. Εὑ- 
ρίσκομεν: 


ΑΒ.ΑΓΞΑολ-- ΑΔ᾽-ἘΑΟ: -- ρ5. 


Θεώρημα 406-- 1] 


1916. Ἑὶς τὸ σχῆμα 8806, ὑψοῦμεν τὴν κάϑετον ΡΘ καὶ φέρομεν τὴν 
ῬΗ. Δείξατε ὅτι 


ΡΘ'-ἘΡΗ’-- -:- ΕΖ". 


Πράγματι, ΡΗ3-ΞΞ  ΡΟΞ ἘρρΡ, 
ΡΘΞΞΡΕ. ΡΖ --ρἜ8Ύ -- ΡΟ. 
"Αρα: ΒΕ ΡΘ' τ ρ᾽ ἢ -- ΕΖ". 


Θεώρημα 407 


1816. "Ἐὰν ἢ χορδὴ ΑΒΓ τέμνῃ τὴν διάμετρον 
κατὰ γωνίαν 4δ9, τὸ ἄϑροισμα τῶν τετραγώνων τῶν 
τμημάτων ΑΒ καὶ ΒΓ εἶναι ἴσον πρὸς 3 ο. 


᾿Επειδή, 


ΑΒ᾽-- 28ΒΔ9-- 2ΓΖ'", 
ΒΓΞ-:Ξ 2ΓΕ-: 
καὶ ΑΒ" Ἔ ΒΓ’ -Ξ-2ΓΟ3-- 2ρ5. 
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Θεώρημα 407-- 

1917. ᾿Εὰν δύο περιφέρειαι εἶναι ὁμόχεντροι, τὸ ἄϑροισμα τῶν τε- 
τραγώνων τῶν ἀποστάσεων τυχόντος ση- 
μείου τῆς μιᾶς ἀπὸ τῶν ἄκρων διαμέ- 
τρον τῆς ἄλλης ἰσοῦται πρὸς τὸ ἄϑροι- 
σμα τῶν διπλασίων τετραγώνων τῶν 
ἀκτίνων τῶν δύο περιφερειῶν. 

Ἔκ τοῦ σχήματος ἔχομεν 
α' ἘΠ:-Ξ- 285 -Ἐ 20.439 -- 285 - 2ρ". 

Ὁμοίως, ἐκ τοῦ τριγώνου ΓΝΔ-: 
Σχ. δ)8, γ" -Ὴ δ3 Ξ-Ξ 2ρ5 -ἰἰ 20Γ5 -- 2ρ3 - 215. 


Θεώρημα 407 -- 11 


1818, "Ἐπὶ διαμέτρου περιφερείας λαμβάνομεν δύο σημεῖα Α, Β, 
συμμετρικὰ πρὸς τὸ κέντρον, καὶ φέρομεν διὰ 
τοῦ ἑνὸς ἐξ αὐτῶν, Β, τυχοῦσαν χορδὴν ΓΒΔ. 
Δείξατε ὅτι τὸ ἄϑροισμα τῶν τετραγώνων τῶν 
εὐθειῶν ΑΓ', ΑΔ καὶ ΓΔ εἶναι σταϑερὰ ποσύτης. 


- 
ζ΄ 


Ε ((οπιραξποι, πὸ 209). 
Ἔχομεν: 
Ἢ ΑΔ5"-Ἐ ΒΔ: -Ξ- 2α9 - 2β5, 
Στ. 829 ΑΓ’ - ΒΓΞ -Ξ 2α9 -τ- 2β53, 
καὶ 2ΔΒ . ΒΓ-ΞΕ28ΒΕ. ΒΖ  -Ξ 2 (αϑ -- β9).ὕ 


ἼἌΑρα: 
ΑΔ ΑΓΡΕ (ΒΔ-ΈΒΓ)ΞΕΑ Δ ΑΓ’ ἜΒΓἯ:Ξ- δα" -Ἐ2β᾽--2(3α"-Ἐβ}), 
ποσότης σταθερά. 
Θεώρημα τοῦ ξαιγε 408 


1319. Δίδονται δύο περιφέρειαι τεμνόμεναι ὀρϑογωνίως καὶ ϑεωροῦ- 
μεν τὴν περιφέρειαν, τὴν διερχομένην 
διὰ τῶν κέντρων καὶ τῶν κοινῶν αὖ- 
τῶν σημείων. Δείξατε ὅτι τὸ ἄϑροι- 
σμα τῶν δυνάμεων τυχόντος σημείων 
τῆς περιφερείας ταύτης πρὸς τὰς δύο 
δοϑείσας εἶναι μηδέν. (Η. Ἑδῖτε, 
Ν.Α., 1868, σ. 240, ζήτ. 887). 


Ἢ δύναμις σημείου πρὸς δοθεῖ- 
σαν περιφέρειαν εἶναι ἴση πρὸς 
τὸ τετράγωνον τῆς ἀποστάσεως 
τοῦ σημείου ἀπὸ τοῦ κέντρου 
τῆς περιφερείας, ἡλαττωμένον 
κατὰ τὸ τετράγωνον τῆς ἀκτῖνος 


τῆς περιφερείας. 
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'Επομένως, 
Δ τῇ Ξ- Δύναμις τοῦ Δ πρὸς τὴν περιφέρειαν (Β) ΞΞ ΔΒ -- ΑΒ’, 


Δ πὶ Ξ-- Δύναμις τοῦ Δ πρὸς τὴν περιφέρειαν (Γ) ΞΞ ΔΓ" -- ΑΓ", 


καὶ 
Δι) “ἜδΔῷ Ξ- ΔΒ'-Ἐ ΔΓ’ -- (ΑΒγ-Ὲ ΑΓ") ΞΞ 0, 


ἀφοῦ, 
ΔΒ" Ἐ ΔΓ’ Ξ-- ΒΓ Ξ ΑΒ" -Ἐ ΑΓ", 


ὡς ἐκ τῆς ὀρθογωνιότητος τῶν περιφερειῶν (Β) καὶ (Γ). 


᾿Πβεατηρηξεες, “8 θεώρημα τοῦτο εἶναι εἰδικὴ περίπτωσις τοῦ γε- 
νικοῦ τῆς 51 
Θεώρημα 408-- 


1820. Διὰ πᾶν σημεῖον τῆς περιφερείας μὲ κέντρον τὸ μέσον Ο τῆς 
ΒΓ καὶ ἀκτῖνα τυχοῦσαν (Σχ, 840), τὸ ἄϑροισμα τῶν δυνάμεων αὐτοῦ 
πρὸς τὰς δύο καϑέτως τεμνομένας περιφερείας εἶναι σταϑερὰ ποσότης. 


Τὸ ἄθροισμα τῶν δυνάμεων τοῦ σημείου Ε λ. χ. εἶναι 
5 Ε, 
Δ (Β) ἜΔ  Ξ ΕΒ9 -- ΑΒ -ΚἘΓΞ -- ΑΓ,, 


᾿Αλλ᾽ ἔχομεν: 
ΕΒ᾽ ΕΓ -ΞΖΟΕ" -2ΓΟ5, ΑΓ -ἘΑΒΡ" -ΞΞ- 4ΓΟ". 
"Αρα: Ε 
Ε 
Δ.) ΓΔ Ξ τ ΕΞ" -27Γ0:, 
ποσότης σταθερά. 


1920 α. Σημείωσις. Ἢ ὀνομασία δύναμις σημείου πρὸς μίαν περι- 
φέρειαν ὀφείλεται εἰς τὸν ϑιείπος (ὐομνηαὶ ἀ6 (γοῖίο, τόμ. 1, σ. 164, 


Β4]12 61). 
Θεώρημα 408--11 


1521. πυρο νοις δύο περιφέρειαι "μὲ κέντρα Α καὶ Β, τεμνόμεναι 
κατὰ κοινὴν χορ ἣν ΓΔ. Μὲ κέν.- 
τρον τὸ μέσον Ὁ τοῦ τμήματος ΑΒ 
γράφομεν περιφέρειαν διερχομένην 
διὰ τῶν Γ καὶ Δ. 

Δείξατε ὅτι τὸ ἄϑροισμα τῶν 
δυνάμεων τοῦ τυχόντος σημείου τῆς 
περιφερείας ταύτης πρὸς τὰς δύο 
δοϑείσας περιφερεία, εἶναι μηδέν. 

Ἔστωσαν ΟΑὲΞ:ΞΟΒΞΞμ, ΟΓΞεν 
καὶ α, βὶ αἱ ἀκτῖνες τῶν περιφε- 
ρειῶν (Α) καὶ (Β). Τὸ ἄθροισμα 
τῶν δυνάμεων τοῦ τυχόντος ἯΣ 
μείου Μ τῆς περιφερείας (0) 
πρὸς τὰς περιφερείας νὰν καὶ (Β) εἶναι 


ΔΑ, ἘΔ " -- ΜΑΞ -- α -τ- ΜΒ» -- ἢβ᾿, 
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᾿Αλλ᾽ εἶναι 


ΜΑ3- ΜΒ -- 2ν' -ἰ 2μ᾽ -- ΓΑ" -Ἡ ΓΒ -Ξ αϑ -Ἐ β», 


ἢ 


ΜΑΞ -- αἪἼ -ἰ ΜΒ -- βΞ ΞΞ 0. 


1821 α. Παρατήρησις. 'ΤΊ περιφέρεια (Ο), διὰ τὴν ὁποίαν τὸ 
ἄθροισμα τῶν δυνάμεων παντὸς σημείου αὐτῆς πρὸς τὰς (Α) καὶ 
(Β) εἶναι δοθὲν τετράγωνον κ', ἔχει ἀκτῖνα ΟΛ -Ξ- λ, τὴν ὄὁρι- 


ζομένην ἐκ τῆς σχέσεως 
2μ᾽ ΒΝ 2Ὰλ3 ΞΟΣ α ἜΝ β᾽ ΞΞ κῇ, 


δηλ. τὴν 


-  ΞΈΞΈΡ' 


-- μι 


Θεώρημα 408-- 111 


1922. Δίδονται σημεῖον σταϑερὸν Ρ, περιφέρεια (Β) καὶ ἐφαπτο- 


Σχ. 


ἐπομένως, τοῦ 
τῆς (Β) εἰς Γ. 


μένη ΔΊ αὐτῆς. Διὰ τοῦ σημείου Ρ 
φέρομεν εὐθεῖαν τυχοῦσαν ῬΜ, συ- 
ναντῶσαν τὴν ἐφαπτομένην εἰς Μ, 
καὶ ἐπὶ ταύτης λαμβάνομεν σημεῖον 
Ν τοιοῦτον, ὥστε τὸ γινόμενον 
ῬΜΟΡΝ νὰ εἶναι ἴσον πρὸς τὴν’ 
δύναμιν τοῦ Ῥ πρὸς τὴν περιφέρειαν" 
(Β). Δείξατε ὅτι ὃ τόπος τοῦ ση- 
μείου Ν εἶναι περιφέρεια, διέερχο- 
μένη διὰ τοῦ Ρ καὶ ἐφαπτομένη 
τῆς (Β). 

Ἂς φέρωμεν τὴν ΡῬΔΓ. Θὰ 
ἔχωμεν: 

ΔΆ) ΞΡΔΊΡΓΞΡΜ.ΟΡΝ, 
δηλ, τὸ τετράπλευρον ΔΜΝΓ θὰ 
εἶναι ἐγγράψιμον εἰς περιφέρειαν 

΄ς- ΄χς 


καὶ γων. Ν --:Δ -ι-ιἠὀΓ. Ὁ τόπος, 


σημείου Ν᾽ εἶναι ἡ περιφέρεια ΡΓΝ, ἐφαπτομένη 


Παρατήρησις. Τὸ οτοιχειῶδες τοῦτο θεώ- 
ρῆμα ὀδηγεῖ εἰς μίαν ὡραίαν ἀπόδειξ.» τοῦ 
θεωρήματος τοῦ Εευςτθδ οι (Βλιἕπμ. 8 1341). 


Θεώρημα 408--}}γΚ 


1828. Διὰ τυχόντος σημείου Μ εἷς τὸ ἐσω- 
τερικὸν κύκλου, φέρομεν δύο χορδὰς καϑέτους 
ἐπ᾿ ἀλλήλας. Δείξατε ὅτι τὸ ἄϑροισμα τῶν 
τετραγώνων τῶν τεσσάρων τμημάτων των 
εἶναι ἴσον πρὸς τὸ τετράγωνον τῆς διαμέτρον 
τοῦ κύκλου. 


α Ἔ γξξ ΑΓ", β5 -Ὃ δ3 --  ΒΔ9, 
α - β᾽ - γ᾽ -  δἘ᾽: ΑΓ’ - ΒΔ". 
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Φέρομεν τὴν διάμετρον ΓΟΕ. ᾿Επειδὴ αἱ ὀρθαὶ γωνίαι ΓΑΕ, 
ΒΜΔ ἔχουν ὡς μέτρα 


ἥμισυ περιφερείας ΓᾺ “-" ΆΕ ΓᾺ Ἕ Βὰ 
--- τ’ ῇ ------- ἀντ, -----, 
2 2 2 
ἕπεται ὅτι 
ΔἘ--δὰ καὶ ΑΕ--ΒΔ. 
Συνεπῶς, 


α' -Ἐ β᾽ -Ἐ γ' -Ὁ δ᾽ -- ΑΓ’ -Ὁ ΒΔ -- ΑΓ’ -᾿ ΑἘΞ -- (2ρ)}". 

1924. Παρατήρησις. Τὸ θεώρημα ἀληθεύει δι’ οἱανδήποτε θέσιν 
τοῦ σημείου Μ ἂν τῷ ἐπιπέδῳ τοῦ κύκλου’ ἀλλ’ ἐὰν τὸ σημεῖον 
εὑρίσκεται ἐκτὸς τοῦ κύκλου, θὰ πρέπει νὰ λάβωμεν τὸ ἄθροισμα 
τῶν διαφορῶν τῶν τετραγώνων ὁλοκλήρων τῶν τεμνουσῶν διὰ 
τοῦ Μ ἀπὸ τῶν τετραγώνων τῶν ἐξωτερικῶν τοῦ κύκλου τμημά- 
τῶν αὐτῶν. 


Θεώρημα 400 


1825. "Ἐὰν ἐκ τοῦ δοθέντος ση- 
μείου Ῥ φέρωμεν πρὸς δοθεῖσαν πε- 
οιἰφέρειαν (Ο) δύο τυχούσας τεμνού- 
σας ΑΒ, ΓΔ, καϑέτους ἐπ᾽ ἀλλή- 
λας, τὸ ἄϑροισμα τῶν τετραγώνων 
ΑΒ -ἰ ΓΔ", τῶν ἐσωτεριχῶς τοῦ 
κύχλου μερῶν αὐτῶν, εἶναι σταϑερὰ 
ποσότης. (᾿Αρχιμήδης). 

Θὰ ἀκολουθήσωμεν τὴν πο- 
ρείαν, τὴν ὑποδειχθεῖσαν εἰς τάς, 
Μιεϑόδους, (8 30). 


ἴη Περίπτωσις. Τὸ σημεῖον Ρ Σ,. δΔ4. 
εἶναι ἐσωτερικὸν τοῦ κύκλου (Ο). 

"Ἔστωσαν α καὶ β τὰ ἡμίση τῶν μηκῶν τῶν ὀρθογωνίων χορ- 
δῶν, ρ ἡ ἀκτὶς τοῦ κύκλου καὶ ἠῶ ἄδον Χορ 
α΄, β΄ αἱ ἀποστάσεις τοῦ κέντρου κοκέτσττποςςς 
ἀπὸ τῶν δύο χορδῶν. Πρέπει νὰ "κοΐ 
δειχθῇ ὅτι 

4α᾽ -᾿ 4β5 -- στ. 1 

Ἔχομεν 

αἴ Ξε ρϑ -- α΄", 3: ρ3 -- β΄2 
καὶ α -Ἐ β᾽ Ξ- 2ρ9 -- («5 -Ἐ β΄) 

Ξε 2ρ5 -- ΟΡ)», 


- 
“", 
“-Ὁἤ 


."““ΠπΠ|| τσ στὸς 
πτ σον 


΄ 
.““ 
» 
΄ 
΄ 
« 
-Φκωσ“-...».- 
"ον 


ἀφοῦ 
α΄ -Ἐ β΄: -- ΟΕΞΨ -ἘῈΡν-- ΟΡ", ὉΝ 
ποσότης σταθερᾶ. 


1826. ϑα Περίπτωσις. Τὸ σημεῖον 
Ῥ εὑρίσκεται ἐκτὸς τοῦ κύκλαυ (Σχ. 845). 


-"" 
π᾿ - 
αν .  “ 
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Θὰ εἶναι τότε 


αὐ β᾽ ΞΞ 2ρ' -- (α΄5 -Ἡ β΄2) ΞΞ 2ρ᾽ -- (0Ρ}». 
Παρατήρησις. ΟΡ δύναται νὰ εἶναι ἴσον τὸ πολὺ πρὸς 2ρ" ἢ δ. 
Θὰ πρέπει, ἑπομένως, τὸ σημεῖον Ρ' νὰ ἀπέχῃ τοῦ κέντρου ἀπό- 
στασιν ΟΡ τὸ πολὺ ἴσην πρὸς τὸ ἥμισυ τῆς διαγωνίου ὃ τοῦ πε- 
ριγεγραμμένου τετραγώνου, διὰ νὰ ὑπάρχῃ ἐξ αὐτοῦ ζεῦγος 
τεμνουσῶν τὴν περιφέρειαν καθέτων ἐπ᾽ ἀλλήλας. 


Θεώρημα 409-- 


1927. Διὰ τοῦ κοινοῦ σημείου Α δύο ἐξωτεριχκῶς ἐφαπτομένων πε- 
οἰφερειῶν φέρομεν δύο τυχούσας τε- 
μνούσας αὐτῶν ΓΑΒ, ΕΔΖ καϑέτους 
πρὸς ἀλλήλας. Δείξατε ὅτι τὸ ἄϑροισμα 
τῶν τετραγώνων αὐτῶν εἶναι ἴσον πρὸς 
τὸ τετράγωνον τοῦ ἀϑροίσματος τῶν 
διαμέτρων τῶν περιφερειῶν. 


Φέρομεν τὴν ΝΛ, παράλληλον 
πρὸς τὴν ΘΗ. Θὰ ἔχωμεν 


ΝΛ -- ΕΞ ΓΑΒ, 


1 Ι͂ 
ΜΛ -Ξ- Ξ ΕΖ, ΜΝ -- Ἐν ΡΣ, 


καὶ ΜΝΞ -ὸ ΝᾺ" ἘΠΜΛἍ, 
;Αρα ΡΣ" -- ΒΓ" -ἘἘ 23. 


Θεώρημα 409-- 11 


1828. Ἑὶϊς τὸ ἴδιον σχῆμα (846), τὸ ἄϑροισμα τῶν τετραγώνων τῶν 
ἘΟΘΘΟΟΥ τμημάτων ἐπὶ τῶν δύο ὀρϑογωνίων τεμνουσῶν, εἶναι ποσότης 
σταϑερά. 


Ἐπειδή, 
ΑΗ" -ΕΑΙἰΞΑΜ2, Αἰϑ- ΑΘ2-- ΑνΝ9, 
καὶ ΑΒ -Ἐ ΑΕΞ-- ΔΑΗ: - 4415 -- ΑΡϑ, 
ΑΓΞ -Ἐ ΑΖ5-- ΔΑ - 4. -Ξ- ΑΣ9. 

Ἄρα ΑΒ5 -ἘΑΓ᾿ ΑΕ ΑΖ ΞΑΡΊ-ΕΑΣ,, 
ἢ καὶ (ΑΒ ΑΕ - (ΑΓΞὅἅ Ἐ ΑΖ9):Ξ ΒΕ93 -Ὁ ΓΖ9 -- 4{(ρ9 - - ρ΄). 

ΠΙαρατήρησις. Αἱ σχέσεις αὗται (88 1327, 1328), εἶναι ἀνάλογοι 
πρὸς ἐκείνας τῆς 8 1525. 

Θεώρημα τοῦ ἔεγπιαί 410 


1829. Ἕστω ΑΒΓΔ ὀρθογώνιον διὰ τὸ ὁποῖον ΑΒ -- ΒΙ“[ 3͵,8Ε 
τυχὸν σημεῖον τῆς ἡμιπεριφερείας μὲ διάμετρον ΑΒ, 2 καὶ Θ τὰ σημεῖα 
τομῆς τῶν ΕΔ καὶ ΕΓ' μετὰ τῆς ΑΒ. 

Δείξατε τὴν σχέσιν: 

ΑΘ: Β75:Ξ- ΑΒ". 
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(Πογαιδί. Ζήτημα 957, Ν. Α., 1869, σ. 479 καὶ 1870, σ. 189). 
Ἔστω: ΑΖτξα, 206Θ--|ίβ, ΒΘ-:-γ. 


Θὰ ἐπαληθεύσωμεν τὴν δεικτέαν σχέ- 
σιν, ἀντικαθιστῶντες ἕκαστον μῆκος εἰς 
αὐτὴν διὰ ἴσου του συναρτήσει τῶν 
α, β, γ. ᾿Αναγόμεθα εἰς τὴν 


(α - 8)» -ἘΓῸΡ -Ἐ γ) Ξ- ῥα Ἐ-Έ υ)», (Ὁ) 
ἥτις ἀληθεύει ἐὰν 
β: -- 2αγ. (2) 


Πρὸς ἀπόδενξιν τῆς σχέσεως ταύτης, 
παρατηροῦμεν ὅτι ἐκ τῶν ὁμοίων τριγώ- 
νων τοῦ σχήματος λαμβάνομεν τὴν συνεχῆ Σὰ. Β47. 
ἀναλογίαν 


ΖΜ. ΕΖ- Εεθὐ΄΄ ΘΝ. ΖΘ 
ΑΔ ἘΔ ΕΓ ΒΓ ΔΓ᾽ 
ἐξ ἧς ἕπεται ΖΜ Ξι ΝΘ καὶ ὅτι τὸ τετράπλευρον ΘΖΜΝ εἶναι 
ὀρθογώνιον ὅμοιον πρὸς τὸ ΑΒΓΔ. Εἶναι ἄρα 
ΖΘ -- βΈ -- - 2(ΜΖ)". 
Τὰ ὀρθογώνια τρίγωνα, ἀφ᾽ ἑτέρου, ΑΜΖ καὶ ΝΒΘ εἶναι 
ὅμοια, ὡς ἰσογώνια καὶ θὰ ἔχωμεν 


« ΝΘ. 
ΜΖ γ 
συνεπῶς 
αγ-- ΘΝ. ΜΖ -- ΜΖ".- ἔ-. 


ἢ β᾽ -Ξ 2Ζαγ. 
Εἶναι, ἑπομένως, ἀληθὴς ἡ συνθήκη (2), ἄρα καὶ ἡ συνέπεια 
αὐτῆς (1). 


᾿Αντίστροφα σχήματα 


1880. Ὅρισμός. Δύο σημεῖα Μ, Ν᾿ λέγονται ἀνείστοοφα ἀλλήλων 
πρὸς πόλον ἢ ἀρχὴν Ο καὶ ϑύναμιν ἀντιστροφῆς 3, ἐὰν εὑρίσκωνται 
ἐπὶ τῆς αὐτῆς εὐθείας μετὰ τοῦ Ο καὶ τὸ γινόμενον τῶν τμημά- 
τῶν ΟΜ. ΟΝ εἶναι ἴσον πρὸς [{2 (195), 

Δύο σχήματα λέγονται ἀντίστροφος ἀλλήλων, ἐὰν ἕκαστον αὐὖ- 
τῶν εἶναι ὁ τόπος τῶν ἀντιστρόφων, πρὸς δοθέντα πόλον καὶ δύ- 
ναμιν ἀντιστροφῆς, τῶν σημείων τοῦ ἄλλου. 


Θεώρημα 411 


1880 α. Δύο ζεύγη ἀντιστρόφων σημείων ἀνήχουν εἰς τὴν αὐτὴν 
περιφέρειαν. 
(Μέϑοδοι, 8 218). 


ὃ. Σημ. μβτ. Βλέπε Εἰσαγωγικὸν σημείωμα. 
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Θεώρημα 412 
1831. Αἱ εὐϑεῖαι, αἱ συνδέουσαι δύο σημεῖ-: Μ, Ν καὶ τὰ ἀντίστροφα 
αὐτῶν Μ΄, Ν΄ εἶναι ἀντιπαράλληλοι πρὸς τὰς ἀκτῖνας ΟΜΜ᾿ καὶ ΟΝΝ΄. 
(Μέϑοδοι, 8 218). 
Θεώροημα 419 
1932. Τὸ μῆκος τοῦ εὐθυγράμμονυ τμήμαιος Μ΄Ν' εἶναι ἴσον πρὸς 


τὸ γινόμενον τοῦ μήκους ΜΝ ἐπὶ τὴν δύναμιν ἀντιστροφῆς, διαιρεϑὲν 
διὰ τοῦ γινομένου ΟΜ. ΟΝ, τῶν ἀκτίνων εἷς τὰ ἄκρα τοῦ τμήματος. 


(λΙέϑοδοι, 8 219). 
Θεώρημα 414 
1899. "Ἢ γωνία δύο γραμμῶν δοθέντος σχήματος εἶναι ἴση πρὸς τὴν 
γωνίαν τῶν ἀντιστρόφων των γραμμῶν εἰς τὸ ἀντίστροφον σχῆμα. 
(λ]έϑοδοι, 8 221). 
Θεώρημα 418 


1884. Τὸ ἀντίστροφον περιφερείας, πρὸς πόλον ἐπ᾽ αὐτῆς κείμενον, 
εἶναι εὐθεῖα γραμμή, κάϑετος ἐπὶ τὴν διὰ τοῦ πόλου διάμετρον. 


(Μέϑοδοι, 8 223). 
Θεώρημα 4160 


1385. Τὸ ἀντίστροφον εὐθείας, μὴ διερχομένης διὰ τοῦ πόλου. “εἶναι 
περιφέρεια διερχομένη διὰ τοῦ πόλου. Ἢ διὰ τοῦ σημείου αὐτοῖν διά- 
μετρος αὐτῆς εἶναι κάϑετος ἐπὶ τὴν εὐθεῖαν. 


(Πέϑοδοι, 8 224). 
Θεώρημα 417 


1896. Τὺ. ἀγτίστρο ον περιφερείας, 2 πρὸς πόλον μὴ κείμενον ἐπ᾽ αὖ- 
τῆς, εἶναι περιφέρεια ὁμοιόδετος τῆς δοϑείσης, πρὸς κέντρον ὁμοιο- 
ϑεσίας τὸν πόλον τῆς ἀντιστροφῆς. 


(μέϑοδοι, 8 225). 
Θεώρημα 417--ἰ 


1897, ᾿Αρμονικὸν τετράπλευρον. ᾿ξὰν τὰ γινόμενα τῶν ἀπέναντι 
πλευρῶν ἑνὸς ἐγγραψίμου ᾿τετραπλεύρουν εἶναι ἶσα, πᾶσα εὐθεῖα τέμνει 
τὴν τετράδα εὐθειῶν, τῶν διερχομένων διὰ τυχόντος σημείου τῆς περι- 
γεγραμμένης περιφερείας καὶ τῶν κορυφῶν τοῦ τετραπλεύρου, κατ᾽ ἅρ- 
μονικὴν τετράδα σημείων. 


(Μέϑοδοι, 8 227). 
Θεώρημα 418 
.1888. Δύο περιφέρειαι, μὴ τεμνόμεναι, μετασχηματίζονται. δι’ ἀντι. 


στροφῆς εἰς ὁμοκέντρους περιφερείας, ἐὰν ὧς πόλος ἐκλεγῇ ἕν ἐκ τῶν 
δριακῶν σημείων. 


(ΜΙ) έϑοδοι, 8. 233). 
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Θεώρημα 418--1 


1689. Δύο περιφέρειαι τεμνόμεναι μετασχηματίζονται εἰς ἴσας πε- 
οἰφερείας, ἐὰν ληφθῇ ὡς πόλος ἀντιστροφῆς ἔν τυχὸν σημεῖον τῆς δι- 
χοτομούσης αὐτὰς περιφερείας. 


(Μέϑοδοι, 8 235). 
Θεώρημα 418--]] 


1840. Μεταξὺ δύο περιφερειῶν (Α) καὶ (Β), μὴ ὁμοκέντρων, ἐξ ὧν ἣ 
μία εἶναι ἐσωτερικ τῆς ἄλλης, ἐγγράφομεν περιφέρειαν (1 ἐφαπτο- 
μένην αὐτῶν, ὕστερυν ἄλλην (Δ) ἐφαπτομένην τῶν (ἀ), (Β) καὶ (ΓΤ, ἄλ- 
λὴν (Ε) ἐφαπτομένην τὠν (Α), (Β), (Δ) κ.ο.κ. 

1) Τὰ σημεῖα ἐπαφῆς τῶν περιφερειῶν ([), (Δ), (Ε)... κεῖνται ἐπὶ 
περιφερείας. 

9) ᾽Εὰν ἢ περιφέρεια (Ν) εἶναι ἧ τελευταία τῆς ἀκολουϑία: αὐτῆς 
περιφερειῶν (ΓῚ, (Δ)... κλπ. (θλ. ᾿έϑοδοι, πὸ 237). 


Θεώρημα 418-- 111 


1840 α. Δίδονται γωνία ΧΟΥ͂ καὶ περιφέρεια ἐγγεγραμμένη εἰς αὖ- 
τὴν (ἢ). Μία τυχοῦσα ἐφαπτομένη ΑΒ τῆς περιφερείας ἢ ὁρίζει τρίγω- 
νου ΑΟΒ, τοῦ ὁποίον ἡ περιγεγραμμένη περιφέρεια ἐφάπτεται σταϑε- 
ρᾶς περιφερείας, οἱασδήποτε οὔσης τῆς ἐφαπτομένης ΑΒ (Μίαππμεί πη). 


Ὑπάρχουν δύο τοιαῦται σταθεραὶ περιφέρειαι, ἐγγεγραμμέναι 
ἀμφότεραι εἰς τὴν δοθεῖσαν γωνίαν. Ἢ πρώτη ἀντιστοιχεῖ εἰς τὴν 
περίπτωσιν, καθ᾽ ἣν ἡ περιφέρεια ([) εἶναι ἐγγεγραμμένη εἰς τὸ 
τρίγωνον ΑΟΒ καὶ ἡ δευτέρα. εἰς τὴν περίπτωσιν καθ᾽ ἣν ἡ (|} 
εἶναι παρεγγεγρομμένη εἰς τὸ τρίγωνον. 

Βλέπε : (δίαΐδι, Τλόδογόνισα οἱ {᾿γοδίδηιοα, θη ἔκδ., σ. 162 ἕως 164, 
ΧΟΥΝῚ καὶ ΧΟΝΊ]Ι.--- 6 οῦονοβ, Ομοδίϊοβ εἰ αδομιῤίνρ, 2α ἔκδ,., σ. 
244, πο8 97 καὶ 98 .-- δἰ οιΐη 468 ϑοίσποες Δίαιίμόνπιαϊ φιι68 οἱ Ῥἢυϑὶ- 
Ζιι69 ὀϊδηιοπίαϊγοϑ, ἴθον ἔτος, σ. 89, πο 1505 καὶ 13ον ἔτος, σ. 290 
καὶ 

Θεώοημα τοῦ ἐεμεγδαελ 419 


1941. Εἰς τρίγωνον, ἣ πεσιφέρεια τῶν ἐννέα σημείων ἐφάπτεται τῆς 
ἐγγεγραμμένης καὶ τῶν παρεγγεγραμμένων περιφερειῶν. 


]η ᾿Απόδειξις. Διὰ τῆς ἀντιστροφῆς (ΜΈέϑοδοι, 8 238). 
39ᾳ ᾿Απόδειξις. (Δ1116]. 


Ἔστωσαν [, 1 τὰ κέντρα τῆς ἐγγεγραμμένης περιφερείας καὶ 
μιᾶς τῶν παρεγγεγραμμένων, Ρ', Σ τὰ σημεῖα ἐπαφῆς μετὰ τῆς 
πλευρᾶς ΒΓ, ΖΔΕ τὸ τρίγωνον τῶν μέσων τῶν πλευρῶν καὶ ΘΗ 
ἡ συμμετρικὴ τῆς ΒΓ ἐφαπτομένη τῶν περιφερειῶν () καὶ (1). 

Εἶναι φανερὸν ὅτι ἡ εὐθεῖα ΓΘ, ἡ διχοτόμος ΑΙ καὶ ἡ εὐθεῖα 
ΔΕ, τῶν μέσων τῶν ΓΑ, ΓΒ, τέμνονται εἰς τὸ αὐτὸ σημεῖον ΚΙ. 
Γνωρίζομεν δὲ ὅτι: 


ΒΡ'΄Ξ-ι ΓΣ, Ρ΄ΣΞΕΑΒ --- ΑΓ 
καὶ ᾿ 
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᾿Επειδὴ ἡ εὐθεῖα ΔΙΚΕ εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν ΑΒ, θὰ 
ἔχωμεν τὰς σχέσεις: 


ἐξ ὧν ἕπονται αἱ ἰσότητες 
ΔΛ.ΔΕ -- ΔΚ: --  ΔΡ᾽: -Ξ-ξξ ΔΣϑ. 
Ὁμοίως, εὑρίσκομεν 
ΔΜ.ΔΖ - Δι{ --ΔΡ'»--. ΔΣ". 


᾿Επειδὴ τὰ γινόμενα ΔΛ.ΔΕ, ΔΜ.ΔΖ εἶναι ἴσα πρὸς τὰς 

δυνάμεις τοῦ σημείου Δ πρὸς τὰς περιφερείας ([) καὶ (1), τὰ 

σημεῖα. Ε καὶ Ζ ϑύνανται νὰ θεωρηθοῦν ὡς ἀντίστροφα τῶν Λ 
. 


Σ.. 818. 


καὶ Μ ἐν τῇ ἀντιστροφῇ μὲ πόλον Δ καὶ δύναμιν ΔΣ3-- ΔΡ’". 
Κεῖνται κατὰ συνέπειαν τὰ σημεῖα ταῦτα ἐπὶ τῆς, ἀντιστρόφου 
τῆς εὐθείας ΘΜΛΗ, περιφερείας ΔΕΖ, δηλ. τῆς περιφερείας τῶν. 
ἐννέα σημείων τοῦ τριγώνου ΑΒΓ, 

᾿Επειδὴ ἡ εὐθεῖα ΘΜΛΗ εἶναι ἐφαπτομένη τῶν περιφερειῶν 
(1) καὶ (1), τὸ ἀντίστροφον αὐτῆς, δηλ. ἡ περιφέρεια ΔΕῦ, θὰ 
ἐφάπτεται τῶν ἀντιστρόφων σχημάτων τῶν περιφερειῶν τούτων. 
Εἶναι δὲ τὰ ἀντίστροφα ταῦτα σχήματα αἱ ἴδιαι περιφέρειαι (1) 
καὶ (1), ἐφ᾽ ὅσον ὡς δύναμις ἀντιστροφῆς ἐλήφθη ἡ δύναμις τοῦ 
πόλου ἃ πρὸς τὰς δύο περιφερείας. 

᾿Εφάπτεται, ἐπομένως, ἡ περιφέρεια ΔΕΖ τῶν περιφερειῶν ()} 
καὶ (1), ὡς καὶ τῶν δύο ἄλλων παρεγγεγραμμένων περιφερειῶν. 

Τὰ σημεῖα ἐπαφῆς ὦ καὶ Χ' εἶναι αἱ τομαὶ τῶν (1) καὶ (1) πε- 
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ριφερειῶν μετὰ τῶν εὐθειῶν τῶν ἑνουοῶν τὸ σημεῖον Δ μετὰ τῶν 
σημείων ἐπαφῆς Σ’, Ρ τῆς εὐθείας ΘΗ. 

Τὰ σημεῖα ἐπαφῆς Ω, ν, τ΄, ν'", τῆς περιφερείας ΔΕΖ μετὰ 
τῆς ἐγγεγραμμένης καὶ τῶν παρεγγεγραμμένων περιφερειῶν εἰς 
τὸ τρίγωνον, ὠνομάσθησπ.ν σημεῖα τοῦ Γδιορϑαοὶι. 


1941 α. Σημείωσις. Τὸ ϑεώρημα τοῦ ειονϑαοεμβ ἐγνώσθη τὸ 1822. 
(Ι. ἀ. Μ., 1902, σ. 20, π 2145. Σημείωσις τοῦ Βτοσετά). : 

Ἢ πρότασις αὕτη, ἀποδειχθεῖσα κατὰ πρῶτον ὑπὸ τοῦ Ηαπη!]]- 
ἴοπ καὶ ὕστερον (1865) ὑπὸ τοῦ θετοπο (Ν. Α., 1903, σ. 13), δύνα- 
ται νὰ ἀποδειχθῇ καὶ κατὰ πολ᾽ οὺς ἄλλους τρόπους" ἡ κομ- 
ψοτέρα πάντως εἶναι ἡ διὰ τῆς χρήσεως τῆς ἀντιστροφῆς 
καὶ ὀφείλεται εἰς τὸν 1. Ρ. Τατίοτ (1. ἃ. Ἅ1,, 1900, σ. 314, η5 1544), 
μολονότι ἀποδίδεται πολλάκις καὶ εἰς τὸν ΜίΙϊπε (1. Μ. Ε.. 1890, 
σ. 3). Ἧ ἀπόδειξις αὕτη εὑρίσκεται καὶ εἰς τὸ Τγραὶό αἀοὦ Οσέοινιόί "δ 
ὀϊένιοπίαϊνα τῶν Ἐουςδέ καὶ (οπηθστγουβδβε. 

Ἢ ἀπόδειξις τοῦ Βαϊίζογ (ΕἰἸεηιθηίε ἀν Μαϊμοηναί, ᾿Ἐπιπεδομε- 
τρία, ἃ 12, πὸ 8), ἂν καὶ ἁπλῆ, εἶναι ἀρκετὰ μακρά. 

Εἰς διάφορα ἄρθρα τῶν Ν. Απηπαίεν νιαϊμόγια 468 ἐξετάζεται 
τὸ ϑεώρημα τοῦ εμορθαοΐκ' ὁ 1. Μεπιίίοπ ἐκθέτει εἰς τοὺς τόμους 
τοῦ 1846, σ. 403 καὶ 1850, σ. 101] δύο ἀποδείξεις. ᾽Ο σοφὸς συντά- 
κτης, κατὰ τὴν ἐποχὴν αὐτήν, τῶν Απηπαΐοδ, Οετοπο, ἐξέθεσεν τὸν 
τρόπον τῆς κατασκευῆς τῶν σημείων ἐπαφῆς τῆς περιφερείας τῶν 
ἐννέα σημείων μετὰ τῆς ἐγγεγραμμένης καὶ τῶν παρεγγεγραμμέ- 
γῶν περιφερειῶν, διὰ τῆς χρήσεως μόνον τοῦ κανόνος καὶ χωρὶς 
τὴν χρησιμοποίησιν οὐδεμιᾶς περιφερείας (1865, σ. 220). Ὁ 1με- 
᾿τοΐπε ἐξέθεσε ἐπίσης μίαν πολὺ ἁπλῆν κατασκευὴν τῶν σημείων 
τοῦ Ἐρμογυαοι (ΑΔ. Ἐ,, 1891, Μάατγϑϑῖς, σ. 136), ὁ δὲ (απποὸπ (Μαππῖνεῖ1}) 
δίδει μίαν πολὺ σύντομον καὶ κομψὴν ἀπόδειξιν εἰς Νομνοὶο8 π- 
παὶο5 (1902, ο. 500 καὶ 1905, σ. 257). 

᾿Αναφέρομεν ἐπίσης τὴν εἰς τὸ ἴδιον περιοδικὸν παρατήρησιν 
(1903, σ. 183, καὶ 1905, σ. 260) τοῦ Βομῃΐεπέ, καθὼς καὶ ἕν ὡραῖον 
ἄρθρον τοῦ ἰδίου εἰς τὸ βμίοΐη τῶν Οετατγτὰ καὶ Μίς]61 (1906, 
σ. 113). Ὃ Γοπίεπέ ἐγενίκευσε ἐπίσης τὸ Θεώρημα τοῦ Εδμονναεὶι 
(Ν. Α.., 1905, σ. 52 καὶ 1906, σ. 55 ἕως 63), ὡς καὶ τὸ θεώρημα 
ἐπὶ τῆς εὐθείας τοῦ δίγιϑοη (Ν. Α., 1906, ο. 145). 

Καὶ ὁ Ε. νεῦετ ἐγενίκευσε καὶ αὐτὸς τὸ ϑεώρημα τοῦ Βαοιιογϑαοὶι 
εἰς τὸ ἐρῆρον του: ιν φιρίσιιοβ οοροὶοβϑ ἀὶ ρίαπ ἀπ ἰνιαπσὶο 
(Ν. Α., 1906, σ. 343). Βλ. ἐπίσης διάφορα ἄρθρα τῶν Χ'δοφιαπῖ, 
Ποπίοπό, Βουναὶϊοί εἰς Ν. Α., 1906, σ. 392, 508, 510 καὶ 1907, ο. 158. 

Εἰς τὸ 1. ἀ. Μ. 1". οἱ ὅν. (1879, οσ. 359), ὑπάρχει ἡ ἀπόδειξις 
τοῦ Ταπιεβ Βοοί, ἀνάλογος τῆς τοῦ Μεπίίοη καὶ βασιζομένη ἐπὶ 
τοῦ ὑπολογισμοῦ τῆς ἀποστάσεως τοῦ κέντρου τῆς ἐγγεγραμμένης 
περιφερείας ἀπὸ τοῦ κέντρου τῆς τῶν ἐννέα σημείων. 

Σχετικὰ πρὸς τὸ ϑεώρημα τοῦ Εδιονναεῖ, εὑρίσκονται ἀκόμη καὶ 
εἰς : 1. Μ΄. Ἐ, εἵ ΡΞ 1886, σ. 3, 1890, σ. 193, 1895, σ. 83,---Ι1. ἃ, Μ., 
1902, σ. 30, πο 2145 (διὰ τὸ ἱστορικὸν τοῦ θεωρήματος, τοῦ Βτο- 
ςατά).-- Μαιμεβὶδ, 1908, σ. 33.-- - Ελιιςραιίοηαὶ Τὶγιο5, ᾿Ιούλιος 1908 
καὶ Μαί)ι6518, 1908, σ. 201, ἐπὶ τῆς περιφερείας τῶν ἐννέα σημείων .--- 
Ν. Α.., 1909, σ. ἴ καὶ 33, Βεπι., 111, ὅπου ὁ Ο. Βοπίεπέ θεωρεῖ τὴν 
περιφέρειαν τῶν ἐννέα. σημείων ὡς μίαν τῶν κωνικῶν τομῶν, τῶν 
ἀναφερομένων εἰς ἕν τρίγωνον. 

Καλεῖται σημδῖον τοῦ Βομοεγϑαοίι, τὸ σημεῖον ἐπαφῆς τῆς περιφε- 
ρείας τῶν ἐννέα σημείων καὶ τῆς ἐγγεγραμμένης περιφερείας-- 


638 


καὶ τὸ αὐτὸ ὄνομα θὰ ἠδυνάμεθα νὰ προσδώσωμεν καὶ εἰς τὰ ση- 
υεῖα ἐπαφῆς τῆς πρώτης περιφερείας καὶ ἑκάστης τῶν παρεγγε- 
γραμμένων περιφερειῶν εἰς τὸ τρίγωνον. 
Τῆς ὑπεοβολῆς τοῦ Γεμονυαοῖι (8 1242, ξ) κέντρον εἶναι τὸ σημεῖον 
τοῦ ομονδαοῇ. 
Θεώρημα 419--] 


1341 β. Ἢ περιφέρεια τῶν ἐννέα σημείων ἑνὸς τριγώνου εἶναι ἧ πε- 
οιβάλλουσα τῶν ἐγγεγραμμένων καὶ παρεγγεγραμμένων περιφερειῶν εἰς 
πάντα τὰ τρίγωνα, τὰ ἔχοντα τὸ αὐτὸ ὀρϑόκεντρον καὶ τὴν αὐτὴν περι- 
γεγραμμένην περιφέρειαν μετὰ τοῦ δοϑέντος τριγώνου. 


Ἢ πρότασις αὕτη εἶναι ἁπλῆ συνέπεια ἐκείνης τῆς 8. 130, 2). 
Ἕνεκα τοῦ ἐνδιαφέροντος τὸ 
ὁποῖον παρουσιάζει θὰ δώσω- 
μεν μερικὰς ἀναπτύξεις: 

Τὸ κέντρον Ν τῆς περιφε- 
ρείας τῶν ἐννέα σημείων εὑ- 
ρίσκεται εἰς τὸ μέσον τῆς εὐὖ- 
θείας ΟΗ, ἡ δὲ ἀκτὶς αὐτῆς 
ΝΙ εἶναι τὸ ἥμισυ τῆς ἀκτῖνος 
ΟΑ. Τὸ Η, ουνεπῶς, εἶναι τὸ 
κέντρον ὁμοιότητος τῶν δύο 
περιφερειῶν (Ν) καὶ (0) 
(85 1261) καὶ πᾶσα εὐθεῖα, ὡς 
ἡ ΗΒ ἢ ΗΒ’, διαιρεῖται εἰς 
δύο μέρη ἴσα, εἰς τὰ Π, Π’', 
ὑπὸ τῆς περιφερείας τῶν ἐν- 
νέα σημείων. 

Σχ. 88 α ᾿Επειδὴ δὲ τὰ σημεῖα [, 

: Π, Καὶ εἶναι τὰ σημεῖα τοῦ μεν 
ἐπὶ τῶν ὑψῶν τοῦ τριγώνου ΑΒΓ, ἕπεται ὅτι καὶ τὰ σημεῖα Π’ 
κλπ. θὰ εἶναι τὰ ὅμοια σημεῖα ἑνὸς ἄλλου τριγώνου Α΄Βῦ Γ΄, 
ἔχοντος ὀρθύκεντρον τὸ αὐτὸ Η μετὰ τοῦ ΑΒΓ καὶ ἐγγεγραμμέ- 
νον εἰς τὴν περιφέρειαν Ο. Τὸ νέον, ἄρα, τρίγωνον τοῦτο Α'ΒΓ’ 
ἔχει τὸν αὐτὸν κύκλον τῶν ἐννέα σημείων μετὰ τοῦ ἀρχικοῦ ΑΒΓ. 
ξ.. Ἢ περιφέρεια (Ν) περιέχει. πάντας τοὺς ἐγγεγραμμένους κύ- 
κλοὺυς καὶ ἐφάπτεται αὐτῶν, ὡς καὶ τῶν παρεγγεγραμμένων πε- 
ριφερειῶν. 

Παρατήρησις. Τὸ ϑεώρημα τοῦ Παρνιϊ ον (8. 1341 δ), ὁδηγεῖ εἰς μίαν 
δευτέραν γενίκευσιν, ἀφοῦ τὰ τέσσαρα τρίγωνα ΑΗΓ, ΒΗΑ, ΓΗΒ 
καὶ ΑΒΓ ἔχουν τὴν αὐτὴν περιφέρειαν τῶν ἐννέα σημείων καὶ 
ἕκαστον αὐτῶν ἔχει ἐγγεγραμμένην καὶ παρεγγεγραμμένας περι- 
Φερείας διακεκριμένας ἀπ᾽ ἀλλήλων, 

1841γ. 1) Τὸ ἀνωτέρω ζήτημα ἐτέθη εἰς τὸ [πί|. ἀ. Μ. (1909, 
σ. 163 καὶ 178, πο 3504). Σχετικῶς ἀπήντησεν ὁ Ν. Ρίασονο καὶ 
ὑποδεικνύει, χρησιμοποιῶν τὸ σχῆμα 433 τῆς 8 733, ὅτι ὁ κύκλος 
τῶν ἐννέα σημείων ἐφάπτεται 48 ἄλλων κύκλων. 

2) Ἢ ἀκτὶ ρ΄ τῆς περιφερείας, ἥτις ἐφάπτεται ἐσωτερικῶς τῶν 
ἜΝ παρεγγεγραμμένων περιφερειῶν εἰς τρίγωνον, δίδεται ὑπὸ 
τοῦ τύπου 


ἐς ΞΕ τ᾿ 
ρτ τ ρ “ 


(4. ἃ. Μ., 1901, σ. 119, πο 1930. 510ο1}). 
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Θεώρημα τοῦ αιπίίοι 419--1 


1841 δι Ἔστω Η τὸ ὀρϑόχεντρον τριγώνου ΑΒΓ. Τὰ τρίγωνα μὲ 
χορυφὰς τὰ σημεῖα Α, Β,Γ, Η, ἀνὰ τρία λαμβανόμενα, ἔχουν τὴν 
αὐτὴν περιφέρειαν τῶν ἐννέα σημείων. . 

Ἢ περιφέρεια αὕτη ἐφάπτεται τῶν δέκα ἕξ ἐγγ:γραμμένων ἣ πα- 
ρεγγεγραμμένων περιφερειῶν εἰς τὰ τρίγωνα ταῦτα. 


(Μέϑοδοι, 8 292 λ). 
Θεώρημα 419--]1} α 


1842. Αἱ ἀποστάσεις τοῦ σημείου τοῦ Ἰτευοτ!ν 4], τριγώνον ΑΒΓ: 

1) ἀπὸ τῶν ποδῶν τῶν ὑψῶν εἶναι ἴσαι, ἀντιστοίχως, πρὸς τὰς ἀπο- 
στάσεις τῶν κορυφῶν ἀπὸ τῆς εὐϑείας ΟἹ. 

9) ἀπὸ τῶν κορυφῶν τοῦ τριγώνου εἶναι ἴσαι, ἀντιστοίχως, πρὸς τὰς 
ἀποστάσεις τῶν ποδῶν τῶν ὑψῶν ἀπὸ τὰς προβολὰς τῶν κορυφῶν ἐπὶ 
τὴν εὐθεῖαν ΟἹ. 


(Τιιόννα!ε, Ν. Α., 1910, σ. 275). 


Σημείωσιες. 1) Εἰς μίαν ὡραίαν σπουδήν: διι)»" φιροίψ μος ἐδιόο- 
»ὄγηθὶ ἀδο Οὐονγιόίγ"δ ἐϊότιοηπίαϊνγο, ὁ Τέυδυε δίδει μέγαν ἀριθμὸν 
προτάσεων ἀναφερομένων εἰς τὸ σημεῖσν τοῦ ἐοιεγϑαοῖν καὶ τὰς 
ὁποίας πορίζεται ἐκ γενικωτέρων ἄλλων θεωρημάτων, ἅτινα 
καὶ ἀποδεικνύει. 

2) Τοῦ ϑεωρήματος τοῦ Ἐρμορθασμ, ὁ ΝΥ. ϑανιάνδηια (Τόκιο) ἔδωσε 
εἰς Ν. Α. 1911, σ. 31 ἕως 49, ἐννέα ἀποδείξεις. Ὃ ἵἴδιος εἰς τὴν 
Μαιμεϑὶθ (1906, σ. 259) ἐκθέτει καὶ μίαν ἁπλουστάτην καὶ κομψο- 
τάτην ἀπόδειξιν ταῦ ᾿Ιαπωνικοῦ ϑεωρήματος (8 750 α). 


Συμμετρικὴ ἄντιστροφὴ 


Θεώρημα 419-- 11] 


1343 α. Διὰ τῆς κορὑφῆς Α τριγώνον ΑΒΓ φέρομεν εὐδϑεῖαν τυχοῦ- 
σαν ΑΔ περατουμένην εἰς τὴν βάσιν 
ΒΓ, ἐπὶ δὲ τῆς συμμετρικῆς αὐτῆς 
πρὸς τὴν διχοτόμον τῆς γωνίας Α λαμ- 
βάνομεν τμῆμα ΑΘ τοιοῦτον, ὥστε τὸ 
γινόμενον ΑΔ. ΑΘ νὰ εἶναι ἴσον πρὸς 
τὸ ΑΓ. ΑΒ -Ξ  βγ. Δείξατε ὅτι ὁ τόπος 
τοῦ σημείον Θ εἶναι ἣ περιγεγραμμένη 
περιφέρεια εἰς τὸ τρίγωνον ΑΒΓ. 

Τὰ τρίγωνα ΑΓΘ καὶ ΑΔΒ εἶναι 
ὅμοια, ὡς ἔχοντα μίαν γωνίαν ἴσην, 
περιεχομένην μεταξὺ ἀναλόγων 
πλευρῶν" ἐπειδὴ γων. ΓΑΘ- ΔΑΒ 
καὶ "- πὲς 325. , ἀφοῦ β.γ--ΑΔ.ΑΘ. 
Εἶναι, ἑπομένως, καὶ αἱ γωνίαι 
ΓΘΑ, ΓΒΑ ἴσαι καὶ τὸ τετράπλευ- Σ:. 819. 
ρον ΑΓΘΒ ἐγγράψιμον. 


Τὸ σημεῖον, ἄρα, Θ εὑρίσκεται ἐπὶ τῆς περιγεγραμμένης εἰς τὸ 
τρίγωνον ΑΒΓ περιφερείας. ἧς περιγεγραμμένης εἰς τ 
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1342 β. Παρατήρησις. ᾿Αντιστρόφως, ἐὰν τὸ σημεῖον Θ εἶναι με- 
ταβλητὸν ἐπὶ τῆς περιφερείας ΑΒΓ, τὸ σημεῖον Δ γράφει τὴν 
εὐθεῖαν ΒΓ. 

Ὃ ποὺς τοῦ ἐκ τοῦ α ὕψους καὶ τὸ ἄλλο ἄκρον τῆς ἐκ τοῦ αὶ 
διαμέτρου εἶναι σημεῖα ἀντίστοιχα (ὡς ἀνωτέρω). 

1942 γ. Συμμετρικὴ ἀντιστροφή. Τὸ προηγούμενον θεώρημα χρη- 
σιμεύει ὡς βάσις διὰ τὴν μέθοδον μετασχηματισμοῦ, τὴν γνωστὴν 
ὑπὸ τὸ ὄνομα συμμετρικὴ ἀντιστρυοφήη. ἱΚατὰ ταύτην, εἰς τὸ τυχὸν 
σημεῖον Μ τοῦ ἐπιπέδου τῆς γωνίας Α, ἀντιστοιχίζεται σημεῖον 
Ν, κείμενον ἐπὶ τῆς συμμετρικῆς τῆς ΑΜ πρὸς τὴν διχοτόμον τῆς 
γωνίας Α (καλουμένης ἄξονος τῆς συμμετρικῆς ἀντιστροφῆς) εὐ- 
θείας καὶ τοιοῦτον, ὥστε ΑΜ.ΟΑΝ - βγ--κ’". 

1) Τὸ συμμετρικῶς ἀντίστροφον σχῆμα εὐθείας διερχομένης 
διὰ τοῦ πόλον Α τῆς συμμετρικῆς ἀντιστροφῆς, εἶναι εὐθεῖα, διερ- 
χομένη ἐπίσης διὰ τοῦ πόλου Α. 

2) Τὸ συιμετρικῶς ἀντίστροφον εὐθείας ΧΎ, μὴ διερχομένης 
διὰ τοῦ πόλου, εἶναι περιφέρεια διερχομένη διὰ τοῦ πόλου. 

3) Τὸ συμμετρικῶς ἀντίστροφον περιφερείας, διερχομένης διὰ 
τοῦ πόλου, εἶναι εὐθεῖα (ὡς ἡ ΧΥ). 

4) Τὸ συμμετρικῶς ἀντίστροφον περιφερείας μὴ διερχομένης 
διὰ τοῦ πόλου εἶναι περιφέρεια μὴ διερχομένη ἐπίσης διὰ τοῦ 
πόλου. (Βλέπε ἐπμ. 8 1342 ζ). Ἣ πρότασις αὕτη εἶναι γνωστὴ διὰ 
τὴν περίπτωσιν καθ᾽ ἣν τὰ σημεῖα Μ, Ν κεῖνται ἐπὶ τῆς αὐτῆς 
εὐθείας ΑΜΝ (19). Ἧ συμμετρικὴ τῆς λαμβανομένης περιφερείας 
πρὸς τὴν ϑιχοτόμον τῆς γωνίας Α εἶναι ὁ τόπος τῶν συμμετρικῶς 
ἀντιστρόφων τῶν σημείων Μ. 


πρόβλημα 419--}Κ 
1942 ε. Δίδεται ὦ πόλος Α, ὁ ἄξων ΑΖ καὶ ἡ δύναμις κ'". Νὰ εὑρεϑῇ 


τὸ συμμετρικῶς ἀντίστροφον σχῆμα 1) μιᾶς περιφερείας διερχομένης 
διὰ τοῦ πόλου Λ. 3) μιᾶς εὐθείας ΧΥ͂. 

19, ΣΉμ. μετ. Ἐπειδὴ τότε τὰ σημεῖα Ν' κεῖντα: ἐπὶ τῆς ἀντιστρό- 
φου (8 1830 κλπ.) περιφερείας τῆς δοθείσης πρὸς πόλον Α. 
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1) Τὸ συμμετρικῶς ἀντίστροφον σχῆμα τῆς περιφερείας εἶναι 
εὐθεῖα καὶ τὸ γινόμενον τῆς διαμέτρου ἐπὶ τὴν ἀπόστασιν ἡ τοῦ 
πόλου ἀπὸ τῆς εὐθείας ἴσον 
πρὸς κἢ (5 1342 α). Διὰ τὴν 
κατασκευήν τῆς, λας ΛΜ ΣΒᾺ 
τμῆμα ΑΛ ἐπὶ τῆς ΔΑ (Σχ 
2 


850) ἴσον πρὸς στ' μεταφέ- 


ρομεν τοῦτο εἰς τὴν θέσιν 
ΑΗ, ἐπὶ τῆς συμμετρικῆς τῆς 
διαμέτρου πρὸς τὸν ἄξονα ΑΖ 
εὐθείας, καὶ ΤΟ ΒΕΥ τήν, κά- 
θετον εἰς τὸ ἐπὶ τὴν ΑΗ, 
εὐθεῖαν ΧΗΥ. 

2) ᾽Ορίζοιεν τὸ τμῆμα ΑΛ 
ἐπὶ τῆς ἐκ τοῦ Α καθέτου ἐπὶ 
τὴν ΧΥ (Σχ. 851) εἰς τρόπον, 
ὥστε 


2 

ΑΛ ΞΟ τ 

καὶ μεταφέρομεν αὐτὸ εἰς τὴν θέσιν ΑΔ, ἐπὶ τῆς συμμετρικῆς τῆς 

ΑΛ πρὸς τὸν ἄξονα ΑΖ εὐθείας. Ἡ περιφέρεια μὲ διάμετρον ΑΔ 

εἶναι τὸ συμμετρικῶς ἀντίστροφον σχῆμα τῆς ΧΎ. ᾿Επειδὴ ἐκ τοῦ 
ὀρθογωνίου τριγώνου ΑΚΛ θὰ ἔχωμεν 


ΑἸ Ξε κί ξξ ΑῊ .αλβξξη.2Ὲ Ξξεβγ. 
Πρόβλημα 419--ν 


1842 ζ. Δίδονται ὁ πόλος Α, ὁ ἄξων ΑΖ καὶ ἡ δύναμις κ'. Νὰ εὗ- 
ρεϑῇ τὸ συμμετρικῶς ἀντίστροφον σχῆμα περιφερείας (Γ), μὴ διερχομέ- 
γῆς διὰ τοῦ πόλου. 


- 


) 


-.-.-." Ε 
; 


! 


Σχ. 855, 


1 Σωμετρία 4] 
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Ὃ ταχύτερος τρόπος εἶναι νὰ ὀρισθῇ ἡ περιφέρεια (Ο"), ἡ 
τοιαύτη, ὥστε ΑΒ. ΑΔ' Ξε κἢ (Σχ. 852), καὶ νὰ ληφθῇ ἡ συμμε- 
τρικὴ αὐτῆς (Ο) πρὸς τὸν ἄξονα ΑΖ. 


1842 η. Παρατήρησις. Τὰ σημεῖα Μ, Ν, ὡς καὶ τὰ Ε, Ζ, εἶναι 
συμμετρικῶς. ἀντίστροφα. ᾿Επειδὴ ὅμως τὰ σημεῖα Γ καὶ Ο’ δὲν 
εἶναι ἀντίστροφα ἀλλήλων ἐν τῇ ἀντιστροφῇ Α (Α, κ᾽), καὶ τὰ 
Γ καὶ Ο δὲν θὰ εἶναι συμμετρικῶς ἀντίστροφα σημεῖα. 


Προόβλημα 419-- Μ] 


1842 ὃ. Νὰ δρισθῇ τὸ συμμετρικῶς ἀντίστροφον σημείου ΝΜ πρὸς 
πόλον τὴν κορυφὴν Α τριγώνου ΑΒΓ΄᾽, ἄξονα τὴν διχοτόμον τῆς γωνίας 
Α καὶ δύναμιν κ᾿ ἴσην πρὸς τὸ γινόμενον βγ, τῶν πλευρῶν ΑΓ' καὶ ΑΒ 
τοῦ τριγώνον. 


ΠΠΕΡΠΕῚ τὴν εὐθεῖαν ΑΜΘ καὶ τήν, παράλληλον πρὸς τὴν βά- 


σιν ΒΓ, χορδὴν ΘΛ τῆς περιφερείας ΑΒΓ. Ἡ ΑΛ εἶναι συμμε- 
τρικὴ τῆς ΑΘ πρὸς τὴν διχοτόμον τῆς γωνίας Α. 


Σ.χ. 853. 


Ἢ ἐκ τοῦ Θ παρτλληλος ΘΝ πρὸς τὴν εὐθεῖαν ΜΕ ὁρίζει τὸ 
ζητούμενον σημεῖον Ν.᾿ Επειδή: 


ἈΠ: 8 ἤΑΜΟ.ΑΝΞΞΑΕ. ΑΘ Ξε βγ -κῦ. 


1942 ι. Παρατήρησις. Τὸ συμμετρικῶς ἀντίστροφον Ρ' τοῦ κέν- 
τρου τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας εἶναι τὸ συμμετρικὸν τῆς 
κορυφῆς Α σημεῖον πρὸς τὴν βάσιν ΒΓ. ᾿Επειδὴ (Σχ. 854): 


2ΑΟ ΑΞ βγ ἢ ΑΟὉ.2ΑΗῆΗ-ΞξΞ ΑΟ ..ΑΡ Ξβγ. 


Καὶ ἡ προηγουμένη, ἄλλωστε, κατασκευὴ ἐπαληθεύει τὸν ἰσχυ- 
ρισμὸν αὐτόν. 
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Θεώρημα 419-- Μὴ 


1342 κ- ΕἘὶς τὴν προηγουμένως ὁρισθεῖσαν συμμετριχὴν ἀντιστροφήγν, 
τὸ συμμετρικῶς ἀντίστροφον Ν δοθέντος σημείου Μ καὶ τὸ ἰσογώνιον 
Μ΄ τοῦ σημείου Μ, εὑρίσκονται ἐπὶ τῶν τομῶν εὐϑείας. ΑΜ'Ν, διερχο- 
μένης διὰ τοῦ πόλον, καὶ περιφερείας διερχομένης διὰ τῶν σημείων 

καὶ 

Δύο σήμεῖα Μ καὶ Μ’ λέγονται ἰσογώνία ἀλλήλων ἐὰν λαμβά- 
νωνται διὰ τῶν τομῶν δύο ζευγῶν ἰσογωνίων εὐθειῶν ΑΘ, ΑΛ 
καὶ ΒΘ΄, ΒΛ΄. (Βλ. 858 753, 1118 α, 1344 «τ καὶ 2307). 


- 
΄ 
. ΄ 
“--...- 


Διὰ νὰ κατασκευάσωμεν τὸ ἰσογώνιον Μ' τοῦ Μ, δυνάμεθα 
νὰ φέρωμεν τὰς ΑΜΘ, ΒΜΘ’ εὐθείας, τὰς ΘΛ, Θ΄ Δ΄, παραλλή-᾿ 
λους, ἀντιστοίχως τῶν ΓΒ καὶ ΓΑ καὶ τὰς ΛΑ, Λ΄Β. 

1) ᾿Επειδὴ τὸ συμμετρικῶς ἀντίστροφον τοῦ Ν κεῖται ἐξ ὁρι- 
ομοῦ ἐπὶ τῆς εὐθείας ΑΛ, τὰ σημεῖα Α, Μ’ καὶ Ν κεῖνται ἐπὶ τῆς 
αὐτῆς εὐθείας. 

2) Τὰ τρίγωνα ΑΓΝ, ΑΜΒ εἶναι ὅμοια, ὡς ἔχοντα μίαν γω- 
νίαν ἴσην εἰς Α, χτριεχο ἕνην μεταξὺ ἀναλόγων πλευρῶν. ᾿Επειδή, 
ἐκ τῆς σχέσεως Α “ἊΜ ΞΞ βγ ἕπεται ἡ ἀναλογία: 


δ44 


᾿Επομένως, 
γῶν. ΓΝΑ -Ξξ ΜΒΑ-- ΜΈΓ, 


καὶ τὸ σημεῖον Μ΄ εὑρίσκεται ἐπὶ. τῆς περιφερείας ΒΝΓ. 


1842. Παρατηρήσεις. ἴ) ᾿Ονομάζονται ἰσοκυκλικὰ σημεῖα (ἰδοον- 
οἸίᾳυς5), ἀναφορικῶς πρὸς τὴν ΒΓ, νὰ σημεῖα Ν καὶ Μ΄, ἐὰν 
εἶναι τομαὶ εὐθείας διὰ τῆς κορυφῆς Α καὶ περιφερείας διερχομέ- 
νης διὰ τῶν 8 καὶ Γ. Ὁμοίως, τὰ σημεῖα Μ καὶ Ν’ εἶναι ἰσοκυ- 
κλικὰ σημεῖα. 

Ἢ περιφέρεια ΒΜΎ, ἡ διερχομένη διὰ τοῦ ἰσογωνίου Μ΄ τοῦ 
Μ τέμνει τὴν ΑΜ’ κατὰ τὸ συμμετρικῶς ἀντίστροφον Ν τοῦ ση- 
μείου Μ. ’᾿Επίσης, διὰ τῆς περιφερείας ΒΜΓ ὀρίζεται τὸ συμμε- 
τρικῶς ἀντίστροφον Ν΄ τοῦ ἰσογωνίου Μ τοῦ Μ΄. 

2) Αἱ εὐθεῖαι ΜΜ’, ΝΝ΄ εἶναι παράλληλοι, τὰ δὲ σημεῖα Ν, 
Ν΄, τὰ συμμετρικῶς ἀντίστροφα τῶν ἰσογωνίων σημείων Μ καὶ Μ', 
εἶναι καὶ αὐτὰ ἰσογώνια. 

3) Ἡ χρῆσις τῆς συμμετρικῆς ἀντιστροφῆς ὁδηγεῖ εἰς μετασχη- 
ματισμὸν γνωστῶν ἤδη προτάσεων καὶ ἀνεύρεσιν νέων θεωρημά- 
τῶν. Βλ. σχετικῶς τὴν ἤδη ὑπομνησοθεῖσαν ἀξιοσημείωτον ἐργα- 
σίαν τοῦ Βετπὸς (0. Μ. Ε,., 1891, σ. 121, 145 κλπ,). 

4) Ἢ σπουδὴ τῶν μὴ ὁμοιοθέτων ὁμοίων σχημάτων ἤγαγεν εἰς 
ἐνδιαφέροντα θεωρήματα τῆς [Πεωμετρίας τοῦ τριγώνου. Τὸ αὐτὸ 
συμβαίνει καὶ διὰ τῆς χρήσεως τῆς γωνιώδους ἀντιστροφῆς, κατὰ τὴν 
ὁποίαν αἱ ἀκτῖνες εἰς τὰ ἀντίστροφα σημεῖα σχηματίζουν πρὸς 
ἀλλήλας σταθερὰν γωνίαν. 


Θεώρημα τοῦ Μι|ιφωεὶ 419--»]}) 


1342 μ. "Ἐὰν τρεῖς περιφέρειαι, τεμνόμεναι ἀνὰ δύο, ἔχονν ἔν κοινὸν 
σημεῖον, τὸ ἄϑροισμα τῶν γωνιῶν 
τοῦ καμπυλογράμμου τριγώνου, τοῦ 
ἔχοντος ὡς χορυφὰς τὰ τρία ἄλλα 
σημεῖα τομῆς, εἶναι ἴσον πρὸς δύο 
ὀρϑὰς γωνίας. (Μίᾳυοὶςί, ὐοωνπαὶ ας 
1Ἰοιυὶϊο, τόμ. [Χ, σ. 24.--- Παρά- 
θεσις τοῦ Βαεαϊίχες εἰς ΡΙαπίπιρίριο, 
8 3, η96 


1η ᾿Απόδειξις. "Ἑστω Δ τὸ κοι- 
νὸν σημεῖον τριῶν περιφερειῶν, 
τεμνομένων ἐπίσης κατὰ τὰ Α, 
Β, Γ σημεῖα.: Θὰ δείξωμεν ὅτι 
αἱ γωνίαι τοῦ καμπυλογράμμου 
ΣΧ, 85 ὦ τριγώνου ΑΒΓ ἔχουν ἄθροισμᾳ 

᾿ δύο ὀρθὰς γωνίας. 

Αι γωνίαι τοῦ τριγώνου αὐ- 
τοῦ εἶναι ἴσαι πρὸς τὰς σχηματιζομένας εἰς τὸ Δ. Ἢ γωνία εἰς 
τὸ Α λΔ.χ. εἶναι ἴση πρὸς τὴν γωνίαν μὲ κορυφὴν Δ καὶ καμπυ- 
λογράμμους πλευρὰς τὰ τόξα ΑΓΔ καὶ ΑΒΔ’ ἐὰν δὲ φέρωμεν τὰς 


΄΄“»}᾽λ 
ἐφαπτομένας ΔΕ, ΔΖ τῶν τόξων αὐτῶν, θὰ ἔχωμεν Α ΞΞα. 
᾿Αναλόγως, εὑρίσκομεν ὅτι 


΄"ςἼ ΄ς- 
Β--β, Γ: 


Ι 
“« 


καὶ κατὰ συνέπειαν 


΄" ΄’"͵;: ΄“"“« 
Α ἜΒΈΓπε α-Ἐβ-ἘΥ ΞΞ2 ὀρθαὶ γωνίαι. 
23α ᾿"Απόδειξις. Ἢ ἀντιστροφὴ μὲ πόλον τὸ σημεῖον Δ μετασχη- 
ματίζει τὰς τρεῖς περιφερείας εἰς τρεῖς εὐθείας. Τὸ τρίγωνον τῶν 
εὐθειῶν τούτων ἔχει γωνίας ἴσας πρὸς τὰς γωνίας τῶν περιφε- 
ρειῶν, ἀνὰ δύο λαμβανομένων. 'Επομένως, 


α΄-ἜἘβ-γ-Ξ2 ὀρθαὶ γωνίαι. 


Σημείωσις ἐστὶ τῶν ἀντιστροφῶν 


1942 ν. Εἰς τὰς παραγράφους 217 ἕως 249 ἐπελήφθηιεν, ἀρκετὰ 
διεξοδικῶς, θυμάτων ἀναφερομένων εἰς τὴν κυρίως τέ εὐλὰμ νὴ 
᾿λήσαμεν ἐπίσης περὶ τῆς συμμετρικῆς ἀντιστροφῆς (885 1342 α-- 1342 Δ), 
ὡς καὶ περὶ τῆς ἰσογωνίου τοιαύτης. 

Πᾶσα σχέσις, πᾶσα γραφικὴ κατασκευή, διὰ τῆς ὁποίας ἀντι- 
« οιχοῦμεν εἰς δοθὲν σημεῖον Ἐν ἄλλο, δύναται νὰ χρησιμεύ 
ὡς βάσις μιᾶς μεθόδου μετασχηματισμοῦ. Ἢ κυρίως ἀνειστροφὴ 
διατηρεῖ τὰς γωνίας καὶ ἐφαρμόζεται εἰς τὴν σφαῖραν, γενικῶτε- 
ρον εἰς τὸν χῶρον, ἐξ ἴσου εὐκόλως ὅπως καὶ εἰς τὰ ἐπίπεδα 
σχήματα. Οὕτω, πᾶσα ἰδιότης ἑνὸς ἐπιπέδου τριγώνου ἔὄχει τὴν 
ἀντίστοιχόν της εἰς ἕν σφαιρικὸν τρίγωνον ἢ καὶ εἰς τὸ καμπυλό- 
γραμμον τρίγωνον μὲ πλευρὰς τόξα τριῶν περιφερειῶν. 

Εἰς τὸν χῶρον ὁ μετασχηματισμὸς δι᾽ ἀντιστροφῆς τῆς σπείρας 
ἐπιτρέπει τὴν εὔκολον σπουδὴν τῆς κνυκλίδος, ἂν καὶ ἡ ἐπιφάνεια 
αὕτη ἐμφανίζεται ὑπὸ μεγάλην ποικιλίαν μορφῶν καὶ ὄψεων (8 
ἀμρω ΠΡ Ἐχπογοΐοοϑ ἀο αδογηιίγὶδ ἀδϑδορὶρίϊυοε, 4η ἔκδ.,, σ. 850 

ως 9 

Ἢ ἰσογώνιος ἀντιστροφὴ ὁρίζεται διὰ τῆς ἀντιστοιχίας δύο ση- 
μείων ἰσογωνίων (δ 753). “Ὅταν τὸ ἕν τῶν σημείων Μ γράφῃ μίαν 
καμπύλην, τὸ ἰσογώνιον αὐτοῦ Ν᾽ γράφει τὸ ἰσογωνίως μετασχηματι- 
σμεένον τοῦ πρώτου σχήματος. (Βλ. 88 753, 1118 α, 1344 α, 2307). 

Ὃ μετασχηματισμὸς οὗτος ὡδήγησεν εἰς ἐνδιαφέροντα εὑρή- 
ματα τῆς Πεωμετρίας τοῦ τριγώνου. [Κατ᾿ αὐτόν, πᾶσα εὐθεῖα μετα- 
σχηματίζεται εἰς κωνικὴν τομὴν διερχομένην διά τῶν κορυφῶν τοῦ 
τριγώνου, ἐὰν δὲ αὕτη εἶναι ἐξωτερική, ἐφαπτομένη ἢ τέμνουσα΄ 
τῆς περιγεγραμμένης εἰς τὸ ΤΡ ΎΘνον περιφερείας, τὸ μετασχημα- 
τισμένον αὐτῆς σχῆμα εἶναι ἔλλειψις, παραβολὴ ἢ ὑπερβολή, ἀντι- 
στοίχως (5 1242, π). ᾽Εν τούτοις, τὸ ἰσογωνίως ἀντίστροφον σχῆμα 
μιᾶς περιφερείας εἶναι, ἐν γένει, καμπύλη τρίτου βαθμοῦ καὶ τῆς 
ὁποίας ἡ σπουδὴ ἐκφεύγει τῶν. ὁρίων “τῶν Στοιχείων τῆς Γεωμετοίας. 
(Βλ. ρυμα ἀξ πιαϊμπόνιαϊιιο8 ςρέοϊαϊε6 τοῦ γμίδερί, 1890, σ. 11). 

Διὰ τὸ ἱστορικὸν τῆς ἰσογωνίου ἀνειστροφῆς βλ. ἐπμ. 8 2306. 


Θεώρημα 4195-- ΙΧ. 

1942 ξ. "Ἔστω ΑΒΓ τρίγωνον καὶ Ο τυχὸν σημεῖον τοῦ ἐπιπέδου 
του. Αἱ κάϑετοι εἰς τὸ Ο ἐπὶ τὰς εὐθείας ΟΑ, ΟΒ, ΟΙ", συναντοῦν τὰς 
ἀπέναντι πλευρὰς εἰς σημεῖα Δ, Ἐ;, Ζ, κείμενα ἐπ᾽ εὐϑείας γραμμῆς. (Η. 
Βεοσακεά). 

᾿Εὰν τὰ σημεῖα Δ, Ε, Ζ εὑρίσκωνται ἐπ᾽ εὐθείας, κατὰ τὸ θεώ- 
ρημα τοῦ Μενελάου, θὰ ἔχωμεν : 

ΑΔ ΒΖ ΓΕ 
ΓΔ ΑΖ΄᾽ ΒΕ 
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Ἔκ τῶν διατεμνουσῶν ΔΝ, ΕΚ, ΖΛ τοῦ τριγώνου ΑΒΓ εὑρί- 
σκομεν τὰς ἰσότητας : 

ΑΔ.ΒΘΙΓΝ , ΓΕΙΑΚΙΒΗῊ, ΒΖ.ΓΙ ΑΛ, 

ΓΔ.ΑΘΙΝ ᾿’ ΒΕ.ΓΚΙΑΗ ΑΖ.Β1Γ..ΓΛ 


τῶν ὁποίων τὸ γινόμενον κατὰ μέλη μᾶς ὁδηγεῖ εἰς τὴν ἰσότητα: 


ΑΔ.ΒΖ. ΓΕ χ ΒΘ.ΓΝ .ΑΚ.ΒΗ.ΓΙ. ΑΛ 
ΓΔ.ΑΖ.ΒΕ ΑΘ.ΒΝ.ΓΚ. ΑΗ. .ΒΙ ΓΛ 
᾿Επειδὴ τὰ τρίγωνα ΓΟΙ, ΒΟΝ καὶ ΓΟΝ, ΒΟΙ ἔχουν τὰς βά- 
σεις των ἐπ᾽ εὐθεῖας καὶ τὰἀς ἀπέναντι αὐτῶν γωνίας ἴσας, ὡς᾿ 
ὀρθάς, θὰ ἔχωμεν τὰς ἀναλογίας : 


ΟΓ.ΟΙ ΓΙ ΟΓ.ΟΝ ΓΝ 

ΟΒ.ΙΟΝ ΘΝ ὴΟΒ.ΟΙ Β᾽᾽ 
Ὁμοίως: 

ΟΒ.ΟΘ ΒΘ ΟΒ.ΟΗ ΒΗ 


ΟΑ ΘΟ ἂἋΗ᾿ ΟΑ.06 αϑ 


ΟΑ.ΟΚ. ακ 
ΟΓ.ΟΛ ΤΑ’ 


ἜΞΞΕΤῚ 


--ἴ. 4) 


Σχ. 855'β 


Διὰ πολλαπλασιασμοῦ κατὰ μέλη αὐτῶν εὑρίσκομεν: 
ΓΟ, ΒΟ", ΑΟ: ΓΙ. ΓΝ.ΒΘ.ΒΗ.ΑΚ.Αλ 


μπάσσαστος, 


δον ον. ΓΟ: ᾿Ξ ΒΓΒΝ ΑΗ ΑΘΙΓΛΙΓΚ (Ὁ 
καί, ἑπομένως, ἐκ τῆς (1), 
ΑΔ.ΒΖ.ΓΕ 
ΓΔ.ΑΖ.ΒΕ 
σχέσις ἀποδεικνύουσα τὴν πρότασιν. 


Παρατήρησις. Αἱ περιφέρειαι αἱ γραφόμεναι ἐπὶ τῶν ΑΕ, ΒΔ, ΓΖ 
ὡς διαμέτρων, διέρχονται διὰ τοῦ σημείου Ο καὶ τοῦ συμμετρικοῦ 
Ο΄ πρὸς τὴν κοινὴν τῶν περιφερειῶν διάκεντρον. ᾿Επειδὴ τὰ 


ἘΞΞΕ; 
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κέντρα τῶν περιφερειῶν τούτων, ὡς μέσα τῶν διαγωνίων τοῦ πλή- 
ρσυς τετραπλεύρου ΑΒΕΔΓΖ, κεῖνται ἐπ᾿ εὐθείας γραμμῆς (8 1546, 


ε, 2α σημΊσις). 
Τὸ σημεῖον αὐτὸ Ο’ ἔχει τὰς αὐτάς, ὡς τὸ Ο, ἰδιότητας πρὸς 
τὴν διατέμνουσαν ΔΕΖ. 


ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΙ ΤΟΠΟΙῚ 


Δόγοι καὶ σημεῖα τομῆς 


1849. ᾿Αριϑμητικαὶ σχέσεις. Εἰς τὸ ἐπίπεδον, ἕν σημεῖον Μ δύνα- 
ται νὰ ὁρισθῇ διά τῶν τιμῶν δύο καταλλήλων μεταβλητῶν μεγε- 
θῶν χ, τ’ ἀντιστρόφως, δοθέντος ἑνὸς συνόλου σημείων Μ ἐχόντων 
ὡρισμένας ἰδιότητας, αἱ τιμαὶ τῶν. μεταβλητῶν χ, Σ, αἱ ὀρίζουσαι 
τὴν θέσιν ἑκάστου σημείου, συνδέονται πρὸς ἀλλήλας διὰ μιᾶς 
ὡρισμένης (ἐν γένει) ἀριθμητικῆς σχέσεως. 

ΑΙ ἰδιότητες τῶν σημείων Μ δύνανται νὰ ὀρίζωνται διὰ μιᾶς 
τῶν ἀκολούθων σχέσεων, συνδεουσῶν δύο μήκη χ, τ», καταλλήλων 
πρὸς προσδιορισμὸν τῆς θέδεως ἑκάστου τῶν σημείων αὐτῶν : 


1) Τὸ ἄθροισμα τῶν μηκῶν εἶναι σταθερόν, χ -Ἡ τ ΞΞλ. 
2) Ἢ διαφορὰ τῶν μηκῶν εἶναι σταθερά, χ -- ν ΞΞ ὃ. 
3) Ο λόγος τῶν μηκῶν εἶναι σταθερός, Σ -α-. 


“ 


4) Τὸ γινόμενον τῶν μηκῶν εἶναι σταθερόν, τὺ -- κῦ. 

5) Τὸ ἄθροισμα τῶν τετραγώνων τῶν μηκῶν σταθερόν, 
χ᾽ ν"ξΞ αἢ, 

6) Ἢ διαφορὰ τῶν τετραγώνων τῶν μηκῶν σταθερό, 
χ' -- νῦ --- β5, 


ὅπου λ, δ, μ, ν, κ, α, β σταθεραὶ ποσότητες. 
Τόσεος 420 


1844. Ποῖος ὁ τόπος τῶν σημείων τῶν ὁποίων ὁ λόγος τῶν ἀποστά- 
σεῶν ἀπὸ δύο δοϑεισῶν εὐθειῶν εἶναι ἴσος πρὸς δοϑέντα ἀριϑμὸν Ἕ 


Τὸ ζήτημα τοῦτο ἐξητάσθη ἤδη εἰς τὰς Μεϑόδους (5 60). ᾽Εν- 
ταῦθα θὰ ἐπιληφθῶμεν αὐτοῦ κατὰ γενικώτερον τρόπον. 

"Ἔστωσαν ΟΧ, ΟΥ̓ αἱ δοθεῖσαι εὐθεῖαι. 

Ὃ πλήρης τόπος ἀποτελεῖται ἐκ τεσσάρων εὐθειῶν συμμετρι- 
κῶν ἀνὰ δύο πρὸς τὰς διχοτόμους ΟἹ, ΟΙ]΄ τῆς γωνίας τῶν δοϑει- 
οῶν εὐθειῶν. 

1) Ἔστωσαν Α, Α’ σημεῖα τοιαῦτα, ὥστε: 


ΑΜ μα Α'Μ' μ 
ἌΝ ν ΑΝ ν 
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Αἱ εὐθεῖαι ΟΑ, ΟΑ΄ ἀπαντοῦν εἰς τὸ ἐρώτημα. 

2) ᾿Εαάν ἡ ἀπόστασις, ἡ ἀντιστοιχοῦσα εἰς τὸ μ, εἶναι ἡ ἀπὸ 
τῆς ΟΥ̓́, εὐρίσκομεν ὅτι εἰς 
τὸν τόπον ἀνήκουν αἱ εὐθεῖαι 

γι" ΟΒ, ΟΒ’ 


..-΄ 1844. Παρατηρήσεις. Ὁ Ἢ 
Βνκ.-. εὐθεῖα ΟΑ εἶναι συμμετρική, 
ἘΠ» πρὸς τὴν ΟἹ, τῆς ΟΒ καὶ ἡ 

ΟΑ’ τῆς ΟΒ΄. 
ὐεοςς δον ἶς 2) ᾽᾿εξὰν αἱ ἀποστάσεις, αἱ 
ἀντιστοιχοῦσαι πρὸς τὸ μ, εἴ- 
ΐ ναι αἱ ἀπὸ τῆς ΟΧ, ὁ τόπος 
7: ’ εἶναι τὸ ζεῦγος τῶν εὐθειῶν 

ρος ΟΑ, ΟΑ΄. 

ἜΝ Β. 3) Διὰ τὴν διάκρισιν τῶν 
: “ μερῶν τοῦ τόπου, καταφεύγο- 

4} : λΠ' μεν εἰς τὴν σύμβασιν τῶν ση- 
ΝΜ ; Ν μείων. δΔυγάμεϑα νὰ ϑεωρήσωμεν 
: ὡς ϑετικὰς τὰς ἀποστάσεις, ἢ 
: τεταγμένας, ΑΜ, ΑΝ, ἐάν τὸ 


Α. σημεῖον Α εὑρίσκεται εἰς τὸ 
Ῥ ͵ ἐσωτερικὸν τῆς ὀξείας γωνίας 
ἜΣ ἐΝ ! τῶν δοθεισῶν εὐθειῶν. Οὕτω 
ει γράφομεν 
: ΑΜ μι.- Α΄Μ' μ 
, Β ------ Ξτ  ΄, τ: τ ΞΞ - 
δ ΤῸ ἈΝ ν᾿ ἊΝ’ ν 
Ξ ΒΡ ν ΒΡ̓΄ ν 
ΒΠ᾽ μ᾿ Βπ π᾿ 


πρὸς τὴν διχοτόμον ΟἹ, 
ΟΒ΄, Διὰ δύο ἰσογω- 
νίους ευσείας, ὡς αἱ ΟΑ, ΟΒ, οἱ λόγοι τῶν ἀποστάσεων τ ᾿ 
εἶναι ἀντίστροφοι ἀλλήλων. 

5) Δύο σημεῖα ἰσογώνια Μ, Μ’ ἑνὸς τριγώνου ΑΒΓ (Σχ. 855), 
εἶναι τὰ σημεῖα τομῆς δύο ζευγῶν ἰσογωνίων εὐθειῶν ΑΘ, ΑΛ 
καὶ ΒΘ΄, ΒΛ’, 

6) Αἱ εὐθεῖαι ΟΑ, ΟΑ’ (Σχ. 856), αἱ ὁποῖαι ἀντιστοιχοῦν εἰς 
τοὺς αὐτούς, κατ᾽ ἀπόλυτον τιμήν, λόγους τῶν ἀποστάσεων ἀλλ᾽ 
ἀντιθετῶν σημείων, εἶναι συζυγεῖς εὐθεῖαι πρὸς τὰς ΟΧ, ΟΥ̓ καὶ ἀπο- 
τελοῦν μετ᾽ αὐτῶν μίαν ἀρμονικὴν τοτράδα εὐθειῶν. Γνωρίζομεν δὲ 
ὅτι αὔτη τέμνεται ὑπὸ τυχούσης εὐθείας κατά ἁρμονικήν, ἐπίσης, 
τετράδα σημείων ἢ κατὰ τέσσαρα, εἰς δομονικὴν διαίρεσιν εὑρισκό- 
μενα, σημεῖα. 

Τὸ σύστημα εῶν ἕξ εὐθειῶν ΟΑ᾿΄, ΟΧ, ΟΑ, ΟΒ, ΟΥ̓, ΟΒ΄, 
τέμνεται ὑπὸ τυχούσης εὐθείας κατὰ ἕξ, ἐν γένει, σημεῖα, ἐν ἐν6- 
λίξει εὑρισκόμενα. 


4) Αἱ εὐθεῖαι ΟΑ, ΟΒ, ὡς συμμετρικαὶ 
εἶναι ᾿ς“ γώνιοι εὐθεῖαι: ἐπίσης ΡῊν ΥῸ 


Τόπος 420--] 


1846. Ποῖαι αἱ εὐθεῖαι, τῶν ὁποίων αἱ ἀποστάσεις ἀπὸ δύο δοϑέν- 
των σημείων ἔχουν λόγον δοθέντα; 


Ἕστωσαν Α, Β, τ τὰ σημεῖα καὶ ὁ λόγος. 


δέ 


᾿Αρκεῖ νὰ ὀρισθοῦν ἐπὶ τῆς εὐθείας ΑΒ τὰ σημεῖα Γ καὶ Δ. 
τὰ διαιροῦντα αὐτήν, ἐσωτερικῶς καὶ ἐξωτερικῶς, κατὰ τὸν δὅ.υ- 
θέντα λόγον. 

Πράγματι, διὰ πᾶσαν εὐθεῖαν διὰ τῶν Γ ἢ Δ θὰ ἔχωμεν 


ΑΡ ΑΓ μ.. ΑΤ ΑΔ μ 


-- ὑμε ἰπασασαιν ᾿ 


Βη Β΄ ν ΠῈΣ Β85ΒΔ΄ν 


Σ. 551. 

Π])αοατήρησις. ᾿᾽Εἀν λάβωμεν ὑπ᾽ ὄψιν τὴν συμφωνίαν διὰ τὰ ση- 
μεῖα, αἱ ζητούμεναι εὐθεῖαι θὰ εἶναι αἱ δι᾽ ἑνὸς μόνον ἐκ τῶν 
σημείων Γ καὶ Δ διερχόμεναι. ᾿Επειδὴ οἱ λόγοι ΒΓ καὶ ἜΑ, θά 


πρέπει νὰ θεωρηθοῦν ἴσοι μὲν κατ᾽ ἀπόλυτον τιμήν, ἀλλ᾽ ἕτερό- 
σοημοι. 


Τόπος 420-- 1] 


1846 α. Δύο -εὐϑεῖαι ΑΧ, ΑΥ̓ τέμνονται ὑπὸ παραλλήλων. ᾿Επὶ ἐκα- 
στης αὐτῶν, ὡς τῆς ΒΓ, λαμβάνομεν 
σημεῖον. Μ διαιροῦν τὸ τμῆμα ΒΓ κατὰ Ἶ 


δοϑέντα λόγον τ. Ποῖος ὁ τόπος τῶν 


σημείων Μ; 
ΒΜ μ 
1) ᾿Εἀν ΜΓ -τ' ὁ τόπος τῶν 


σημείων Μὶ εἶναι ἡ εὐθεῖα ΑΜ. 
2 [} 
) Ἐὰν ΝΓ 
σημείων Ν᾽ εἶναι ἡ εὐθεῖα ΑΝ. 
Παρατήρησις. Ἢ τετρὰς τῶν εὐθειῶν ΑΒ. ΑΓ. ΑΜ, ΑΝ εἴνα!ὶ 
ἁρμονική. 
Τόπος 420 -- ΠὌ|7571 
1846. "Ἐπὶ δύυ εὐθειῶν ΟΧ, ΟΥΧ 
λαμβάνομεν μήχη τοιαῦτα, ὧ-τε 
ΜῸ ΜῸ ὁ ὁ 6 κα 
ΝΟ ΝῸ ν᾿ 
ἐκ δὲ τῶν σημείων ΜΝ, Μ΄..., Ν, Ν΄..: 
φέρομεν εὐθείας παραλλήλους ἀντιστοί- 


χως πρὸς δύο δοϑείσας εὐϑείας. Ποῖος 
ὦ τόπος τῶν τομῶν Α, Α΄... τῶν παραλλήλων τούτων ; 


᾿Ξ Ἑ- , ὁ τόπος τῶν Σχ. 858. 
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Τὸ ζήτημα τοῦτο δύναται νὰ διατυπωθῇ καὶ ὡς ἑξῆς: 

Τέμνομεν τὰς πλευρὰς δοϑείσης γωνίας ΧΟΥῪ διὰ σειρᾶς παραλλήλων 

, Μ'Ν΄..., ἐκ δὲ τῶν σημείων Μ, Μ΄... ᾿νν.. κλπ. 

Ὃ τόπος εἶναι εὐθεῖα γραμμή, διὰ τῆς κορυφῆς τῆς γωνίας Ο 
διερχομένη. 


Τόσοος 420--: 


1846 α. Μεταξὺ τῶν πλευρῶν δοϑείσης γωνίας ΧΟΥ ἐγγράφομεν 
εὐθείας ΜΡ, ΝΠ, παραλλήλους ἀντιστοίχως πρὸς δοϑείσας διευϑύνσεις 
καὶ τῶν ὁποίων τὰ μήκη ἔχουν λόγον δοϑέντα Ἑ-. Ποῖος ὁ τόπος τῶν 
σημείων τομῆς Δ τῶν ζευγῶν τῶν εὐθειῶν αὐτῶν ; 


Ὁ τόπος ἀποτελεῖται ἐκ ζεύγους εὐθειῶν ΟΛ, ΟΛ΄, περιεχο- 
νων ἐντὸς τῆς γωνίας ΧΟΥ καὶ τῆς πἀραπληρωματικῆς αὐτῆς 
ΟΥ̓, ἀντισοτοίχως. 

Τόσεοος 421 


1347. 'Ἐκ δοθέντος σημείον Ο φέρομεν εὐϑείας. πρὸς τὰς διάφορα 
σημεῖα Μ δοθείσης εὐθείας καὶ λαμβάνομεν ἐπὶ ἑκάστης αὐτῶν σημεῖον 


Ν τοιοῦτον, ὥστε Ἔν Ξ-- τ . Ποῖος ὃ τόπος τῶν σημείων Ν; 


(Βλ. Μέϑοδοι, 8 63). 
Τόστοος 422 


1848, Ἔκ δοϑέντος σημείου- Ο φάρομεν εὐθείας πρὸς τὰ διάφορα 
σημεῖα Μ μιᾶς περιφερείας καὶ λαμβάνομεν ἐπὶ ἑκάστης αὐτῶν σημεῖον 


Ν τοιοῦτον, ὥστε ΟΝ “- Ἐ. . Ποῖος ὃ τόπος τῶν σημείων Ν; 


(Βλ. Μέϑοδοι, 8. 65). 
Τόσος 423 


1849. Δίδονται εὐθδεῖα ΧΧ΄ καὶ σημεῖον ἐξωτερικὸν αὐτῆς Α. Διὰ 
τοῦ σημείου τούτον φέρομεν τυ- 
πῶς ΣΟ τ  Σ τς Ε χοῦσαν εὐθεῖαν ΑΒ, περατουμέ- 
τ ες γὴν εἰς τὴν ΧΧ΄, σχηματίζομεν 

Ὄ γωνίαν ΒΑΓ ἴσην πρὸς δοϑεῖ- 

σαν φ καὶ ἐπὶ τῆς ΑΤ' λαμβά- 
νομὲεν μῆχος ΑΓ ἔχον πρὸς τὸ 


ΑΒ λόγον δοϑέντα Ἑ., Ποῖος ὃ 


τόπος τῶν σημείων Γ ; 


]1ηὴ ᾿Απόδειξις. Διὰ ν᾽ ἀνα- 
χθῶμεν εἰς γνωστὸν ἤδη ζή- 
τημα, προεκτείνομεν τὴν ΒΑ 
εἰς μῆκος ΑΕ -Ξ γ΄. Ὁ τόπος 
τοῦ σημείου Ε εἶναι μία, πα- 
ράλληλος πρὸς τὴν ΧΧ΄, εὐὖ- 
θεῖα (δ 1347). 


--.«ἢ. 


ν 


“Ἐ 
π᾿ Ὁ 


Πράγματι, 


651 


Ἢ εὔρεσις τοῦ τόπου τούτου ὁδηγεῖ ἐμέσως εἰς τὴν ἀκόλου- 
θον κατασκευήν: ἐβεο δεν τὴν κάθετον ΑΒ’ ἐπὶ τὴν ΧΧ΄, σχημα- 
τίζομεν γωνίαν ΒΑΓ΄ Ξε φ καὶ λαμβάνομεν ΑΓ΄ -Ξ ΑΕ΄. ἯἩ κάθε- 
τος ὙΥ’ εἰς τὸ σημεῖον Γ΄ ἐπὶ τὴν ΑΓ΄ εἶναι ὁ ζητούμενος τόπος. 
᾿Επειδὴ αἱ γωνίαι Χ'ΔΓ΄ καὶ ΒΆΑΓ' Ξεφ εἶναι ἴσαι, ὡς ἔχου- 
σαι τἀς πλευράς τῶν καθέτους ἀντιστοίχως, πρὸς ὁρισμὸν τοῦ 
τόπου ἀρκεῖ ὅπως, ἐκ τοῦ τυχόντος σημείου Γ αὐτοῦ ἀχϑῇ εὐϑεῖα ὙΓΎΥῖ, 
σχηματίζουσα πρὸς τὴν ΧΧ’ γωνίαν ἴσην πρὸς τὴν δοθεῖσαν φ. 


2α ᾿Απόδειξις. Τὸ πρόβλημα λύεται εὐκόλως καὶ διὰ συνθέ- 
σεως, κατὰ τὸν ἀκόλουθον τρόπον : Διὰ τοῦ τυχόντος σημείου Γ 
τοῦ τόπου φέρομεν τὴν ΓΔ κατὰ γωνίαν ΓΔΧ΄ πρὸς τὴν ΧΧ’ ἴσην 
πρὸς Φ. 
ν᾿ διὰ νὰ ἀποδείξωμεν ὅτι ἡ εὐθεῖα ΥΔΥ΄ εἶναι ὁ ζητούμενος τό- 
πος, ἀρκεῖ νὰ φέρωμεν τυχοῦσαν εὐθεῖαν ΑΒ΄ μέχρι τῆς ΧΧ΄ νὰ 
σχηματίσωμεν γωνίαν ΒΑΓ' Ξξεφ, ὅπου Γ΄ ἐπὶ τῆς ΥΥ̓́΄, καὶ νὰ 


ΑΒ'΄ μ 
ἀποδείξωμεν ὅτι τ’ Ξ τ᾿ 


Πρὸς τοῦτο, παρατηροῦμεν ὅτι τὸ τετράπλευρον ΑΒΔΓ εἶναι 
ἐγγράψιμον, ἀφοῦ αἱ γωνίαι ΒΑΓ καὶ ΒΔΓ -Ξ 1809 --,α εἶναι πα- 
ραπληρωματικαί. ἼΑρα, γων. ΑΒΒ΄-Ξ ΑΓΓ΄. ᾿Αφ᾽ ἑτέρου, καὶ τὸ 
ἘΕΤΡ ΤΛΕΌΡΟΥ ΑΒ΄ ΔΓ’ εἶναι ἐπίσης ἐγγράυιμον, ἐπειδὴ Β΄ ΔΓ’ -Ἢ 
-Ἔ Β'ΑΓ΄ΞΞ 1809. Εἶναι, ἑπομένως, γων. ΑΒ΄Β-:Ξ ΑΓΊΓ καὶ τὰ τρί- 
γωνα ΑΒΒ’, ΑΓΓ΄’ ὅμοια, ὡς ἰσογώνια. Συνεπῶς: 


ΑΒ' ΑΒ κα 
ΑΓ ΑΓ ν΄ 
138δ0. Παρατηρήσεις. 1) Ἣ ἐκφώνησις τοῦ ζητήματος διατυποῦ- 
ται πολλάκις καὶ ὡς ἑξῆς: 
Τρίγωνον ΑΒΓ μεταβάλλεται ἐν τῷ ἐπιπέδῳ του, εἰς τρόπον, «ὥστε νὰ 
μένῃ βιαύθῃ πρὸς ἑαυτό, μία κορυφή του Α νὰ παραμένῃ σταϑερὰ καὶ μία 
ἄλλη Β νὰ γράφῃ δοθεῖσαν εὐθεῖαν, Ποῖος ὁ τόπος τῆς τρίτης κορυφῆ: Γ; 
2) Ὃ πρῶτος τρόπος ἀποδείξεως ἄγει ἀπ᾽ εὐθείας εἰς τὴν πα- 
ρατήρησιν ; 
Ἢ κορυφὴ Γ γράφει σχῆμα ὅμοιον πρὸς τὸ γραφόμενον ὑπὸ τῆς χορυ- 
φῆς Β. 
Θὰ μελετήσωμεν, ἐν τούτοις, ἰδιαιτέρως τὴν ἐνδιαφέρουσαν πε- 
ρίπτωσιν, καθ᾽ ἣν κορυφὴ Β γράφει περιφέρειαν (85 1355). 


Θεώρημα 425-- 


1960α. Ἣ περιφέρεια ἢ περιγεγραμμένη περὶ τὸ μεταβλητὸν τρί- 
γωνον ΑΒΓ τοῦ προηγουμένου τόπου (Ὑ 1349), διέρχεται πάντοτε διὰ 
σταϑεροῦ σημείον. 


Τοῦτο εἶναι τὸ Δ, ἔνεκα ταῦ ἐγγραψίμου τετραπλεύρου Α᾽Β᾽Γ΄ Δ. 
Θεώρημα 428-- 


1961. ᾿Εὰν ἕν σχῆμα μεταβάλλεται ἐν τῷ ἐπιπέδῳ του εἰς τρόπον, 
ὥστε νὰ παραμένῃ ὅμοιον ἑαυτῷ, μία κορυφή του νὰ μένῃ σταϑερὰ καὶ 
μία ἄλλη νὰ γράφῃ εὐθεῖαν γραμμήν, τότε πᾶν ἄλλο σημεῖον τοῦ σχή- 
ματος γράφει ἐπίσης εὐθεῖαν γραμμήν. Ἢ οταϑερὰ κορυφὴ εἶναι τὸ 
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σταϑερὸν κέντρον ὁμοιότητος τῶν, κατὰ τὸν ὡς ἄνω τρόπον, μεταβαλ- 
λομένων σχημάτων. (Θλέπε Σημ. 8 1284, τὰ γενικὸν Θεώρημα τῆς 8 
1357, ὡς καὶ 8 2476 καὶ ἐπμ.). 


Τύσος 428--111 


1852. Δύο τρίγωνα ὅμοια ἔχουν κοινὴν κορυφὴν Α. Τὸ ἔν ἐξ αὐ- 
τῶν, ΑΒΓ, μένει ἀκίνητον ἐνῷ τὸ ἄλλο Β΄ ΑΓ΄ στρέφεται, εἰς τὸ ἐπίπε- 
δόν του, περὶ τὴν κορυφὴν Α. Ποῖος ὁ τόπος τοῦ κοινοῦ σημείου Δ τῶν 
εὐθειῶν ΒΒ΄ καὶ ΓΓ; 

1) Εὐκόλως ἀναγνωρίζομεν ὅτι τὸ ζήτημα τοῦτο δύναται νὰ 
συνδεθῇ πρὸς τὸ προηγούμενον. Ἔ- 
πειδὴ τὰ τρίγωνα ΑΒΓ καὶ ΑΒῬ Γ΄ 
εἶναι δύο θέσεις μεταβλητοῦ τριγώ- 
νου παραμένοντος ὁμοίου εἰ Ὡς ἑαυ- 
τό" ἐὰν λοιπὸν ἡ κορυφὴ γράφη 
εὐθεῖαν ΒΒ΄, ἡ κορυφὴ Γ θὰ γράφῃ 
εὐθεῖαν ΓΓ΄, τέμνουσαν τὴν πρώτην 
κατὰ σταθερὰν γωνίαν ΒΔΓ΄, πα- 
ραπληρωματικὴν τῆς ΒΑΓ. 

Εἶναι, ἑπομένως, ὁ τόπος τοῦ Δ 
ἡ ΤΕΡΕΥΕἸΡΟΙΒΕΥΝ περιφέρεια εἰς τὸ 
Σι. 861. τρίγωνον ΑΒΓ. 

ὶ ᾿Ιδού, ἄλλωστε, καὶ μία ἀπ᾽ εὐ- 
θείας ἀπόδειξις ; 

2) Ἔκ κατασκευῆς, ἔχομεν: 

ΑΒ. ΑἊἈΓ 
“ΑΒ΄ ΑΓ 
καὶ γων. ΒΑΒ΄ΞΞ ΓΑΓ΄, ἀφοῦ γων. ΒΑΓ -ΞΒΑΓ΄. Τὰ τρίγωνα, 
συνεπῶς, ΑΒΒ’ καὶ ΑΓΓ΄ εἶναι ὅμοια καὶ γων. ΑΓΓ΄ΞΞ ΑΒΒ΄. 

Ἐπειδὴ ἡ γων. ΑΓΔ, παραπληρωματικὴ οὖσα τῆς ΑΓΓ΄, εἶναι 
καὶ παραπληρωματικὴ τῆς ΑΒΔ, τὸ τετράπλευρον ΑΒΔΙ εἶναι 
ἐγγράψιμον καὶ ὁ τόπος τοῦ σημείου Δ εἶναι ἡ περιγεγραμμένη 
περιφέρεια εἰς τὸ σταθερὸν τρίγωνον ΑΒΓ. 


Τόσος 429--- 71’ 


1353, ᾽Ἔκ σταϑευοῦ σημείου Α φέρομεν τυχοῦσαν τέμνουσαν ΑΜΝ 
᾿ δύο δοϑεισῶν παραλλήλων καὶ κα- 
; δος τασκευάζομεν ἐπὶ τῆς ΜΝ τρίγωνον 
Ἂ᾿ ΟὟ «ὐαθεν ἔθαας, ΌΠΕΒΙ ΜΝΟ ὅμοιον πρὸς δοϑὲν ἄλλο. 
: Ποῖος ὁ τόπος τῆς κορυφῆς Ο;; 
"Ἔστωσαν ΜΝΟ, Μ΄ Ν΄ Ο᾽ δύο 
θέσεις τοῦ μεταβλητοῦ τριγώνου. 
Θὰ ἔχωμεν 
ΑΜ ΑΜ ΜΝ ΝδΝὺῸὺ " 
ἌΝ ΑΝ ΜΝ’ ΝΌ’ 
᾿Επειδὴ τὰ τρίγωνα ΑΝΟ, 
ΞΥΟΒΟΝ ΑΝ Ό’ εἶναι ὅμοια, ἐπαναπίπτο- 
μεν εἰς τὸ ζήτημα τῆς 8. 1350. Ὃ ζητούμενος τόπος εἶναι εὐθεῖα 
ΟΒ΄ Ο΄, τέμνουσα τὰς παραλλήλους κατὰ γωνίαν ἴσην πρὸς τὴν 
(σταθερὰν) ΝΑΟ. 


λπ. 
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Τόπος 4283--Κ 


13δ4. ᾿Επὶ τῆς διαγωνίου ΜΝ (Σχ. 862), κατασκενάζομεν τετράγω- 
νον ἢ γενικώτερον, σχῆμα ὅμοιον πρὸς ἄλλο δοϑέν. Ποῖοι οἱ τόποι 
τῶν κορυφῶν τῶν σχημάτων τούτων ; 


Ἑκάστη κορυφή, ὡς καὶ πᾶν σημεῖον τοῦ μεταβλητοῦ σχήμα- 
τος, γράφει εὐθεῖαν, κατασκευαζομένην καθ᾽ ὅμοιον τρόπον ὡς 
καὶ ἡ εὐθεῖα ΟΒ΄ Ο’ τοῦ προηγουμένου τόπου. 


Τόστος 424 


1866. Τοίγωνον ΑΒΓ μεταβάλλεται εἰς τὸ ἐπίπεδόν του εἰς τρόπον, 
ὥστε νὰ παραμένῃ ὅμοιον πρὸς ἕανυτό. μία κορυφή του Α νὰ μένῃ στα- 
ϑερὰ καὶ μία ἄλλη κορυφὴ Β νὰ γράφῃ περιφέρειαν (Δ). Ποῖος ὁ τό- 
πος τῆς τρίτης κορυφῆς Γ΄ ; 

Α΄. Λύὐσις. 'Επειδὴ τὸ τρίγωνον ΑΒΓ μένει ὅμοιον πρὸς ἑαυτό, 


ἡ γωνία ΒΑΓ διατηρεῖται σταθερά, ὡς καὶ ὁ λόγος τ 


- 
“- 
πα... ν᾿ 


Σχ, 863. 


Φέρομεν τὴν εὐθεῖαν ΑΔ, σχηματίζομεν γωνίαν ΔΑΕ ἴσην 
πρὸς τὴν ΒΑΓ καὶ λαμβάνομεν τὴν ΑΕ εἰς τρόπον, ὥστε : 


ΑΔ ΑΒ 
ΑΕ ἊἈΓ΄ 


Τὰ τρίγωνα ΑΒΔ καὶ ΓΑΕ εἶναι ὅμοια, ὡς ἔχοντα μίαν γω- 
νίαν ἴσην περιεχομένην μεταξὺ πλευρῶν ἀναλόγων. ἹἙἙπομένως, 
ΒΔ ΑΒ... ΑΓ 
ὩΣ δ δ τ πες στο 
καὶ τὸ μῆκος ΓΕ εἶναι σταθερόν. Εἶναι, ἄρα, ὁ ζητούμενος τόπος 


τοῦ σήμειθυ Γ. ἡ περιφέρεια μὲ κέντρον Ε καὶ ἀκτῖνα τὸ σταθε- 
ρὸν τοῦτο μῆκος. 


μ΄. Αὐσις. λεταφέρομεν τὸ τμῆμα ΑΕ ἐπὶ τοῦ ΑΖ, εἰς τὴν 
προέκτασιν τῆς ΔΑ καὶ θεωροῦμεν τὸ Α ὡς κέντρον ὁμοιότητος 


θὰ ὄχωμεν πάντοτε θ - 7δ᾽ Ο τόπος, συνεπῶς, τοῦ ση- 


μείου Θ εἶναι περιφέρεια, ὡς καὶ τοῦ οπμείου Γ, ἀφοῦ τὰ τρί- 
γωνα ΑΕΓ, ΑΖΘ εἶναι ἴσα. 
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1866. Παρατήρησις. Ἐϊς την ἐκφώνησιν τοῦ προηγουμένου ζητη- 
ματος θὰ ἦτο δυνατὸν νὰ ἐδίδετο ἡ γωνία Β ὡς σταθερά, ὡς καὶ 
ὁ λόγος ΕΕ -- -ἰ-. ᾿Επειδὴ πάλιν τὰ τρίγωνα ΑΒΓ, ΑΒΓ’ θὰ 
ἦσαν ὅμοια, ὡς ἔχοντα τὰς γωνίας Β καὶ Β΄ ἴσας καὶ τὰς περιε- 


χούσας αὐτὰς πλευρὰς ἀναλόγους, -- ΒΒ ς (Βλ,, 8 1351). 


ΒΓ 
Θεώρημα 424--Ἰ 


18δ7. Γενικὴ διατύπωσις. ᾿Εὰν ἕν ἐπίπεδον σχῆμα στρέφεται εἷς 
τὸ ἐπίπεδόν του περὶ ἕν ἐκ τῶν σημείων του Α καὶ μένῃ ὅμοιον ἑαυτῷ, 
ἐνῷ ἕν ἄλλο σημεῖον του Β γράφει δοϑεῖσαν γραμμήν, τότε καὶ 
πᾶν ἄλλο σημεῖον αὐτοῦ Γ γράφει γραμμὴν ὁμοίαν τῆς δοθείσης. Αἱ 
δύο δὲ γραμμαὶ δύνανται γὰ καταστοῦν ὁμοιόϑετοι ἀλλήλων, διὰ στρο- 
φῇς τῆς μιᾶς περὶ τὸ σημξβῖον Α κατὰ “γωνίαν ἴσην πρὸς τὴν σταϑερὰν 
γωνίαν ΒΑΓ᾽, δύο ἀκτίνων ΑΒ, ΑΙ τοῦ σχήματος εἰς τὴν τυχοῦσαν ϑέ- 
σιν αὐτοῦ. (Σχ. 863). 


Τόσος 424-11 


1868. Δίδονται δύο εὐϑεῖαι ΟΧ, ΟΥ̓́, ἕν σημεῖον Α ἐπὶ τῆς μιᾶς 
καὶ ἕν ἄλλο Β ἐπὶ τῆς ἄλλης. "ἀπὸ τῶν σημείων αὐτῶν καὶ κα ὧσοι- 
σμένην φορὰν ἐπὶ τῶν εὐθειῶν, λαμβάνομεν τμήματα ἴσα ΑΓ -Ξ ΒΔ, 
ΓΕ Ξ-- Δ2 κιοικ. Ποῖος ὁ τόπος τῶν μέσων τῶν τμημάτων ΑΒ, ΓΔ, ΕΖ... 


Σ.χ. 305. 


ΡΣ τὰς παραλλήλους ΡΛ, ΜΠ, ΛᾺ πρὸς τὰς εὐθείας 
, ΟΥ̓, εὑρίσκομεν ὅτι: 
λρεσ 9 5. μπ-.-.9 Δ. ἄρα καὶ μΜ-- "8. 
2 2 2 
᾿Επίσης, 


ΑΘ ΟΓ. : ΑΓ 
ΟΡ ππ π Ὁ" ΟΠ-ΞΞ-ς' ἄρα ΛᾺ-----' 


Εἵναι, ἑπομένως, ΛῈ ΞΞ ΜῈ καὶ τὸ τρίγωνον ΛΙΜΛᾺ ἰσοσκελές, 
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ἡ εὐθεῖα ΛΜ παράλληλος πρὸς τὴν διχοτόμον ΟἹ τῆς γωνίας 
ΟΥ̓. Τὸ αὐτὸ συμβαίνει καὶ διὰ τὴν εὐθεῖαν ΜΝ. 

Ὃ ζητούμενος, συνεπῶς, τόπος τῶν σημείων ΔΛ, Μ, Ν κλπ,, 
εἶναι ἡ ἐ" τοῦ μέσου Λ τῆς ΑΒ παράλληλος πρὸς τὴν διχοτόμον 
ΟΙ τῆς γωνίας ΧΟΥ. 

Σημείωσις. Ἢ εὐθεῖα ΛΜΝ φέρει τὸ ὄνομα εὐϑεῖα τῶν μέσων, 
τὸ ὁποῖον προσέδωσε. εἰς αὐτὴν ὁ ΟΠμ481ε5 τὸ 1860, (9αἱ 9ι᾽" ἰα 
(ἰδοηιδίγὶο ὧδ ἰα τέσίε οἱ ἀδ ἰ'έφμονγο, ὑπὸ Ο. ἄς ᾿οπ οΒαῖιρ5 σ. 149). 

Τὸ ἀνωτέρω ζήτημα δὲν εἶναι παρὰ μία εἰδικὴ περίπτωσις ἑνὸς 
προηγουμένου Θεωρήματος (8 77], β). 


Τόσος 4294-- 11] 


1868 α. ᾽Επὶ δύο εὐθειῶν ΟΧ, ΟΥ̓́, λαμβάνομεν μήκη ΑΓ καὶ ΒΔ, 
ΓΕ καὶ ΔΖ κλπ., καϑ'᾽ ὡρισμένην φορὰν καὶ ἔχοντα λόγον, ἀνὰ δύο. 


ἴσον πρὸς δοϑέντα Ῥ- Ποῖος ὃ τόπος τῶν σημείων Λ, Μ, Ν..., τῶν 


διαιρούνεων τὰ τμήματα ΑΒ, ΓΔ, ΕΖ κλπ., κατὰ τὸν λόγον Ἐ; 


Αἱ βοηθητικαὶ κατασκευαὶ καὶ ἡ ἀπόδειξις εἶναι ὅμοιαι τῶν εἰς 
τὴν 8 1358, σχ. 864. 


Σημείωσις. Καὶ τὸ ζήτημα τοῦτο εἶναι εἰδικὴ περίπτωσις τοῦ 
πεορήβοτος ἐπὶ τῶν ἀντιστρόφως ὁμοίων σχημάτων τῆς ὃ 1150 β. 
Ἡ εὐθεῖα ΛΜΝ δύναται νὰ ὀνομασθῇ ἐνταῦθα : οὐδϑεῖα τῶν ἀνα- 
ἀόγων᾽ διαιρέσεων. 
Τόσος 425 


1959. Ποῖος ὁ τόπος τῶν σημείων ἐκ τῶν ὁποίων δύο δοϑέντες κύ- 
λοι (Α) καὶ (Β) φαίνονται ὑπὸ τὴν αὐτὴν γωνίαν ; 


Εἶναι. Φανερὸν κατὰ πρῶτον ὅτι τὰ κοινὰ σημεῖα ἰ καὶ Ο τῶν 
ἤρου ἐφαπτομένων τῶν περιφερειῶν ἀνήκουν εἰς τὸν ζητούμενον 
τόπον. 

"Ἔστω Μ τυχὸν σημεῖον τοῦ τόπου. ᾿Επειδὴ γων. ΓΜΘ-ΞΕΔΜΗ͂, 


τὰ ἡμίση τῶν γωνιῶν αὐτῶν θὰ εἶναι ἐπίσης ἴσα καὶ τὰ ὀρθογώ- 
νια τρίγωνα ΑΓΜ καὶ ΒΔΜ ὅμοια. ἹΕπομένως, 


ΜΆ 


Δεν Ἐπ ΒῚ 
ΜΒ᾽ ρ΄ 
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καὶ ὁ ζητούμενος τόπος εἶναι ὁ αὐτὸς πρὸς τὸν τόπον τῶν σημείων, 
τῶν ὁποίων αἱ ἀποστάσεις ἀτιὸ τῶν Α καὶ Β ἔζουν ἀόγον σταϑερόν, "Ὁ ᾿ 


(Νικ., Μ. Γ., 8 230). Ὁ τόπος εἶναι ἡ περιφέρεια μὲ διάμετρον 
τὸ τμῆμα ΟΙ. 


1369 α. Σημείωσις. 1) Τὰ οημεῖα Ο καὶ δι αιβθον ἁρμονικῶς 
τὴν εὐθεῖαν ΑΒ, ἡ δὲ περιφέρεια μὲ διάμετρον ΟἹ ὠνομάσθη ὑπὸ 
τοῦ Νευῦθοῦν περιφέρεια τοῦ ᾿ΛΔπολλωνίου. 

Ἢ εὕρεσις τοῦ τόπου τῶν σημδίων, τῶν ὁποίων αἱ ἀποστάσεις ἀπὸ 
ὁύω δοϑέντων σημείων ἔχουν λόγον δοϑέντα, δύναται νὰ ἐπιτευχθῇ κατὰ 
τρόπον κομψὸν καὶ ταχὺ διὰ τοῦ Θεωρήματος τοῦ δίφιυαγνί (8 1173). 

λέπε σχετικῶς τὴν ὡραίαν λύσιν τὴν ὁποίαν ἔδωσε εἰς τὸ ἐμὲ- 
ἰοίϊη ἀε Μαιπόνλα φυο5 ἐϊότηιοηαἴγοϑ, 1896 - 97, σ. 65, ὁ 1. Τδηπεγτν 
(ἢ 1910), διευθυντὴς τότε τῶν ἐπιστημονικῶν σπουδῶν εἰς τὴν 
ἔοοίε Νονηιαὶος ἐερόνίοινα εἰς. Παρισίους. 

2) '᾿Ἐὰν δοθοῦν τρεῖς περιφέρειαι, αἱ τρεῖς περιφέρειαι, αἱ ἀνά- 
λογοι πρὸς τὴν ἀνωτέρω θεωρηθϑεῖσαν, τέμνονται εἰς. δύο σημεῖα, 
ἐκ τῶν ὁποίων αἱ τρεῖς δοθεῖσαι περιφέρειαι φαίνονται ὑπὸ τὴν 
αὐτὴν γωνίαν (8 1546, ε). -- Βλ. σχετικὸν ἄρθρον εἰς τὰ ἀππαΐδ8 
ἀν ἀογηοῆπο, τόμ. ΧΧ (1829 -- 1830), σ. 305 ὑπὸ Χ΄ αΙ1ὲ8. 


Τόσος 428 --] 


1860. Ἡ κορυφὴ Γ᾽ ὀρθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ εἶναι μεταβλητὸν 

σημεῖον ἐπὶ τῆς περιφερείας μὲ διάμετρον τὴν σταϑερὰν ὑποτείνουσαν 

αὐτοῦ ΑΒ. Εἰς ἑκάστην ϑέσιν τῆς χορυφῆς 

Γ, προεκτείνομεν τὴν ΒΓ εἰς μῆκος ἴσον 

πρὸς αὐτὴν ΓΔ καὶ φέρομεν τὴν εὐϑεῖαν 

ΕΔ, τὴν συνδέουσαν τὸ κέντρον Ε' τῆς πε- 
ριφερείας μετὰ τοῦ σημείον Δ. 

Ποῖος ὁ τόπος τῆς τομῆς 1 τῶν ΕΔ 
καὶ ΑΓ εὐϑειῶν; 

Φέρομεν τὴν ΑΔ καὶ τὴν [Ζ,. παράλ- 
ληλον πρὸς τὴν ΓΒ. Εἰς τὸ τρίγωνον 
ΑΒΔ, αἱ ΑΓ καὶ ΔΕ εἶναι διάμεσοι 
αὐτοῦ καὶ τὸ σημεῖον τομῆς τῶν ἰ εὖ- 


ρίσκεται εἰς τὰ ᾿" τῆς ΑΓ’ ἐπειδὴ. δὲ 


Σχ. δύ. ἡ [Ζ εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν ΓΒ, 
τὸ σημεῖον Ζ εὑρίσκεται ἐπίσης εἰς τὰ τ τῆς ΑΒ. 


Εἶναι, ἑπομένως, τὸ σημεῖον Ζ σταθερὸν ἐπὶ τῆς ΑΒ, ἡ δὲ γω- 
νία ΑΙΖ ὀρθή. Ὁ τόπος, συνεπῶς, τοῦ σημείου ἰ εἶναι ἡ περιφέ- 
ρεια μὲ διάμετρον ΑΖ. 


Τόπος 426 


1961. 'Ἐπ᾽ εὐθείας γραμμῆς δίδονται τέσσαρα αημεῖα Α, Β, Γ,, Δ. 
Ποῖος ὁ τόπος τῶν σημείων ἐκ τῶν ὁποίων τὰ τμήματα ΑΒ καὶ ΓΔ 
φιίνονται ὑπὸ ἴσας γωνίας ;͵ 


"Ἔστω Μ σημεῖον τοῦ τόπου τούτου. Τὰ τρίγωνα ΑΜΒ, ΓΜΔ 
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καὶ ΑΜΓ, ΒΜΔ ἔχουν, κατὰ ζεύγη, τὰς βάσεις τῶν ἐπ᾽ εὐθείας 
καὶ γωνίας εἰς τὰς κορυφὰς ἴσας. ἼΑρα 
ΜΑ.ΜΒ ΑΒ ΜΑ.ΜΓΙ ΑΓ 
ΜΓ.ΜΔ ΓΔ᾽ ΜΒ.ΜΔ - Δ΄ 
Διὰ πολλαπλασιασμοῦ τῶν ἰσο- "Ἵ 
τἡτων τούτων κατὰ μέλη λαμβάνο- ις 
- ΔΑ 


μεν τὴν σχέσιν σὲ 
ΜΑΞ ΑΒ..ΨΓ 85 
ΜΔ ΓΔ.ΒΔ ν΄ " 
ἑὰς ΒΊ ἡ ἦν 
" ποτ ς 


Αἱ βοηθητικαὶ κατασκευαὶ εἰς τὸ , 


σχῆμα 867 δίδουν τὰ μήκη μ καὶ ν. ν : ΟΣ, ι, 
Ἑπομένως, εν δ ὖἷ͵, 
ΜᾺ. μ πο 
ΜΔ τσ ἢ ᾿ Σ᾿». Β6Ὶ 


καὶ ὁ ζητούμενος τόπος εἶναι ἡ περιφέρεια (α, Δ.) (9). 


Σημείωσις, Ἢ ἀνωτέρω λύσις ἐλήφθη ἐκ τῆς 5ης ἐκδόσεως τῶν 
Τηδονέμιδϑ εἴ ργοδίὀηιοΒ ὧδ (ἐξοπιόίγὶο, τοῦ (ἰδίβίαπ, ο. 196. ᾿Ωὡραία 
λύσις εὑρίσκεται ἐπίσης εἰς τὸ Ν'ωρρίέπιοπὶ ἀπ Μαπμοὶ σέπόνα!ί. 
1884, σ. 206, ὑπὸ Βιιγταίῖ. 

ἀν τὰ τμήματα ΑΒ, ΓΔ δὲν κεῖνται ἐπὶ τῆς αὐτῆς εὐθείας, 
ὁ τόπος τοῦ σημείου Μ εἶναι καμπύλη τρίτου βαθμοῦ. 

Ἡ πλήρης σπουδὴ τοῦ ζητήματος ἔγινε τὸ 1852 ὑπὸ τοῦ διειμπετ. 
(Βλ. υ},. Μ. Ε., 1886, σ. 16. .ὕ. Μ. 85., 1895, σ. 98, Ε. [μεΕθοπ). 

Διὰ βιβλιογραφικὰς πληροφορίας, βλ. σημείωσιν τοῦ Η. Βτοζαγά 
εἰς τό [πιεγηιόαϊαῖνγα αἀρς λίαιμόπιαι(ἰοῖοτσ, 1906, σ,. 227, πο 3037, 


Τόσεος 427 


1962. Ποῖος ὁ τόπος τῶν σημείων τομῆς τῶν διαγωνίων τῶν παραλ- 
ληλογράμμων τῶν ἐγγραφομένων εἰς δοϑὲν τετράπλευρον : (Α. Ιοπρ- 
ςηδιιρίῖ, Εδοιοῖ 46 φργολδ]όπιευ, σ. 159).. 

Διὰ τὴν ἐγγραφὴν παραλληλογράμμου ΖΕΗΘ εἰς δοθὲν τετρά- 
πλευρον ΑΒΓΔ, ἀρκεῖ νὰ ἀχθῇ ἡ ΕΖ, 


παραλλήλως τῆς διαγωνίου ΒΔ καὶ ἡ Δ 

7Θ, παραλλήλως τῆς ΑΓ. Αἱ ἐκ τῶν Θ υ “ἊΝ 

καὶ Ε παράλληλοι πρὸς τὰς ἀχθείσας Εις Ἵ ἢ 

εὐθείας τέμνονται ἐπὶ τῆς ΓΔ, ΕΝ σπ Ἀρ ισανθοςς Ἢ 
Τὸ κοινὸν σημεῖον Ο τῶν διαγωνίων ἢ κ΄ Υ 7 

τοῦ παραλληλογράμμου εὑρίσκεται εἰς π:-- ἡ “-ὰ----- 

τὸ μέσον τῆς εὐθείας ΛΙ, τῆς ἑνούσης "ἡ 


τὰ μέσα δύο ἀπέναντι πλευρῶν αὐτοῦ. 


'Επειδὴ δὲ τὰ σημεῖα Κ'ὶ καὶ Λ γρά- : Πα 


| 
Ι 
φοὺυν τὰς διαμέσους ΜΑ, ΜΓ τῶν τρι- Ξ 
γώνων ΔΑΒ καὶ ΔΓΒ ἀντιστοίχως, εἶ- Σ.. 868. 
ναι φανερὸν ὅτι τὸ μέσον Ο τῆς ΚΛ 
θὰ γράφῃ τὴν διάμεσον ΜΝ τοῦ τριγώνου ΑΜΓ. 


κι. Σημ. μετ. ᾿ἀντὶ τῆς περιφερείας (τοῦ ᾿Απολλωνίου), τόπου τῶν 
σημείων. τῶν ὁποίων ὦ λόγος τῶν ἀποστάσεξων ἀπὸ τῶν ἃ κχαὶ ἀ 


εἶνα. ἴσος πρὸς Ἑ. 


Γεωμετρία 42 
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Εἶναι δηλ. ὁ ζητούμενος τόπος ἡ εὐθεῖα ΜΙΝ, ἡ συνδέουσα τὰ 
μέσα τῶν διαγωνίων τοῦ δοθέντος τετραπλεύρου. 


Παρατηρήσεις. 1) Αἱ προεκτάσεις τοῦ τμήματος ΜΝ ἀντιστοιχοῦν 
εἰς σημεῖα τοῦ τόπου διὰ παραλληλόγραμμα μὲ πρρηνας εὑρι- 
οκομένας ἐπὶ τῶν προεκτάσεων τῶν πλευρῶν τοῦ ΑΒΓΔ. 

2) Τὸ Θεώρημα ἀληθεύει καὶ διὰ στρεβλὸν τετράπλευρον. 
(Βλ. ΥἹ Βιβλίον). 


Τόστος 4357-- 


1863, Ποῖος ὁ τόπος τῶν σημείων τομῆς τῶν διαγωνίων τῶν ὀρϑυ- 
γωνίων τῶν ἐγγραφομένων εἰς δοϑὲν τρίγωνον ; 


Διὰ τὴν ἐγγραφὴν ὀρθογωνίου, ἀρκεῖ νὰ ἀχθῇ ἡ παράλληλος 

ΔΘ πρὸς μίαν τῶν πλευρῶν 
ΒΓ καὶ αἱ ἐκ τῶν Δ καὶ Θ 
κάθετοι ἐπ᾿ αὐτήν. Τὸ σημεῖον 
τομῆς Ο τῶν διαγωνίων τοῦ 
ὀρθογωνίου εἶναι τὸ μέσον τῆς 
σουνδεούσης τὰ μέσα δύο πα- 
ραλλήλων πλευρῶν του εὐ- 
θείας ΕΖ. 

Τὸ σημεῖον Ε εὑρίσκεται 
ἐπὶ τῆς διαμέσου ΑΜ τοῦ τρι- 
γώνου ΑΒΓ. 

Ὃ τόπος, συνεπῶς, τοῦ ση- 

Σχ. δὺν. μείου Ο εἶναι ἡ διάμεσος Μ 
τοῦ τριγώνου ΑΜΗ τοῦ σχή- 
ματος ἢ ἡ εὐθεῖα, ἡ συνδέουσα τὸ μέσον τῆς βάσεως ΒΓ μετὰ 
τοῦ μέσου τοῦ ἐπ’ αὐτὴν ὄψους ΑΠ. 


Παρατήρησις. Εἰς ἑκάστην πλευρὰν τοῦ τριγώνου, λαμβανομένην 
ὡς βάσιν, ἀντιστοιχεῖ καὶ εἷς τόπος. Αἱ τρεῖς εὐθεῖαι, ὡς ἡ ΜΝ, 
αἱ ἐνοῦσαι τὸ μέσον ἑκάστης πλευρᾶς μετὰ τοῦ μέσου τοῦ ἀντι- 
στοίχου ὕψους, τέμνονται εἰς τὸ σημεῖον τοῦ ],οηιοὶπρ τοῦ τριγώνο 
(8 1242 γ). (Διὰ τὴν ἀπόδειξιν, βλ. δίαι( ιε5185, 1881, σ. 185 ἢ .. Μ.Ὲ., 
1887 ο.-117, ὡς καὶ ὃ 1242 γ). 

Τὸ σημεῖον τοῦτο εἶναι τὸ κέντρον τριῶν ἐγγεγραμμένων εἰς 
τὸ τρίγωνον ὀρθογωνίων καὶ ἀπολαμβάνει πλήθους ἰδιοτήτων (βλ. 
ὃπμ. 8 2375). ᾿Εμφανίζεται δὲ ὡς τὸ μᾶλλον ἐνδιαφέρον σημεῖον 
τοῦ τριγώνου, μετὰ τὸ κέντρον τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας 
καὶ τὸ κέντρον βάρους. 


Τόπος 427--]Ἱ] 


1864. Διὰ δοϑέντος σημείου Α φέρομεν τέμνουσαν τυχοῦσαν ΑΒΔ 
δοθείσης περιφερείας (Γἢ καὶ θεωροῦμεν τὰς περιφερείας, τὰς διερχο- 
μένας διὰ τῶν Α, Β καὶ Α, ἃ καὶ ἐφαπτομένας τῆς δοϑείσης. Ποῖος 
ὦ τόπος τοῦ δευτέρου σημείον τομῆς Μ τῶν περιφερειῶν τούτων ; 
(Ν. Α., 1872, σ. 469). 


Τὰ κέντρα αὐτῶν Ε, Ζ εὑρίσκονται ἐπὶ τῶν ἀκτίνων ΓΒ, ΓΔ. 
Τὰ τρίγωνα ΑΖΔ, ΒΓΔ, ΑΒΕ εἶναι ἰσοσκελῆ καὶ ὅμοια καὶ τὸ 
τετράπλευρον ΑΖΓῈΕ παραλληλόγραμμον, τοῦ ὁποίου αἱ διαγώνιοι 
ΕΖ καὶ ΑΓ τέμνονται εἰς τὸ μέσον τῶν Ο. ᾿Επειδὴ δὲ ἡ διάκεν- 
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τρος ΕΖ τῶν θεωρουμένων περιφερειῶν εἶναι κάθετος εἰς τὸ μέ- 
σον τῆς κοινῆς χορδῆς αὐτῶν ΑΜ, ἔπεται ὅτι θὰ εἶναι 


ΟΜ --- ΟΑ -ΞΕ ΟΓ -- σταθ. 


Ὃ τόπος, ἑπομένως, τοῦ 
σημείου Μ εἶναι ἡ περιφέρεια 
ἐ κέντρον Ο καὶ ἀκτῖνα τὸ 
Βμὶοῦ τῆς ΑΓ. 


Τόσεος 427 -- ΠῚ] 


186Θ4 α. Διὰ τοῦ κοινοῦ ση- 
μείου Α δύο περιφερειῶν (Μ),ο ΠΕΝΝ ΩΝ 
(ΝῚ) ἐφαπτομένων ἀλλήλων, φέ- Ἔξξο:Ξ 
ρομεν ζεύγη τυχουσῶν τεμνου- Σχ. ΜΤ10), 
σῶν αὐτὰς ΒΑΓ, ΔΑΕ. Ποῖος ὁ 
τόπος (ΤΊ τῆς τομῆς τῶν περιφερειῶν ΒΑΕ καὶ ΓΑΔ; (Η. Βτυσαᾶτα, 
Νοῦν. (οτγεϑροπάδπος στπαίὰ., 1877, σ. 176, ζήτ. 254 καὶ σ. 253). 


ὋὉ τόπος εἶναι περιφέρεια ἐφαπτομένη τῶν δύο δοθεισῶν εἰς 
τὸ σημεῖον Α. Διὰ τὴν ἀπόδειξιν, δυνάμεθα νὰ χρησιμοποιήσω- 
μεν ἀντιστροφὴν μὲ πόλον τὸ σημεῖον Α᾽ ἀναγόμεθα εἰς ζεῦγος 
Ἐορθ ΠΠλῶΣ εὐθειῶν (μ), (ν), εἰς τεμνούσας αὐτῶν βΑΥγ, δΑε διὰ 
τοῦ Α καὶ εἰς τὸν τόπον () τοῦ σημείου τομῆς τῶν βε καὶ δὃγ εὐὖ- 
θειῶν. ᾿Επειδὴ ὁ τόπος οὗτος (τ) εἶναι εὐθεῖα παράλληλος πρὸς 
τὰς (μ) καὶ (ν), ἕπεται ὅτι ὁ ζητούμενον τόπος (Τ) --- τὸ ἀντίστρο- 
φον σχῆμα τοῦ (τ) -- εἶναι περιφέρεια ἐφαπτομένη τῶν (Μ) καὶ 


(Ν) εἰς Α. 
Τόσιος 428 


1866. Μεταβλητοῦ τραπεζίου ΑΒΓΔ, μία τῶν μὴ παραλλήλων 
πλευρῶν, ἢ ΑΒ, εἶναι ὠρισμένη ϑέσει 
καὶ μεγέϑει καὶ τὰ μήκη « καὶ β τῶν 
παραλλήλων πλευρῶν ΑΔ καὶ ΒΓ δοϑέντα. 
Ποῖοι οἷ τόποι τοῦ κοινού σημείου τῶν 
διαγωνίων καὶ τοῦ μέσου τῆς τετάυτης 
πλευρᾶς ΓΔ τοῦ τραπεζίον; 

Γνωρίζομεν ὅτι ἡ εὐθεῖα ΛΜ, ἡ ἐνοῦ- 
σα τὰ μέσα τῶν μὴ παραλλήλων πλευ- 
ρῶν τοῦ τραπεζίου, ἔχει μῆκος ἴσον πρὸς 


ΒΕ. καὶ ὅτι ν, ἑξ 
ΑΝ ΑΟ α 
ΝΟ Ξῷ αβ 1109 
“τε Ὁ 1109) 
Ἑπομένως: 


1) ᾽Ο τόπος τοῦ σημείου Μ εἶναι ἡ περιφέρεια μὲ κέντρον Λ 


καὶ ἀκτῖνα “ | 
2) Ὃ τόπος τοῦ σημείου Ο, ἡ περιφέρεια μὲ κέντρον Ν καὶ 


ἀκτῖνα ---- - - 


α « 
α ἘΒ 


σδΌ 


Παρατήρησις. Πᾶν σημεῖον τῆς ΔΓΕ, τῆς ΑΓ ἢ τῆς ΔΒ, γράφει 
ἐπίσης περιφέρειαν, ἔχουσαν τὸ κέντρον ἐπὶ τῆς ΑΒΕ. 


Τόπος 429 


1866. Μεταβλητοῦ τραπεῖζίον ΑΒΓΔ, ἢ βάσις εἶναι σταϑερά, ϑέσει 
καὶ μεγέϑει, ὡς καὶ τὰ μήκη β, 
τῆς ἄλλης βάσεως, καὶ γ, μιᾶς 
τῶν μὴ παραλλήλων πλευρῶν. 

Ποῖοι οἱ τόποι τῆς τομῆς τῶν 
μὴ παραλλήλων πλευρῶν καὶ τοῦ 
κοινοῦ σημείου τῶν διαγωνίων 
τοῦ τραπεζίου ; 


1) ᾿Αφοῦ ἡ ΑΒ ἔχει σταθε- 
ρὸν μῆκος γ, τὸ σημεῖόν Β 
Ἰράφε: ἐὰν περιφέρειαν (Α, γ). 

ιδὴ δέ: 


Ἔπ 
ΑΔΕ. α 
ΑΒ .α-β 
καὶ πὸ. 
Σι. 812 α-β 


ὁ τόπος τοῦ σημείου Ε εἶναι 
αγ 


ἡ περιφέρεια (αις 


2) Διὰ τὸν τὸ πον τοῦ σημείου Ο, φέρομεν τὰς ΟΛ, ΟΜ, πα- 
ραλλήλους πρὸς τὰς ΑΔ καὶ ΒΑ εὐθείας. Θὰ ἔχωμεν 


αΜμ- -λο--- 35. 1109 

ΜτιλῸ τ 5δι (8 1109) 
ΟΜ δια .ς. α .. α΄] ᾿Ξ Δ ΒΕ. ἐξ 
ἫΝ - ἜΣ "στρ" Ὑ “αῈΡ Κ ΟΜ Ὸς ΤῈ το στα 


Εἶναι, Εὔ τον ὁ τόπος τοῦ σημείου Ο ἡ περιφέρεια 
(κι Ἐπ) 
ἘΕῚῚ 
Τόπος 428--Ἰ 


1567. Ποῖος ὁ τόπος τοῦ σημείου Ζ, τοῦ συνδεομένου πρὸς τὸ τρα- 
πέζιον διὰ παραλλήλου ΖΘ πρὸς τὰς βάσεις αὐτοῦ, σταϑεροῦ μήχους λ. 
καὶ διερχομένης διὰ δοϑέντος σημείου Θ τῆς ΑΒ; (Σχ. 872). 


Τὸ ἌΣ Θ γράφει τὴν περιφέρειαν (Α, ΑΘῚ ἑπομένως, τὸ 
ἐΠμειοὺς ΔῊΝ τὴν περιφέρειαν (Η, ΠΖ), ὅπου ΑΗ ξεὰλ καὶ 
Τόστος 449---11 


1968. Μεταβλητοῦ τραπεζίου ΑΒΓΔ, ἡ βάσις ΑΔ εἶναι ὡρισμένη, 
ϑέσει καὶ μεγέϑει, ἢ ἄλλη βάσις ΒΓ δοθέντος μήκους β καὶ ἣ κορυφὴ 
ΒΕ κινητὸν σημεῖον ἐπὶ δοϑείσης εὐθείας ΒΒ΄ ἢ περιφερείας (κχ). 

Ποῖοι οἱ τόποι τοῦ σημείου Ε, τομῆς τῶν μὴ παραλλήλων πλευρῶν 
καὶ τοῦ κοινοῦ σημείου Ο τῶν διαγωνίων τοῦ τραπεζίου ; 
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Ἔστω Δ ἡ τομὴ τῆς ΑΒ καὶ τῆς ἐκ τοῦ Ο παραλλήλου πρὸς 
τὰς βάσεις εἰς τὴν τυχοῦσαν θέσιν τοῦ τραπεζίου. ᾿Επειδή, 
ΑΛ ΑΘ α ΑΕ α 


ἊΒ ἋΓ ἀπ β΄ 7" ἊἋΒ α΄--Β Ὁ 
τὰ σημεῖα Λ καὶ Ε γράφουν τὰ ὁμοιόθετα σχήματα τοῦ τόπου 
ΒΒ΄' τοῦ σημείου Β, κατὰ τὰς ὁμοιοθε- 


σίας μὲ κέντρον Α καὶ λόγους ἐλ ΞΞ Υ, 


καὶ ἀν - γ4 ἀντιστοίχως. Οἱ τόποι, ἄρα, 
τῶν σημείων Λ καὶ Ε εἶναι αἱ παράλλη- 
λοι πρὸς τὴν ΒΒ΄΄ εὐθεῖαι ΛΛΊ΄ καὶ ΕΕ΄΄ 


Καὶ ἐπειδὴ ΛΟ -Ξ -Ξ 


τοῦ σημείου Ο εἶναι ἡ εὐθεῖα ΟΟ΄’, προ- 
κύπτουσα ἐκ τῆς ΛΛ΄΄, διὰ παραλλήλου. 
εταφορᾶς αὐτῆς κατὰ τό, ὡρισμένης διευ- 

ἀυνστως καὶ μήκους, τμῆμα ΛΟ. 

᾿Εὰν τὸ σημεῖον 8 γράφῃ περιφέρειαν 
(κ), τὰ ΛΔ καὶ Ε γράφουν περιφερείας 
ὁμοιοθέτους αὐτῆς καὶ τῶν ὁποίων τὸ α 
θὰ εἶναι τὸ κέντρον ὁμοιοθεσίας. Τὸ δὲ 
σημεῖον Ο θὰ εὑρίσκεται ἐπὶ περιφερείας 
ἴσης πρὸς τὴν γραφομένην ὑπὸ τοῦ Λ καὶ προκυπτούσης ἐξ αὐτῆς 
διὰ τῆς ἰδίας, ὡς καὶ προηγουμένως, παραλλήλου μεταφορός. 

Τόστος 42909-- 11 

1869. Δίδεται ἡ βάσις ΑΔ μεταβλητοῦ τραπεζίου ΑΒΓΔ, τὸ μῆκος 
β τῆς ἄλλης βάσεως ΒΓ, ὡς καὶ ὁ λόγος τ τῶν μὴ παραλλήλων αὐὖὐ- 
τοῦ πλευρῶν. Ποῖος ὁ τό- 
πος τοῦ σημείου τομῆς τῶν ξ 
μὴ παραλλήλων πλευρῶν ' 
καὶ ποῖος ὅ τοῦ κοινοῦ 


σημείου τῶν διαγωνίων 
τοῦ τραπεϊζίου αὐτοῦ ; 


πε: ὺ,, ὁ τόπος 


ἈΛατὰ τὰ προηγού- 
μενα παραδείγματα, ἀρ- 
κεῖ νὰ εὕρωμεν τὸν τό- 
πον τὸν γραφόμενον ὑπὸ 
τχοντος σημείου τῆς Σγ. δ14 
ΑΒ,λ.χ. ὑπὸ τοῦ Β. Φέ- 
ρομεν πρὸς τοῦτο τὴν ΒΡ παράλληλον πρὸς τὴν ΓΔ. 

Τὸ σημεῖον Ρὶ εἶναι σταθερόν, ἀφοῦ ΑΡ --α -- β, καὶ 


Εἶναι, ἑπομένως, ὁ τόπος τοῦ Β ἡ περιφέρεια 


(5. ».3} 
ν 
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Καὶ ἐπειδή: ἱΞᾺΣ ΞΞΙ ἘΠ ΞΞΞ Ἐ- 


ὁ τόπος τοῦ Ἑ εἶναι ὁμοίως, ἡ περιφέρε.« (α, Δ, Ἐν 


ἊΑν ΒΜ, ΒΝ εἶναι αἱ διχοτόμοι τῶν γωνιῶν ΑΒΡ καὶ τῆς πα- 
ραπληρωματικῆς αὐτῆς, ὁ τόπος τοῦ σημείου Β εἶναι ἡ περιφέρεια 
μὲ διάμετρον ΜΝ καὶ τῆς ὁποίας ἔστω ΠΒ ἡ ἀκτίς. ᾽Εκ τῶν 
ὁμοίων τριγώνων τοῦ σχήματος φαίνεται ἀμέσως ὅτι τὰ μήκη ΕΖ 
καὶ ΟΚ -Ξ- ΛΘ εἶναι σταθερά, ὡς καὶ τὰ σημεῖα Ζ, Κὶ καὶ Θ. Εἶναι 
κατὰ συνέπειαν οἱ τόποι τῶν σημείων Ε, Λ, Ο αἱ περιφέρειαι (Ζ, 
ΕΖ), (Θ, ΘΛῚ καὶ (ΚΚ, ΚΟῚ ἀντιστοίχως. 


«Τόπος 429--}}» 
1970. ΕΠς τὸ ἴδιον ζήτημα, τὰ μήκη τῶν ΑΒ καὶ ΓΔ συνδέονται 


διὰ τῆς σχέσεως ΑΒ ΞΕ ΓΔ’ -- κ' ἀντὶ τῆς -τιι-- Ξ- Ἑ.. 


Ορίζομεν πάλιν τὸν τόπον τοῦ σημείου Β. εἰς ἑκάστην περί- 
πτῶσιν. 

Διὰ ΑΒ" Ἐ ΓΔΕἑ Ξε κ', ὁ τόπος τοῦ Β, εἶναι περιφέρεια μὲ κέν- 
τρον τὸ μέσον τοῦ τμήματος ΑΡ (8 69). Διὰ ΑΒΞ -- ΓΔϑΡ -Ξ κ᾽, ὁ 
τόπος ἀποτελεῖται ἐκ ζεύγους καθέτων εὐθειῶν ἐπὶ τὴν ΑΡ (Μέ- 
ϑοδοι, 8 71). 

Τόστοος 490 


1871. Μεταβλητοῦ τετραπλεύρου ΑΒΓΔ, δύο ἀπέναντι πλευραὶ ΑΒ, 
ΓΔ τέμνονται εἰς σημεῖον Ο σταϑερόν. Μία τούτων, ἣ ΑΒ, εἶναι στα- 
ϑερά, ϑέσει καὶ μεγέϑει, ἢ δὲ ἄλλη ἔχει σταϑερὰν ϑέσιν ἐπὶ τῆς εὐ- 
ϑείας ΟΓΔ, στρεφομένης περὶ τὸ σημεῖον Ο. Ποῖος ὁ τόπο; τοῦ σημείον 
τομῆς τῶν δύο ἄλλων πλευρῶν ἢ τοῦ κοινοῦ σημείου τῶν διαγωνίων 
τῶν τετραπλεύρων τούτων ; 


(λήέϑοδοι, 8 84). 
Τόσος 490 --Ἰἰ 


1873. ἙΕΠς τρίγωνον ΑΒΓ, ἡ βάσις ΑΒ εἶναι σταϑερά, ϑέσει καὶ 
μεγέϑει, ἢ δὲ ἀπέναντι γωνία Γ' σταϑεροῦ 
μεγέϑους. ᾿Επὶ τῆς ΓΒ ϑεωροῦμεν σημεῖον 
Ε διαιροῦν τὸ ἑκάστοτε μῆκος τῆς κατὰ 


δοϑέντα λόγον Ῥ καὶ φέρομεν δι᾽ αὐτοῦ 


εὐθεῖαν ΕΜ μέχρι τῆς πλευρᾶς ΓΑ καὶ 
τέμνουσαν αὐτὴν κατὰ δοθεῖσαν γωνίαν 
ΑΜΕ. Ποῖος ὁ τόπος τοῦ σημείον Μ; 


"Ἔστωσαν Γ, Γ’ δύο διάφοροι. θέ- 
σεις τῆς κορυφῆς Γ΄. ᾿Επειδὴ 


ΒΕ ΒΕ΄ μ “π" 
ἜΓ. - ἘΓ- ΕΝ , ων. ΑΜ Ε ΞΞΑΜΕ, 
τὰ τρίγωνα ΕΜΓ, Ε΄ΜΎ' εἶναι ὅμοια, 


; ᾿ ᾿ ὡς ἔχοντα δύο γωνίας ἴσας. Τὸ αὐτὸ 
συμβαίνει καὶ διὰ τὰ τρίγωνα ΒΜΕ, ΒΜ Έ’, ἔχοντα μίαν γωνίαν 


δ χ, 812. 
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ἴοην, ΕΞΞΕ΄ καὶ τὰς περιεχούσας πλευρὰς ἀναλόγους. Εἶναι, ἐπο- 
μένως, γων. ΑΜΒ Ξ-- ΑΜΒ καὶ ὁ τόπος τοῦ Μ κυκλικὸν τόξον πε- 
ριγεγραμμένον εἰς τὸ τρίγωνον ΑΜΒ, εἰς τὴν τυχοῦσαν θέσιν τοῦ Μ. 
Παρατηρήσεις. 1) Ἢ παράλληλος ΒΡ πρὸς τὴν ΕΜ ὁρίζει ση- 
μεῖον Ρ γράφον τὸ κυκλ. τόξον ΑΡ̓ῬΒ. Καὶ ἐπειδὴ πρὸς τούτοις, 
ΜΡ ΜΡ ΒΕ μ 
ἍΤ ΜΤ'’ ἜΓ ν’ 
συμπεραίνομεν ὅτι: 
᾿Εὰν διὰ τοῦ ἑνὸς Α τῶν σημείων τομῆς δύο περιφερειῶν ΑΡΒ, 
ΑΓΒ, φέρωμεν τυχοῦσαν χορδὴν ΑΡΓ καὶ διαιρέσωμεν τὸ τμῆμα 


ΡΓ αὐτῆς κατὰ λόγον δοθέντα τς , ὁ τόπος τοῦ σημείου Μ θὰ 


εἶναι περιφέρεια, διερχομένη διὰ τῶν Α καὶ Β (δ 1279). 
Θεώρημα καὶ Τόσεος 490--1] 


1972 α. Προβάλλομεν τὰς χορυφὰς τριγώνον ΑΒΓ εἰς Α΄, Β΄, Γ΄ 
ἐπὶ τυχούσης εὐθείας (εἰ τοῦ ἐπιπέδου ΑΒΙ᾿ καὶ φέρομεν, ἀκολούϑως, 
τὰς εὐθείας Α᾽Α΄΄, Β' Β΄, ΓΓ", καϑέτους, ἀντιστοίχως ἐπὶ τὰς ΒΓ, 
ΓΑ, ΒΑ. 

1) Αἱ εὐϑεῖαι αὖται τέμνονται εἷς τὸ αὐτὸ σημεῖον Δ (1. Νευρετρ). 

2) ᾿Εὰν ἡ εὐθεῖα (ε) διέρχεται διὰ τοῦ κέντρου Ὁ τῆς περιφερείας 
ΑΒΓ, τὸ σημεῖον Μ εὑρίσκεται ἐπὶ τῆς περιφερείας τῶν ἐννέα σημείων τοῦ 
τριγώνου ΔΒΓ) (ϑοοπ5). 

(Μαιπμεδι5, 1896, ο. 57). 

Τόσος 430-- 11] 

1372 β. Εἰς περιφέρειαν, μία χορδὴ ΑΒ εἶναι σταϑερὰ ϑέσει καὶ 
ἄλλης ΓΔ, σιαϑερᾶς μεογέϑει, τὰ ἄχρα αὐτῆς εἶναι μεταβλητὰ σημεῖα ἐπὶ 
τῆς περιφερείας. Ζητοῦνται οἱ τόποι : 

1) Τοῦ σημείον τομῆς τῶν διαγωνίων τοῦ τετραπλεύρου ΑΒΓΔ. 

2) Τοῦ σημείου τομῆς τῶν ἑνουσῶν τὰ μέσα τῶν ἀπέναντι πλευοῶν αὐτοῦ. 

3) Τοῦ σημείοι' τοῦ Μαίμοί (8 1277 β) τοῦ τετραπλεύρου. 

Οἱ τόποι οὗτοι εἶναι περιφέρειαι εὐκόλως ὁριζόμεναι. 


Σχέσεις μεταξὺ γινομένων ἢ τετραγώνων 


Τόστος 4381 


1379. Διὰ δοϑέντος σημείου Ο φέρομεν τυχοῦσαν εὐθεῖαν, συναντῶ- 
αν δοϑεῖσαν ἄλλην εἰς Ν καὶ ἐπὶ τῆς ΟΜ λαμβάνομεν σημεῖον Ν τοι- 
οὗτον, ὦὧστε ΟΜ. ΟΝ -Ξ κ΄, σταϑερόν. Ποῖος ὁ τόπος τῶν σημείων Ν; 


(λέϑοδοι, 88 67 καὶ 68, 2), 3))}. 
Τόπος 4931--] 


1874, Δοϑέντων σημείου Α, καὶ εὐθείας (ε), φέρομεν διὰ τοῦ Α 
τέμνουσαν ΑΜ τῆς εὐϑείας τυχοῦσαν καὶ λαμβάνομεν ἐπ' αὐτῆς σημεῖον 
Ν τοιοῦτον, ὥστε 

ΑΜ.ΑΝ -- κ Ξ-: 2 ΑΔ", 
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ῦπον Δ ὑ ποὺς τῆς ἐκ τοῦ ἃ καϑέτου ἐπὶ τὴν (ε). Ποῖος ὁ τόπος τῶν 
σημείων Ν; 


Τὸ ἐνδιαφέρον τοῦ προβλήματος τούτου, ἐν σχέσει πρὸς τὸ 
προηγούμενόν του, ἔγκειται εἰς τὴν 

Δ εἰδικὴν τιμὴν τῆς σταθερᾶς κ΄. 
Ἔστω Β τὸ συπμετβικον σημεῖον 
τοῦ Α πρὸς τὴν (ε). ᾽Ο τόπος εἶναι 
ἡ περιφέρεια μὲ διάμετρον ΑΒ. ᾿Εὰἀάν 
ρ εἶναι ἡ ἀπόστασις ΑΔ, θὰ ἔχωμεν 


Ν,» τ", ἘΞΞ- ΑΔ. ΑΒ :ξρ. 2ρΞΞ:2ρ᾽ Ξξ 
ἥν: -- ΔΑ ΔΓ Ξ ΑΓ’ καὶ ΚΟ. ΑΓ. 
7 ὅν Τὰ τρίγωνα ΑΔΜ καὶ ΑΝΒ εἶναι 
ε- ᾿ προφανῶς ὅμοια. Συνεπῶς 
ες Β ΑΜ ΑΔ 


ἊΒ ἊἋΝ 
ἢ ΑΜΟ.ΑΝ-Ξ-αἂ . ΑΒ -- . 


Καὶ ἀπ᾽ εὐθείας δυνάμεθα νὰ 
ἀποδείξωμεν ὅτι 
ΑΜ..ΑΝ-Ξ- ΑΓΞἕΞ-- κ. 
᾿Επειδὴ τὰ τρίγωνα ΑΓΜ, ΑΓΝ ἔχουν τὴν γωνία Α κοινὴν καὶ 


τὰς εἰς Μ καὶ Ν ἴσας, ἀφοῦ τὰ μέτρα τῶν γωνιῶν αὐτῶν εἶναι, 
ἀντιστοίχως 


ς 


"-. 


Ἐ 


Σχ. δτῦ 


ΔΕ τὰς ἣΓ -ιΞ ΑΝ καὶ ἍΝ 3 
2 ἘΣ: 2 
Εἶναι ἄρα ὅμοια καὶ συνεπῶς 
ΑΜμ ΑΓ 


ἌΓ ἊΝ ἢ ΑΜΟ.ΑΝ-Ξ ΑΓὲπ κε. 


Παρατήρφησις. Γραφικῶς, ἀναγνωρίζομεν ἀμέσως ὅτι, εἰς τὴν ἐν- 
διαφέρουσαν ταύτην περίπτωσιν, ἡ περιφέρεια μὲ κέντρον᾽ Α καὶ 
ἀκτῖνα κ τέιινει τὴν εὐθεῖαν (ε) εἰς τρόπον, ὥστε 

ΑΔ -- ΔΓ -- ΔΕ. 


Τὸ ἀνωτέρω ζήτημα εἶναι οὐσιαστικῶς τὸ ἴδιον μὲ τὸ τῆς 58 1294. 
Τόστος 491---]] 


1876. Τωνία ΜΑΝ στρέφεται περὶ τὴν κορυφήν τῆς ἃ διατηροῦσα 
σταϑερὸν μέγεϑος, ἐνῷ τὸ ἄκρον Ν τῆς πλευρᾶς ΑΝ γράφει δοϑεῖσαν 
εὐθεῖαν ἢ περιφέρειαν. Ποῖος ὃ τόπος τοῦ ἄκρου Μ τῆς πλευρᾶς ΑΜ 
ἐὰν τὸ γινόμενον ΑΜ.ΑΝ διατηρεῖ σταϑερὰν πάντοτε τιμὴν κ᾽, ἢ ἐὰν 
ὃ λόγος ΑΜΑΝ εἶναι σταϑερύς ; 


(Βλ. 88 1349 καὶ 1351). 
Τόστος 4831--111 


1876. Διὰ σημείου Δ, εἰς τὸ ἐσωτερικὸν περιφερείας (0), φέρομεν 
τυχοῦσαν χορδὴν ΒΔΓ καὶ κατασκευάζομεν τρίγωνον ὀρθογώνιον ΑΒ ΤΠ, 
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ἔχον ὑποτείνουσαν ΒΓ καὶ κορυφὴν Α προβαλλομένην ἐπ᾽ αὐτῆς εἰς τὸ 
σημεῖον Δ. Ποῖος ὁ τόπος τῆς κορυφῆς ταύτης ; 

Θὰ ἔχωμεν ΑΔ3-- ΒΔ. ΔΓ. 'Επειδὴ τὸ γινόμενον τοῦτο εἶναι 
σταθερὸν διὰ πάσας τὰς διὰ τοῦ Δ χορ- 
δάς, ὁ τόπος τῆς κορυφῆς Α θὰ εἶναι ἡ 
περιφέρεια μὲ κέντρον Δ καὶ ἀκτῖνα 


184. δΓ -- 7ρ"-- 8:. 
Παρατήρησις. Ἢ χορδὴ ΜΝ, κάθετος 


ἐπὶ τὴν διὰ τοῦ Δ διάμετρον, εἶναι ἡ διά- 
μεῖρος τοῦ τόπου᾽ ἐπειδὴ 


ΔΜ2Ξ:Ξ-ΔΕ.ΔΖ-- ΔΒ. ΔΓ. 
Τόστος 491--.}2} 


1977. Διὰ τοῦ ἐσωτερικοῦ κέντρου ὁμοιό- Σ 
᾿ - , - ΕἼ - τ 1- 871. 

τηῖος 1 δύο περιφερειῶν φέρομεν εὐϑεῖαν 
ΒΓΙΓ΄ Β΄. Τὰ Β, Β’ καὶ Γ', Γ΄ εἶναι ὁμόλογα 
σημεῖα ἐνῶ τὰ Β, Γ΄ ἢ Γ᾽, Β΄ ἀντιομόλογα. Ποῖος ὁ τόπος τῆς κορυφῇ: 
Λ τοῦ ὀρθογωνίου τριγώνον ΑΒΓ΄, τοῦ ὁποίου ἣ κορυφὴ ἃ προβάλλε- 
ται ἐπὶ τῆς ὑποτεινούσης εἰς τὸ Ιἴ; 

᾿Ανάλογον πρὸς τὸ προηγούμενον ζήτημα. Ὁ τόπος εἶναι ἡ 
περιφέρεια (1, ΙΑ), ἀφοῦ τὸ γινόμενον [Β. [Γ’ εἶναι σταθερόν, ὡς 
εὐκόλως ἀποδεικνύεται. 


Τόπος 431--Κ 


1978. ᾿ΕἘπὶ τὴν ὑποτείνουσαν ΒΓ ὀρϑογωνίου τριγώνου ΑΒΓ ὑψοῦ- 
μὲν κάϑετον τυχοῦσαν ΔΕΜΖ, τέμνουσαν τὰς 
ΒΓ, ΒΑ, ΓΑ, εἰς τὰ ἀ, Ε, Ζ, ἀντιστοίχως, ση- 
εἴα. Ποῖος ὁ τόπος τοῦ σημείου Μ τῆς εὐϑείας 
ταύτης, τοῦ τοιούτου, ὥστε ΔΜ5 ΞΞ ΔΒ. ΔΖ; 

Ἔκ τῶν ὁμοίων ὀρθογωνίων τριγώνων : 
ΓΔΖ καὶ ΔΒΕ, εὑρίσκομεν 


Ψ 
μ΄ 
“ἰῷ 
᾿ ὺ 
ΓΔ ΔΖ. τ: 
“εὶ -Βκ ᾿ ΔΕ.-.Δ2--δγ. ΔΒ. δ)σν 
Ἑπομένως ΔΜ5--ἡ ΔΒ. ΔΓ 
καὶ ὁ τόπος τοῦ Μ εἶναι ἡ περιφέρεια μὲ διάμετρον ΒΓ, ἡ περιγε- 
γραμμένη εἰς τὸ τρίγωνον ΑΒΓ. 
Τόπος 433 -- ""] 


1879. ᾿ΕἘπὶ καϑέτου ΔΕΖ ἐπὶ εὐθεῖαν δοθεῖσαν ΒΔΓ, λαμβάνομεν 
σημεῖα Ε, Ζ, τοιαῦτα, ὥστε ΔΕ. ΔΖ --- ΔΒ. ΔΙ. Ποῖος ὁ τότος τοῦ ση- 
μείον τομῆς Α τῶν εὐϑειῶν ΒΕ καὶ ΓΖ; 

Τὸ τρίγωνον ΒΑΓ εἶναι ὀρθογώνιον καὶ ὁ τόπος ἡ περιφέρεια 
μὲ διάμετρον ΒΓ, 


Τόπος 491-- ΚΕ 
1880. "Ἐπὶ εὐθείας ΓΒ ὑψοῦμεν κάϑετον ΔΖ, φέρομεν τὴν εὖ- 
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ϑεῖαν ΓΖ καὶ ἐπὶ ταύτης λαμβάνομεν σημεῖον Α, τοιοῦτον ὥστε 
ΓΑ.ΓΖ-:ΞΓΔ.ΓΒ. 
Ποῖος ὁ τόπος τοῦ σημείον τούτου ; 
Εἶναι ἡ περιφέρεια ΒΑΓ, ἡ ἀντίστροφος τῆς εὐθείας ΔΖ. Θὰ 
ἔχωμεν : | 
ΒΕ.ΒΑΞ:ΞΞΒΔ.ΒΓ καὶ ΒΕ.ΑΕ --ΔΕ.ΖΕ (Σχ. 878). 


Τόπος 4382 


1881. Δίδεται τρίγωνον ἰσοσκελὲς ΑΒΓ καὶ ζητεῖται ὁ τόπος τῶν 
ἰων Μ, τῶν ὁποίων τὸ τετράγωνον τῶν ἀποστάσεων ἀπὸ τῆς 
εως εἶναι ἴσον πρὸς τὸ γινόμενον τῶν ἀποστάσεων ἀπὸ τῶν ἴσων 
πλευρῶν τοῦ τριγώνου. 
(Μέϑοδοι, 8. 86). 
Τόσος 438 


1882. Δίδεται τρίγωνον ΑΒΓ. ᾿Επὶ τῆς ἐξωτερικῆς διχοτόμου τῆς 
τωνίας Α, λαμβάνομεν ζεῦγος σημείων Δ, Ζ, τοιούτων, ὥστε 
ΑΔ. ΑΖΞ-Ξ ΑΒ Αγ. 
Ποῖος ὁ τόπος τοῦ σημείου Μ, τομῆς τῶν ΒΔ καὶ ΓΖ εὐϑειῶν; 
Ἔστω ΑΖ. ΑΔΈΞΑΓ.ΑΒ. 


]1η Λύσις. ᾿Εκ τῆς ἀσκήσεως 400 (δ 1298), δυνάμεθα νὰ συμπε- 
ράνωμεν ὅτι ὁ τόπος τῶν σημείων Μ εἶναι 
περιφέρεια διερχομένη διὰ τῶν σημείων 
Β καὶ Γ, ὡς καὶ διὰ τῶν συμμετρικῶν αὐ- 
τῶν Θ, Η πρὸς τὴν ἐσωτερικὴν διχοτόμον 
τῆς γωνίας Α. Ἢ ἀπόδειξις, ἄλλωστε, εἴ- 
ναι πολὺ ἁπλῆ. 


39α Λύσις. ᾽Εκ τῆς ἰσότητος 
ΑΖ.ΑΔΊΞΑΓ ΑΒ 
ἕπεται ἡ ἀναλογία 


ὌΝ ΑΓ. 
Σ.χ, 810 ΑΒ ΑΖ 


εἶναι, ἄρα, τὰ τρίγωνα ΑΔΒ, ΑΓΖ ὅμοια, ὡς ἔχοντα μίαν γωνίαν 
ἴσην καὶ τὰς πλευρὰς αὐτῆς ἀναλόγους. Κατὰ συνέπειαν, 


΄-«ς 


αν ΄ς 
Γ-- Δ, ΖΞ: ΑΒΔ. 


Ἢ γωνία Μ εἶναι παραπληρωματικὴ τῆς Δ-- Ζ καὶ ἴση πρὸς 

τὴν ΒΑΔ, παραπληρωμαιικὴν τῆς Δ- ΑΒΔ. Ὃ ζητούμενος ἐπο- 

ἐνως τόπος εἶναι τὸ ἴς τόξον, τὸ διερχόμενον διὰ τῶν Β, Γ΄ καὶ 
δεχόμενον γωνίαν ἴσην πρὸς ΒΑΔ. 


Παρατήρησις. Ἐὶς τὸν τόπον ἀνήκουν καὶ τὰ σημεῖα Η καὶ Θ. 
᾿Επειδή: 
ἱ γων. ΒΗΓ-- ΓΑΖΞΞ ΒΑΔ-ΞΑΘΓ--μ. 


Τόσοος 434 


1883. 'Ἐκ σημείου δοϑέντος Α φέρομεν τέμνουσαν τυχοῦσαν ΑΒΓ 
δοθείσης περιφερείας (Ο) καὶ ϑεωροῦμεν τὸ σημεῖον τομῆς Μ τῶν ἐφα- 
πτιομένων τῆς περιφερείας εἰς 
τὰ Β καὶ Γ. Τὶς ὁ τόπος τοῦ 
σημείου τούτου ὅταν ἡἧ τέμ- 
γουσα στρέφεται περὶ τὸ Α; 


Ἕστω ΜΡ κάθετος ἐπὶ 
τὴν ΑΟ. Τὰ ὀρθογώνια τρί- 
γων ΟΔΑ, ΟΡΜ εἶναι ὅ- 
σια, ὡς ἔχοντα τὰς εἰς τὸ 

ὀξείας γωνίας ἴσας. Συ- 


νεπῶς: 
ΟΑ ΟΜ 
ὍΔ ΟΡ 


ἢ ΟΑ.ΟΡ-ΟΔ.ΟΜ. (1) 
᾿Επειδὴ ἡ ΟΜ εἶναι κά- 
θετος ἐπὶ τὴν χορδὴν ἐπα- 
φῶν ΒΓ, ἐκ τοῦ ὀρθογω- 
νίου τριγώνου ΟΓΜ θὰ 
ἔχωμεν 
ΟΓΞΞξΟΜ .0 Δ. (2) 
Ἄρα, ἐκ τῶν (1) καὶ (2). 


Έ 
ΟΑ.ΟΡ-ΞΟΓ-: ἢ ΟΡ-- Β, Ξ- μῆκος σταθ., 


καὶ ὁ τόπος τῶν σημείων Μ εἶναι ἡ κάθετος ἐπὶ τὴν ΟΒ εἰς τὸ 
σημεῖον αὐτῆς Ρ, ἀπέχον τοῦ 
3 

Ο ἀπόστασιν ΟΡ -Ξ δα 

Παρατηρήσεις. 1 Ὑπὸ τὴν 
ἀνωτάρω διατύπωσιν τοῦ προ- 
βλήματος, τὸ ἐσωτερικὸν τῆς 
περιφερείας τμῆμα [ί τῆς εὐ- 
θείας ΜΡ δὲν ἀνήκει προφα- 
νῶς εἰς τὸν τόπον ἤ, τοὐλά- 
χισῖτον, δὲν ἀντιστοιχεῖ εἰς 
σημεῖα τομῆς πραγματικῶν 
ἐφαπτομένων. Ὑπάρχει ὅμως 
ενικωτέρα διατύπωσις αὐτοῦ 
Ὁ., αϑ 802) συμφώνως πρὸς 
τὴν ὁποίαν ὁ τόπος ἀποτελεῖ- 
ται ἐκ πάντων τῶν σημείων 
τῆς ἐν λόγῳ εὐθείας. 

2) ᾿Εὰν τὸ σημεῖον Α εἴ- 
ναι ἐσωτερικὸν τῆς περιφερείας ἡ εὐθεῖα τῶν σημείων Μ εἶναι 
ἐξωτερικὴ αὐτῆς (Σχ. 981). 


᾿Αντίστροφον Θεώρημα 484--1 


1984. Δοϑεισῶν περιφερείας (Ὁ, 9) καὶ εὐϑείας (ε), αἱ χορδαὶ τῶν 
ἐπαφῶν τῶν ἐκ τῶν σημείων Μ τῆς εὐθείας ἀγομένων ἐφαπτομένων τῆς 


Σὰ. 831. 
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περιφερείας (Ο) διέρχονται διὰ σταϑερυῦ σημείου Α. Τὸ σημεῖον τοῦτο 
εὑρίσχεται ἐπὶ τῆς καϑέτον ΟΡ ἐκ τοῦ κέντρου Ο ἐπὶ τὴν εὐθεῖαν καὶ 


ἘΈΞΞΒῚ 
ον ᾿- (Σχ. 880, 881). 


'ὙὙπενθυμίζομεν ὅτι, ἀναφορικῶς πρὸς τὴν περιφέρειαν (0), τὸ 
σημεῖον Α εἷναι ὁ πόλος τῆς εὐθείας (ε), αὕτη δὲ ἡ πολικὴ εὐθεῖα 
τοῦ Α. ᾽Εὰν τὸ σημεῖον Α εἶναι ἐξωτερικὸν τῆς περιφερείας, τὸ 
σημεῖον Ρ' εἶναι ἐσωτερικὸν αὐτῆς καὶ ἀντιστρόφως. 

Αἱ πολικαὶ εὐθεῖαι τῶν σημείων τῆς περιφερείας εἶναι αἱ ἐφα- 
πτόμρεναι αὐτῆς εἰς τὰ σημεῖα ταῦτα. 


1985. αρατήρησις. Τοῦ ἀνωτέρου ϑεωρήματος (5) ὁ Μοημε 
ἔδωσε μίαν πολὺ ἁπλῆν ἀπόδειξιν, βασιζομένην ἐπὶ τῆς χρήσεως 
βοηϑητικῶν στερεῶν (8 169): 

Θεωρήσωμεν τὴν σφαῖραν (Σ) τὴν διερχομένην διὰ τῆς δοθείσης 
περιφερείας καὶ ἔχουσαν αὐτὴν μέγιστον κύκλον. ᾿Επειδὴ ἡ χορδὴ 
τῶν ἐπαφῶν ΒΓ τῶν ἐκ τοῦ τυχόντος σημείου Μ τῆς εὐθείας (ε) 
ἀγομένων ἐφαπτομένων πρὸς τὴν περιφέρειαν (Ο), ἀνήκει προφα- 
νῶς εἰς τὸ ἐπίπεδον τῆς περιφερείας (μ), καθ᾽ ἣν ὁ κῶνος τῶν ἐκ 
τοῦ Μ ἐφαπτομένων τῆς σφαίρας (Σ) ἐφάπτεται αὐτῆς, ἕν δὲ 
ζεῦγος τῶν ἐφαπτομένων τούτων ἀνήκει ἐπίσης καὶ εἰς τὸ ζεῦγος 
τῶν ἐφαπτομένων ἐπιπέδων τῆς (Σ), τῶν ἀγομένων διὰ τῆς (ε) 
(μία ἐφ᾽ ἑκάστου), γίνεται φανερὸν ὅτι πᾶσαι αἱ περιφέρειαι () 
διέρχονται διὰ τῶν δύο σημείων Χ, Υ, εἰς ἃ τὰ ἐφαπτόμενα ταῦτα 
ἐπίπεδα ἐφάπτονται τῆς σφαίρας. 

Ἢ εὐθεῖα αὕτη ΧΥ (93) εἶναι κάθετος ἐπὶ τὸ ἐπίπ:δον (Π) τῆς 
περιφερείας (Ο) εἰς σημεῖον αὐτοῦ Α. Καὶ ἐπειδὴ αἱ εὐθεῖαι ΒΓ 
ἀνήκουσιν καὶ εἰς τὸ (Π) καὶ εἰς τὰ διάφορα ἐπίπεδα (μ), ἔπεται 
ἀναγκαίως ὅτι θὰ διέρχων- 
ται πᾶσαι διὰ τοῦ σηιείου 
τούτου Α. 


Τόπος 4985 


1886. Ποῖος ὁ τόπος τοῦ 
μέσου Μ τῆς ὑποτεινούσης ΒΓ 
ὀρϑογωνίου τριγώνου ΑΒΓ, 
τοῦ ὁποίου ἡ κορυφὴ Α εἶναι 
σταϑερὸν σημεῖον αἱ δὲ 
χαὶ Γ μεταβλητὰ ἐπὶ δοϑεί- 
σης περιφερείας (0); 


Ως εἴδομεν εἰς τὸ θεώ- 
ρημα τῆς 8 749 τοῦ [! Βι- 
βλίου, ὁ τόπος εἶναι πέρι- 
φέρεια μὲ κέντρον τὸ μέσον 
2 τῆς ΑΟ καὶ ἀκτῖνα τὴν 
ἀπόστασιν τοῦ Ζ ἀπὸ τοῦτυ- 
χόντος σημείου Μ τοῦτόπου. 


ἊΨ Ο 
εἰς ἀπόστασιν ΟΑ ἴσην πρὸς - 


81, Σημ. μξτ. Κα' εἰς τὴν περίπτωσιν. καθ᾽ ἣν ἡ εὐθεῖα (4) εἶναι 
ἐξωτεριχκὴ τῆς περιφερείας (0). 

85. Σμ. μετ. Καλουμένη ἀνείστοοφος πολικὴ τῆς εὐθείας (ε) πρὸς 
τὴν σφαῖραν (Σ). 
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Δυνάμεθα ἐν τούτοις νὰ ἀνεύρωμεν ἀπ᾽ εὐθείας τὸν τόπον 
τοῦτον καὶ νὰ δώσωμεν οὕτω μίαν νέαν ἀπόδειξιν τοῦ προανα- 
φερθέντος θεωρήματος. 

Εἰς τὸ ὀρθογώνιον πτησριι: ΒΑΓ, ἡ διάμεσος ΑΜ εἶναι ἴση 
πρὸς ΜΓ’ ἀφ᾽ ἑτέρου ΟΜ᾽Ρ ἘΜΓΡτερ᾽ ἢ ΑΜ -ἘΟΜῆξερῃ. Ὁ 
τόπος, ἑπομένως, τῶν σημείων Μ εἶναι ὁ ἴδιος μὲ τὸν τόπον τῶν 
σημείων, τῶν ὁποίων τὸ ἄθροισμα τῶν τετραγώνων τῶν ἀποστάσεων 
ἀπὸ τὰ σταθερὰ σημεῖα Α καὶ Ο εἶναι σταθερὸς ρ"᾽. Εἶναι δηλ, 
ἡ περιφέρεια μὲ κέντρον τὸ μέσον Ζ τῆς ΑΟ καὶ ἀκτῖνα Δ (ὑπο- 
λογιξομένην ἐκ τοῦ θεωρήματος τῆς διαμέσου) ἴσην πρὸς 


ἈΈΞΟΥ 2.5.9 Ὸ 


(5 69 καὶ ἐπμ. 8 1394), 
Τόπος 498 --ἰ 


1887: Εϊῤς τὸ ἴδιον τρίγωνον ΑΒ!" (Σχ. 882), ποῖος ὁ τόπος τῆς προ- 
βυλῆς Δ τῆς κορυφῆς Α ἐπὶ τὴν ὑποτείνουσαν ; 

Γνωρίζομεν (8 749), ὅτι ὁ τόπος «εἶναι ἡ ἰδία πρὸς τὴν προη- 
γουμένην περιφέρεια. Καὶ ἀκ τοῦ σχήματος ἄλλωστε φαίνεται ὅτι 
ΖΔ Ξ--λ' ἐπειδὴ ἡ κάθετος ΖΡ ἐπὶ τὴν ΔΙΛ διέρχεται διὰ τοῦ μέ- 
σου τῆς ΜΔ καὶ ΖΔ--ΖΜμωοελ. ἡ 


Τόστοος 435--1] 


1888. Ἑΐς τὸ ἴδιον ζήτημα, ποῖος ὁ τόπος τῆς κορυφῆς Εἰ τοῦ ὀρθο- 
γωνίον ΑΒΕΓ; 


ΑΕ τ- αμ, ΑΟ-:2 ΑΖ. 


ἼΑρα, ΟΕ --- 22ΖΜ -Ξ2λ καὶ ὁ ζητούμενος τόπος εἶναι ἡ περι- 
φέρεια (0, 2λ). 

Ἔκ τῶν προηγουμένων δυνάμεθα νὰ πορισθῶμεν καὶ τὰ ἀκό- 
λουθα θεωρήματα: 


Θεωρήματα 49686--11] 


1889. Διὰ τῶν χορνφῶν τετραπλεύρου ἐγγεγραμμένου ΒΓΒ΄ Γ΄ καὶ 
τοῦ ὁποίου αἱ διαγώνιοι τέμνονται καϑέτως, φέρομεν παραλλήλους πρὸς 
τὰς διαγωνίους ταύτας. Αἱ κορνφαὶ τοῦ οὕτω σχηματιζομένου ὑρϑογω- 
νίου εὑρίσκονται ἐπὶ περιφερείας ὁμοκέντρου πρὸς τὴν ΒΓΒ Τ΄. 


"Ἐπειδὴ αἱ κορυφαὶ τοῦ ὀρθογωνίου αὐτοῦ εἶναι τὰ σημεῖα Ε 
τοῦ προηγουμένου ζητήματος (Σχ. 882). 
. 1890, Ὑὸ ὀρϑογώνιον τοῦτο ἀποκτᾶ μέγιστον ἐμβαδὸν ὅταν αἱ δια- 
γώνιοι ΒΒ’, ΓΙ ΄ εἶναι ἴσαι πρὸς ἀλλήλας. 
Σχηματίζουν τότε πρὸς τὴν ΟΑ γωνίας 459, 


,.1991. Τὰ τετράπλευρα ΒΓΒ Γ΄, τὰ προκύπτοντα διὰ στροφῆς τοῦ 
ζεύγους τῶν χαϑέτων εὐθειῶν ΒΒ΄, ΓΓ΄ περὶ τὸ σημεῖον Α, ἔχουν 
πάντα τὸ αὐτὸ χέντρον βάρους. 
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Τοῦτο εὑρίσκεται εἰς τὸ τρίτον τῆς ΟΑ ἀπὸ τοῦ κέντρου Ο. 
(. Μ. Ε΄, 1881, σ. 236, πο 6' 1879, σ. 365, σημείωσις ὑπὸ Ε. Μαεαϊὶ- 


109 126), 
Τόπος 496--}}' 


1392. Ἐὶς τὸ ἴδιον ζήτημα καὶ σχῆμα (8 1886, σχ. 883), ποῖος ὁ 
τόπος τοῦ κοινοῦ σημείου Ν τῶν ἐφαπτομένων εἰς τὰ Β καὶ Γ᾽ τῆς πε- 
οιφερείας (Ο); 

Ἔκ τοῦ ὀρθογωνίου τριγώνου ΟΓΝ, λαμβάνομεν 

ΟΜ .ΟΝ -Ξ-Ξ ΟΓ8 Ξ-ρϑ. 

Ὃ τόπος, ἑπομένως, τῶν σημείων Ν εἶναι ἡ ἀντίστροφος πε- 
ριφέρεια τῆς (Ζ, λ) ἐν τῇ ἀντιστροφῇ μὲ πόλον Ο καὶ δύνα- 
μιν κ᾿ Ξε ρ5. 

Τὸ τετράπλευρον ΗΚΛΝ τῶν ἐφαπτομένων εἰς τὰς κορυφὰς 
τοῦ ὀρθοδιαγωνίου τετραπλεύρου ΒΓΒΓ΄ εἶναι ἐγγράψιμον, αἱ δὲ 
διαγώνιοί του διέρχονται διὰ τοῦ σημείου Α (8 1274). 


Τόστος 4386 


1593. Ποῖος ὁ τόπος τῶν σημείων, τῶν ὁποίων τὸ ἄϑροισμα τῶν 
τετραγώνων τῶν ἀποστάσεων ἀπὸ δύο εὐθειῶν ὀοθογωνίων ἰσοῦται πρὸς 
δοϑὲν τετράγωνον ἱεἷ; 

(Μέϑοδοι, 8. 72}. 

Τόστος 437 


1994. Ποῖος ὁ τόπος τῶν σημείων, τῶν ὁποίων τὸ ἄθροισμα τῶν τε- 
τραγώνων τῶν ἀποστάσεων ἀπὸ δύο δοϑέντων σημείων ἰσοῦται πρὸς δο- 
ϑὲν τετράγωνον Κῆ; 

(Μέϑοδοι, 8 69). 


Διὰ τὴν διαφορὰν τῶν τετραγώνων, βλ. δ 1397. 
Τόπος 497 -- 
1396. Δίδονται δύο σημεῖα Α καὶ Β. Ποῖος ὁ τόπος τῶν σημείων 
Γ, τῶν τοιούτων, ὥστε 2ΑΓ" -᾿- ΒΓ" ΞΞ κ; 


Ἕστω Γ τυχὸν σημεῖον τοῦ τόπου καὶ Ο 
εἶον τῆς εὐθείας ΑΒ. Ἔκ τῶν τριγώνων 


οημεῖον 
ΑΟΓ καὶ ΒΟΓ εὑρίσκομεν 
ΓΑ Ξ ΓΟ -ΟΑΡἜΖ2ΖΟΑ.ΟΔ (1) 
Ἔ ΓΒ' --ΓΟ" - ΟΒ'" -,20Β.0Δ- (2) 
ἄρα καὶ 
᾿Ξ 2 ΓΑ Ἐ ΓΒ ΞΞΖΟΑΡῬΕΟΒΞ- 
Ἔ 3 ΓΟ" .- 20Δ.(20Α -- ΟΒ). (3) 
᾿Εὰν τὸ οημεῖον Ο ἐκλεγῇ ἐπὶ τῆς ΑΒ εἰς τρόπον, ὥστε 
20Α -- ΟΒ, δηλ. εἰς θέσιν τοιαύτην, ὥστε 


δ 2ὃ 


»Γ----τττϑϑ 55 


:»ὕ 
1 
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ὁ τέταρτος ὅρος τοῦ δευτέρου μέλους τῆς ἰσότητος (3) μηδενίζε- 
ται καὶ θὰ ἔχωμεν 


τς ---.»ε»Κ3 
γον... 20Α"ΈΟΒ'-- τ 919" 
τὴς τὴς τὸ τιν 1. ΄--.ἔ͵8ῸΟ τ τς 3 " 
Ξε 55 95 Ξ-- σταθερὰ ποσότης. 


Ὃ τόπος, ἑπομένως, τῶν σημείων Γ θὰ εἶναι ἡ περιφέρεια μὲ 
κέντρον Ο καὶ ἀκτῖνα 


ι ΚΞΝ 3 
γο--Ξ 3κ τυ ; 


Τόσπος 497--11 


1906. (Γενίκευσις τοῦ προηγουμένου). Δίδονται δύο σημεῖα Α καὶ Β. 
Ποῖος ὃ τόπος τῶν σημείων Γ᾽, τῶν τοιούτων, ὥστε μΑΓ" -} ΥΒΓ" ΞΞ κῖ"; 

Κατ’ ἐπέκτασιν τοῦ προηγουμένον ζητήματος καὶ κατ᾽ ἀναλογίαν, ἃς 
διαιρέσωμεν τὸ τμῆμα ΑΒ εἰς μέρη ἀντιστρόφως ἀνάλογα τῶν ἀριϑμῶν 
μ καὶ ν: 

νδ μδ 
ΟΑ------- , ΟΒ-Ξ . 
μ-τν μν 

Πολλαπλασιάζοντες τὰ μέλη τῶν προηγουμένων (1) καὶ (2) 

ἰσοτήτων ἐπὶ μ καὶ ν ἀντιστοίχως καὶ προσθέτοντες, εὑρίσκομεν 


3 δι. .. νί(μ -Ἡ νὴ) δ᾽ ΕῚ 
"ΓΑ ἜνΓΒΡ τε κῆ τε ἔπ δ υτ- Ἐ(μ:Ἐν) ΓΟ". 


Εἶναι, ἑπομένως, ὁ τόπος τῶν σημείων Γ ἡ περιφέρεια μὲ κέν- 
τρον τὸ σημεῖον Ο καὶ ἀκτῖνα 


8 
' μ-ν (μ-Ἐ ν} 
Παρατήρησις. Οἱ δύο ἀνωτέρω τόποι εἶναι ἐφαρμογαὶ τοῦ Θεω- 
ρήματος τοῦ ϑίενατι (8 1173). 


Τόστος 497..11] 


1897. Τόπος τῶν σημείων Γ τῶν ὁποίων ἣ διαφορὰ τῶν τετραγώ- 
νῶν τῶν ἀποστάσεων ἀπὸ δύο δοϑέντων σημείων ᾿ 
εἶναι δοϑὲν τετράγωνον ἢ. 


(Μέδοδοι, 8. 71). 


1897 α. Παρατηρήσεις. 1) Διὰ τὸ τυχὸν ση- 
μεῖον ἢ τῆς (μιᾶς ἐκ τῶν δύο εὐθειῶν τοῦ 
τόπου) ΜΝ, θὰ ἔχωμεν 


ΗΒ’ -- ΗΑϑ -- ΓΒ’ -- ΓΑ’ -- αϑ -- β’. 


2) ᾽Εκ τῆς προηγουμένης παρατηρήσεως 
ὀδηγούμεθα εἰς μίαν πολὺ κομψὴν ἀπόδειξιν. 
τοῦ γνωστοῦ θεωρήματος : Τὰ ὕψη παντὸς; τοι- 
γώνονυ διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου. 
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"Ἔστω πράγματι Η τὸ σηυεῖον τομῆς δύο ὑψῶν ΑΔ, ΒΕ: θὰ 


ἔχωμεν: 
π ΗΒ3 -- ΗΓ5 -Ξ γ᾽ -- β', 
Γ ΗΓΞἕ -- ΗΑΞ -Ξ- αϑ -- γ', 
“ ἄρα καὶ 
Ὗᾳ | ΗΒ -- ΗΑ: ΞΞ α -- β'. 
“ἧς ἱ Ε Δηλ. τὸ σημεῖον ΗἩ ἀνήκει εἰς τὸ 


τρίτον ὕψος ΓΖ. 


ἠ: 
΄ ΕΝ Τόσος 438 


1 ν Ζ Α 1898. Ποῖος ὁ τόκος τῶν σημείων ἐκ 
τῶν ὁποίων ἄγονται ἴσαι ἐφαπτόμεναι 
πρὸ δύο δοϑείσας περιφερείας (Α) καὶ (Β); 


"Ἔστω Μ σημεῖον ἐξ οὗ αἱ ἐφαπτόμεναι ΜΓ, ΜΔ εἶναι ἴσαι. 
Ἔκ τῶν ὀρθογωνίων τριγώνων ΜΑΓ, ΜΒΔ, λαμβάνομεν: 


ΜΑϑτ- ΜΓ -Ἐρῦ, ΜΒ8Ῥ -- ΜΔ -Ἐρ’ 
καὶ ΜΑΣ -- ΜΒϑ -- ρ5-- ρ΄", σταθερὰ ποσότης. 


Σχ. δῦ, 


ὋὉ ζητούμενος τόπος ἑπομένως συμπίπτει πρὸς ἐκεῖνον τῶν ση- 
«δίων τῶν ὁποίων ἡ διαφορὰ τῶν τετραγώνων τῶν ἀποστάσεων ἀπὸ τῶν 
σημείων Α καὶ Β ἔχει ὡρισμένην τιμὴν ρ -- ρ΄», 

Ὃ τόπος οὗτος εἶναι εὐθεῖα κάθετος ἐπὶ τὴν διάκεντρον ΑΒ 
εἰς σημεῖον Ε αὐτῆς, ὁριζόμενον ὑπὸ τῆς σχέσεως 


ρ᾽ -- ρ5-- ΑΕ’.-- ΕΒΥ -Ξ- [ΙΕᾺ -Ἐ ΕΒ) (ΕΑ -- ΕΒ), 


ὄπ τὸν 3. .2 
ἢ τῆς ΕΑ -- ΕΒ -- ἔκ ΓεΒ᾽ (88 71 καὶ 1397) 


673 


Παρατηρήσεις. 1) Ἢ εὐθεῖα ΜΕΝ εἶναι ὁ ριζικὰς ἄξων τῶν δύο 
ἀν την (88 1264, 1265 καὶ ἰδίως 1265 α). 

2) Ἧ εὐθεῖα αὕτη διέρχεται διὰ τοῦ μέσου Λ τῆς κοινῆς ἐφα- 
πτομένης τῶν περιφερειῶν ΙΙίΚ. ᾿Απέχει ἴσον, ἑπομένως, τῶν πολι- 
κῶν Ρ], ΠΚ τοῦ ἐξωτερικοῦ κέντρου ὁμοιότητος Σ πρὸς τὰς δύο 
περιφερείας. ᾽Ομοίως, ἴσον ἀπέχει τῶν πολικῶν τοῦ ἐσωτερικοῦ 
κέντρου ὁμοιότητος τῶν δοθεισῶν περιφερειῶν. 

3) Διὰ πᾶν σημεῖον Ν᾿ τοῦ ριζικοῦ ἄξονος, αἱ τέσσαρες ἐξ αὐ- 
τοῦ ἐφαπτόμεναι πρὸς τὰς περιφερείας εἶναι ἴσαι. 

4) Ὃ ροιζξικὸς ἄξων εἶναι ὁ τόπος τῶν κέντρων τῶν περιφερειῶν τῶν 
τεμνουσῶν ὀρϑογωνίως τὰς δοθείσας περιφερείας, ἐπειδὴ ἡ μὲ κέντρον 
τυχὸν σημεῖον Μ τοῦ ἄξονος τούτου καὶ ἀκτῖνα ΜΓ ἀρ ϑὼς 
τέμνει ὀρθογωνίως τὰς περιφερείας μὲ ἀκτῖνας ΑΓ καὶ ΒΔ. 

Σημείωσις. .'Ο συγγραφεὺς τῶν ῥγοὐίότιο8 αἀα δοπιόίνιο εἰ ἀος 1}γ- 
σοπογπόίγιο, αὐτὲς ἰα πιέϊβοαε ἁ 9μΐτγε ρομῦ' ἰα γνέδοίμίϊοτι ἀες Ῥγοδίδ- 
γὲβ ἀθ (έοτηθίγίο, οἰ ἰ65 βοϊμίΐοτϑ, Οεοτγροβ Εἰ, ὀνομάζει τὸν οιζικὸν 
ἄξονα καὶ δισομόλογον, πρὸς ὑπόμνησιν τῆς ἰδιότητος αὐτοῦ νὰ εἶναι 
ὁμόλογος πρὸς ἑαυτόν. (Ὡς ἄνω, 9η ἔκδοσις, 1894, σ. 47). 


Τόσοος 498--] 


1899. Ποῖος ὁ τόπος τῶν οημείων, τῶν ὑποίων ἡ διαφορὰ τῶν τε- 
τραγώνων τῶν ἐξ αὐτῶν ἀγομένων ἐφαπτομένων πρὸς δύο περιφερείας 
εἶναι σταϑερὰ ποσότης ["; 

"Ἔστω Μ σημεῖον τοῦ τόπου καὶ ΜΓ’ -- ΜΔ-- κ'. Θὰ ἔχω- 
μεν (σχ. 886): 

ΜΑ23.-- ρ -- (ΜΒ2.-- ρ΄) κ᾿ 
ἣ ΙΛΑΞ -- ΜΒ κ' -Ἐ ρϑ --- ρ΄ ΞΞ σταθ. 


ὋὉ τόπος ἑπομένως τῶν σημείων Μ εἶναι εὐθεῖα κάθετος ἐπὶ 
τὴν ΑΒ (δ 71). 
Τόστος 499 


1400. Δίδεται σημεῖον Δ εἰς τὸ ἐσωτερικὸν περιφερείας (Ο). Ποῖος 
ὁ τόπος τῶν σημείων Μ, δι᾽ ἕκαστον τῶν 
ὁποίων ἡ ἀπόστασίς του ἀπὸ τοῦ σημείου ἃ 
εἶναι ἴση πρὸς τὸ μῆκος τῆς ἐξ αὐτοῦ ἀγομέ- Ν 
νης πρὸς τὴν περιφέρειαν ἐφαπτομένης ; Ζ. 


Ἔστω Μ σημεῖον τοῦ τόπου καὶ 
ΜΔ ΞξΞ ΜΤ. '᾿Εὰάν Γ εἶναι ἡ προβολὴ αὐτοῦ 
ἐπὶ τὴν διάμετρον ΟΔ, θὰ ἔχωμεν : 


ΜΔ3-- ΜΤῈ-- ΜΟϑἝϑ .---εὶ 
καὶ ΜΔ .- ΜΓΞ- ΜΟ:-. - ΜΓ:-- Ἀ3 
ἣ ΔΙΓ᾿-Ξ ΟΓΞ .-- κ59. 
᾿Αλλ' εἶναι ΟΓ -- κ9-- ΓΒ. ΓΑ, Σχ. 881. 


καί, ἑπομένως, ὁ ζητούμενος ᾿τόπος εἶναι 
ἡ κάθετος ΜΓ ἐπὶ τὴν ΟΔ, εἰς οημεῖον Γ᾽ αὐτῆς, τοιοῦτον, ὥστε 


ΓΛΈΞΞΓΒ. ΓᾺ. 
] εωμετρία 19 
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Τόσος 440 


1401. ΤΙοῖος ὃ τόπος τῶν κέντρων τῶν περιφερειῶν, τῶν τεμνουσῶν 
δύο δοθείσας ἄλλας κατὰ διαμέτρους ; (δ. Α.., 1846, σ. 532 καὶ Ρτο- 
δὰ ὑπὸ Απιῖοΐῖ εἰ 
Πεϑνίκηορϑ, σ. 285, τ. ΚἼ1). 


Ἔστωσαν ΟΑ -Ξ α, 
ΟΒ -Ξβ, αἱ ἀποστάσεις 
τοῦ τυχόντος σημείου Ο 
τοῦ τόπου ἀπὸ τῶν κέν- 
τρῶν Α καὶ Β καὶ γ. ὃ 
αἱ ἀκτῖνες ΒΔ, ΑΓ. ἜἘ- 
πειδή : 


αϑ -- γ᾽ Ξ--Ξ- β3 ἜἝ δ: 

ἢ Ὁ" ΞΞΕΕ δ: -:-: β᾽ ΚΈΞΞΕ αιΞ 
καὶ β᾽--αὐ-Ξ ΒΡ5- ΑΡ"͵ 
(8 1397, α) 

ὁ ἐπτούμενοι τόπος εἶναι. ἡ κάθετος ἐπὶ τὴν εὐθεῖαν ΑΒ εἰς ση- 
μεῖον αὐτῆς Ῥ τοιοῦτον, ὥστε 
ΒΡΞ.--- ΑΡΆ-- 9 .-- δ᾽. 


Παρατήρησις, Εἰς τὴν μεγαλυτέραν ἀκτῖνα γ ἀντιστοιχεῖ ἡ μι- 
κροτέρα ἀπόστασις ΑΡ’ ὁ τόπος, ἑπομένως, εἶναι ὁ ριζικὸς ἄξων 
τῶν περιφερειῶν ΒΓ΄, ΑΔ΄, ἴσων πρὸς τὰς (Α) καὶ (Β) ἀντιστοίχως. 


Τόσεοος 440-- 


1402. Νὰ εὑρεϑῇ ὁ τόπος τῶν κέντρων Ο τῶν περιφερειῶν, τῶν 
τεμνουσῶν δοθεῖσαν περιφέρειαν 
(4) κατὰ διάμετρον καὶ ἄλλην 
(Β) δοθογωνίως. 
᾿Επειδὴ ΟΓ --ΞΟΔ, θὰ ἔ-᾿ 
χωμεν 
ΟΒΞ -- δ8᾽-- ΟΟΑ! -ἰ γ᾽ 
ἢ ΟΒΞ --- ΟΑΞ -Ξ 8Ῥ-- γ᾽ΞΞσταθ. 
ὋὉ τόπος, συνεπῶς, εἶναι ἡ 
κάθετος ΟΡ ἐπὶ τὴν ΑΒ εἰς 
σημεῖον Ῥ αὐτῆς τοιοῦτον, 
Σχ. 889 ὥστε 
: ΡΒ’---ΡΑ’-- δ᾽ -γη. (Ἰί 
Ἢ κατασκευὴ τοῦ τόπου προὐποθέτει φυσικὰ τὴν γνῶσιν τῆς 
λύσεως τοῦ προβλήματος: 
Νὰ διαιρεϑῇ εὐθεῖα ΑΒ εἰς δύο μέρη, τῶν ὅποίων ἣ διαφηοὶ τῶν τε- 
τραγώνων νὰ δἶναι δοθὲν τετράγωνον (δ 1429). 


Εἰδικαὶ περιπτώσεις 


1408, Ἰόπος τῶν κέντρων τῶν περιφερειῶν, τῶν διερχομένων διὰ 
σημείον Β καὶ τεμνουσῶν περιφέρειαν (Α) κατὰ διάμετρον. 
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Εἶναι η περι πτῶσις τῆς 8 402, ἀλλ᾽ ὅπου δ-ΞΟ. Ὁ τόπος 
εἶναι πάλιν εὐθεῖα κάθετος ἐπὶ τὴν ΑΒ. 


1404. Τόπος τῶν κέντρων τῶν περιφερειῶν, τῶν τεμνουσῶν ὀρϑυ- 
γωνίως περιφέρειαν (Β) καὶ διερχομένων διὰ σημείου Α. 


Ἡ ἰδία περίπτωσις, ἀλλ᾽ ὅπου γ-Ξ0. 


1404α. Σημείωσις. Τὰ προηγούμενα θεωρήματα (85 1398, 140] 
καὶ 1402) εὐκολύνουν τὴν λύσιν μεγάλου ἀριθμοῦ εἰδικῶν προ- 
βλημάτων. Διὰ τοῦ πρώτου, (8 1398), ἀγόμεθα εἰς τὴν κατασκευὴν 
περιφερείας τεμνούσης ὀρθογωνίως τρεῖς ἄλλας δοθείσας καὶ διὰ 
τοῦ δευτέρου, εἰς τὴν κατασκευὴν περιφερείας τεμνούσης κατὰ 
διαμέτρους αὐτάς. (Βλ. ἐπμ. 88 1478 -- 1488). 


Τόστος 440 ---11 


1404β. Ποῖος ὁ τόπος τῶν σημείων διὰ τὰ ὁποῖα αἱ εὐθεῖαι, αἱ 
συνδέουσαι αὐτὰ μετὰ τῶν κορυφῶν δοϑέντος ἰσοπλεύρου τριγώνον 
ΑΒΓ, δρίζουν, διὰ τῶν τομῶν τῶν μετὰ τῶν ἀπέναντι πλευρῶν, ξξ τμή- 
ματα ἐπ᾽ αὐτῶν τοιαῦτα, ὦστε τὸ γινόμενον τριῶν μὴ διαδοχικῶν νὰ 
εἶναι ἴσον πρὸς τὸν κύβον τῆς πλευρᾶς τοῦ τριγώνου ! 


Εῖναι ἡ πέρην Ὑραιυμενῃ εἰς τὸ τρίγωνον περιφέρεια. (1. Ἡ. Ε.. 
1884, σ. 210 καὶ 211. --- (ἷι. Πεοτὶ σητσ). 


Τόπος 441 


1406. Ποῖος ὁ τόπος τῶν σημείων, τῶν ὁποίων τὸ ἄϑροισμα τῶν 
τετραγώνων τῶν ἀποστάσεών των ἀπὸ τὰς χορυφὰς δοϑέντος κανονιχοῦ 
πολνγώνον εἶναι ἴσον πρὸς δοθὲν τετράγωνον Κ᾽; 


Ἢ δυσκολωτέρα περιπτῶσις εἶναι ἀκείνη τοῦ κανονικοῦ πολυ- 
γώνου μὲ περιττὸν πλῆθος πλευρῶν. 
Καὶ ἐπειδὴ ἡ ἀπόδειξις παραμένει ἡ 
ἰδία, οἱονδήποτε καὶ ἂν εἶναι τὸ πλῆ- 
θος τοῦτο, ἂς περιορισθῶμεν εἰς τὴν 
περίπτωσιν τοῦ ἰσοπλεύρου τριγώνου. 
Ἕστω Μ σημεῖον τοῦ τόπου, α ἡ 
ἀκτὶς τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας 
καὶ εἰ ἡ ἀπόστασις ΟΜ. “Εστωσαν δὲ 
Δ, Ε, 2 αἱ προβολαὶ τῶν κορυφῶν Α, 
Β, Γ ἐπὶ εὐθεῖαν κάθετον ἐπὶ τὴν ΟΜ. 
Τὰ θεωρήματα, τὰ σχετικὰ πρὸς τὸ 
τετράγωνον πλευρᾶς κειμένης ἀπέναντι 
ὀξείας ἢ ἀμβλείας γωνίας τριγώνου, : 
ὟΝ μη γητϑα εἰς τὰ τρίγωνα ΑΟΜ, ἢ 
ΒΟΜ, ΓΟΜ, δίδουν τὰς ἰσότητας : Σχ. θ00. 
ΑΜλ-Ξ α -ἘμῇΡ -- 2. ΑΔ, 
(ἐπειδὴ ΑΔ .εῖἶναι ἴση πρὸς τὴν προβολὴν ἐπὶ τὴν μ τῆς ΟΑ.) 
᾿Αναλόγως : ΜΒ5Υϑ-- α᾽ Ἐμ'-Ἐ2μ.ΒΕ, 
ΜΙΓ᾿- αἰ -Ἐμ' ---;:μ.ΓΖ. 
Διὰ προσθέσεως αὐτῶν κατὰ μέλη χαμβάνομεν 


ΜΑ"- ΜΒ'-ἘΜΓητ κ'τ-- 3." 3 μήτ 2μ(ΒΕ - ΓΖ -- ΑΔ). 
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᾿Επειδὴ δὲ διὰ τυχόντα ἄξονα ΔΕΖ (8 750), ἀγόμενον διὰ τοῦ. 
κέντρου τῶν μέσων ἀποστάσεων τῶν κορυφῶν πολυγώνου, τὸ 
ἄθροισμα τῶν ἀποστάσεων ἀπ᾽ αὐτοῦ τῶν κορυφῶν τῶν εὑρισκο- 
μένων πρὸς τὸ ἕν μέρος τοῦ ἀπιπέδου ὡς πρὸς τὴν εὐθεῖαν ταύ- 
την, ἰσοῦται πρὸς τὸ ἄθροισμα τῶν ἀποοτάσεων τῶν ἄλλων κο- 
ρυφῶν, ἡ ἀντὸς τῆς παρενθέσεως ποσότης εἶναι ἴση πρὸς τὸ μη- 
ἂν καὶ κατὰ συνέπειαν 


.Ἀ , 
κ᾽ ΞΞ 3 α" ἘΠ3μ ἢ μ᾽ -Ξ δ -- α', ποσότης σταθερά. 
Εἶναι δηλ. ὁ τόπος τῶν σημείων Μ ἡ περιφέρεια μὲ κέντρον Ο 
καὶ ἀκτῖνα μ ΒΝ (Ξ - α"). 


Τόσεος 441-- 


1406. Ποῖος ὁ τόπος τῶν σημείων τῶν ὁποίων τὸ ἄϑροισμα τῶν τε- 
τραγώνων τῶν ἀποστάσεων ἀπὸ τῶν κορυφῶν τριγώνου εἶναι τετράγω- 
γον δοθὲν κῦ; ᾽ν 

Εἶναι ἡ περιφέρεια μὲ ἈΕΤΡΟΥ τὸ κοινόν σημεῖον τῶν διαμέ- 
σῶν τοῦ τριγώνου καὶ ἀκτῖνα ὀριζομένην ὑπὸ τῆς σχέσεως 


μ»-- ἈΥ- αὉ:Ἐβ’:-Ὁ γ5) 
ματα πΤτοὺ- ὅ1. τ . 


ὅπου α΄, β', γ’ τὰ -Ξ- ἑκάστης διαμέσου. 


Θεώρημα. Ὁ τόπος τῶν σημείων, τῶν ὁποίων τὸ ἄϑροισμα τῶν τε- 
'τραγώνων τῶν ἀποστάσέων ἀπὸ τῶν κορυφῶν τυχόντος πολυγώνου εἶναι 
σεασεσῦν, εἶναι περιφέρεια, ἔχουσα ὡς κέντρον τὸ κέντρον τῶν μέσων 
ἀποστάσεων τῶν κορυφῶν τοῦ πολυγώνου. 


(Βλ. ΒΟ Ιΐετ, ὕοιιρ8 ἀς ἀδοπιόίγίο, ἰἰ τμῆμα, ὃ 4, δη πρότασις). 


Τόπος 441--]1] 


1407. Ποῖος ὁ τόπος τῶν σημείων, τῶν ὁποίων τὸ ἄϑροισμα τῶν τε- 
τραγώνων τῶν ἀποστάσεων ἀπὸ τῶν πλευρῶν δοϑέντος κανονικοῦ πολυ- 
γώνου εἶναι δοθὲν τετράγωνον ἱῆ; 


᾿Επειδή, ὡς γνωστόν, αἱ προβολαὶ ἑνὸς σημείου ἐπὶ τὰς εὐὖ- 
θείας, τὰς διερχομένας διὰ τοῦ᾽ αὐτοῦ σημείου καὶ σχηματιζούσας 
διαδοχικὰς γωνίας ἴσας πρὸς τὰἀς γωνίας τῶν ἐκ τοῦ κέντρου κα- 
νονικοῦ πολωγώνου πρὸς τὰς κορυφὰς εὐθειῶν, εἶναι κορυφαὶ κα- 
νονικοῦ ἐπίσης πολυγώνου (935), τὸ ἀνωτέρω ζήτημα ἀνάγεται ἀμέ-᾽ 
σως εἰς τὸ προηγούμενον τῆς 8 1405. 

᾿Εργαζόμενοι (διὰ τὴν ἀπλότητα τοῦ σχήματος) ἐπὶ ἀἁνὸς ἰσο- 
πλεύρου τριγώνου καὶ θεωροῦντες τὸ ἰσόπλευρον τρίγωνον ΛΠΚΑ͂, 


88. Σημ. μετ. Ἔστωσαν, πράγματι, ΜΔ, ΜῈ, ΜΖ τρεῖς τοιαῦται 
εὐθεῖαι (διὰ τὴν περίπτωσιν ἰσοπλεύρου τριγώνου) καὶ Ὁ τυχόν σημεῖον 
Σχ. 891). Αἴ προδολαὶ Δ, Π, Καὶ τοῦ σημείου Ο ἐπὶ τὰς εὐθείας κεῖνται 
προφανῶς ἐπὶ τῆς περιφερείας μὲ διάμετρον ΟΜ, τὰ δὲ τόξα ΚΟΛ. ΑΜ], 
ΠΡΚ εἶναι ἴσα Ἀλπ. 
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τῶν προβολῶν τοῦ κέντρου Ο ἐπὶ τὰς τρεῖς εὐθείας ΜΔ, ΜΕ, ΜΖ, 
εὐκόλως εὑρίσκομεν τὰς σχέσεις: 


ΜΔ ΞΞὀ᾿ἢΘ --Ο9 ---. ΟΡ -ερ--- ΜΑ, ἐξ ἧς ΜΔ ΞΕ ρ'--Ζ» ΜΛ-ΈΜΛ' 


ΜΕ-ερ--- ΜΠ » ΜΕ" -Ξρ--,2ρ ΜΠ - ΜΠ» 
ΜΖ-πε:ρ - ΜΚ » ΜΖ Ξξρρ -Ζρ ΜΙ - ΜΚ’: 
ἙἝπομένως, 


ΜΔ’ -Ἐ ΜΕ’ -᾿ ΜΖ -- κ' -- 3ρ" -Ἐ(Μλ᾽-Ὲ ΜΠΡ - ΜΚὴ Ἐ 
ἜΖρ(ΜΚ -- ΜΔ -- ΜΠ). 


Τῆς ἰσότητος ταύτης ὁ ὄρος 2ρ (ΜῇΑ͂ --- ΜΛ --- ΜΠ) εἶναι μηδὰν 
(85 1405 καὶ 750), ὁ δὲ ὅρος (ΜΛ᾽Ῥ -ἰΚ- ΜΠ’Ρ- ΜΙΚ9) εἶναι ἴσος πρὸς 


3ΜΝ5"- 3 ΜΝ3 --6 ΜΝ Ξξ ---  ΜΟ". 
Ἑπομένως 
320Μ3 
ΜΔ" -Ἐ ΜΕ’ -᾿ ΜΖ" --3ρ᾽ Ὁ 5:5. κ', ἐξ ἥς 


2 
(ΟΜ) « Ξ- -- 2ρ3, ποσότης σταθερά. 


Εἶναι δηλ. ὁ τόπος τοῦ σημείου Μ περιφέρεια (Π) ὁμόκεντρος 
τῆς ΑΒΓ. 

1407 α. Εἰδικαὶ περιπτώσεις. 1) Ἢ περιφέρεια (Π) περιορίζεται 
εἰς τὸ κέντρον Ο διὰ ΟΜ -ΞΌ, δηλ. διὰ κ᾽ ΞΞ3ρ", ὡς εὐκόλως 
κ Ὲ μὰν : 

Ἧ περιφέρεια (Π) συμπίπτει πρὸς τὴν περιγεγραμμένην εἰς 
τὸ ΑΒΓ ὅταν ὁμ-- 2ρ, δηλ. διὰ ὴ ὐ ὡμμ 


2 :- 9ρ3, 
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Τοῦτο ἐπαληθεύεται πάλιν εὐκόλως ἐπειδὴ τὸ ἄθροισμα τῶν 
τετραγώνων τῶν ἀποοτάσεων τῆς τυχούσης κορυφῆς Α τοῦ ἰσο- 
πλεύρου τριγώνου ΑΒΓ ἀπὸ τῶν πλευρῶν του εἶναι 


᾿ς" ξξ υα3 ΞΞ (3ρ)3 ΞξΞ 9ρ3. 
Τόσος 441 -- 111 


1407β. Ποῖος ὁ τόπος τῶν σημείων τῶν ὁποίων τὸ ἄϑροισμα τῶν 
χύβων τῶν ἀποστάσεων ἀπὸ τὰς πλευρὰς ἑνὸς τετραγώνον ἔχει σταϑε- 
ρὰν τιμήν; 


Εἶναι περιφέρεια μὲ κέντρον τὸ κέντρον Ο τοῦ τετραγώνου. 

᾿Εὰν 2α εἶναι τὸ μῆκος τῆς πλευρᾶς τοῦ τετραγώνου καὶ ὃ ἡ 
ἀκτὶς τῆς περιφερείας, τὸ ἄθροισμα τῶν ἀν λόγῳ κύβων εἶναι 
2α (2α3 -ἰ 3859). Βλ. 85 1773 κ, σημ., καὶ Ν. Α., 1910, σ. 424, η9 2130, 
Βασι βίθῃ. 


Τόπος 442 


1407 γ. Ἐὐϑείας ἀπεριορίστου ΧΧ᾽ τὰ σημεῖα αὐτῆς α ϑεωροῦμεν 
κέντρα περιφερειῶν σταϑερᾶς ἀκτῖνος ο, ἔστω δὲ (Ο) περιφέρεια μετα- 
βλητῆς ἀκτῖνος, ἔχουσα κέντρον σταϑερὸν σημεῖον Ο τῆς εὐϑείας ταύτης. 
Πρῖος ὁ τόπος τᾶν τομῶν Β, Γ' τῶν περιφερειῶν (Ο) μεθ᾽ ἑκάστης τῶν 
περιφερειῶν (Α) ἐὰν αἱ ἀκτῖνες τῶν περιφερειῶν (Ο) εἶναι, ἑκάστοτε, ἧ 
ἐπύτείγονθα ὀοθογωνίου τριγώνου μὲ καϑέτους πλευρὰς τὰ μήκη Ὁ 
καὶ ι 


Εἶναι φανερὸν ὅτι ὁ τόπος περιέχει τὸ ζεῦγος τῶν παραλλή- 


Σ.ς. 802. 


λων πρὸς τὴν ΧΧ’ εὐθειῶν ΒΒ΄, ΓΓ΄. Εἰς τοῦτον ὅμως ἀνήκει καὶ 
ἡ ἘΕΡΙΦΓΡΕΙΕ (ΜΝ) μὲ κέντρον Ο καὶ ἀκτῖνα ρ. ᾿Επειδή, διὰ 
Α ΞΞΟ, ἡ περιφέρεια (Α) συμπίπτει πρὸς τὴν περιφέρειαν (ΜΝ), 
ἢ περιφέρεια (Ο) θὰ ἔχῃ ἀκτῖνα τότε Υ᾽ ΟΑ" Ἐρῆτερ, ἀφοῦ 
Α ΞΞ0, καὶ θὰ συμπίπτῃ καὶ αὕτη, ἑπομένως, πρὸς τὴν περιφέ- 
ρειαν (Ἰο Κατὰ συνέπειαν, τὰ κοινὰ σημεῖα τῶν περιφερειῶν 
(Α) καὶ (ΟΥ εἰς τὴν θέσιν τῆς κινητῆς περιφερείας Α ΞΞ Ο εἶναι τὸ 
σύνολον τῶν σημείων τῆς περιφερείας (ΜΝ), ἀφοῦ ἀμφότεραι αἱ 
περιφέρειαι αὗται ουμπίπτουν πρὸς τὴν περιφέρειαν (ΜΝ). 


1407 ὃ. Σημείωσις. 1) ᾿Επὶ ἑκάστης περιφερείας (Ο) ὀρίζονται 
τέσσαρα σημεῖα τοῦ ζητουμένου τόπου, τὰ Β, Γ καὶ Β΄, Γ΄. Ὁ. 
πλήρης τόπος εἶναι ἐν αν τετάρτου βαθμοῦ καμπύλη. 

2) 'Εὰν ἡ εὐθεῖα ΧΧ’ δὲν διέρχεται διὰ τοῦ σημείου Ο, ἡ ἐξιί- 
σωσις τετάρτου βαθμοῦ (εἰς ἣν ὁδηγεῖ ὁ διὰ τῆς Α.Ν. Γεωμε- 
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τρίας χειρισμὸς τοῦ αὐ πν τῶν τρῦδηνι δὲν δύναται νὰ ἀναλυθῇ εἰς 
ἄλλας κατωτέρου βαθμοῦ. εὐθεῖα ΥΥ̓ εἶναι ἄξων συμμετρίας 
τῆς ἐπ το τῆς ἣν παριστᾷ ἡ ἐξίσωσις αὕτη. 

3) Ὃ ἀνωτέρω σύνθετος τόπος εἶναι ἡ προβολὴ ἐπὶ ἐπίπεδον 
κάθετον ἐπὶ τὸν ἄξονα τῆς τομῆς ἑνὸς μονοχώνου ὑπερβολοειδοῦς 
ἐκ περιστροφῆς καὶ τοῦ κυλίνδρου μὲ ὁδηγὸν τὴν περιφέρειαν - 
λαιμὸν τοῦ ὑπερβολοειδοῦς καὶ γενετείρας παραλλήλους πρὸς 
δύο παραλλήλους γενετείρας τοῦ ὑπερβολοειδοῦς. 

4) Αἱ προβολαὶ (ἐπὶ κατάλληλα ἐπίπεδα) τῶν καμπόλων καθ’ 
ἃς τέμνονται δύο ἐπιφάνειαι δευτέρου βαθμοῦ δύνανται, εἰς ὦρι- 
σμένας εἰδικὰς περιπτώσεις, νὰ θεωρηθοῦν ὡς παραδείγματα τό- 
πῶν τοῦ, ὡς ἀνωτέρω, συνθέτου τύπου. 

5) Ὃ τόπος ὅστις ἐσπουδάσθη εἰς τὰς Μεϑόδους (8 885 αὐ) 
εἶναι καμπύλη᾽ τρίτου βαθμοῦ. ᾿Εὰν τὸ τρίγωνον ΑΒΓ δὲν εἶναι 
ἰσοσκελές, ὁ τόπος εἷναι συνεχὴς καμπύλη (ἀποτελεῖται δηλ. ἀξ 
ἑνὸς κλάδου). 

6) Ὁ τόπος τῆς δ 136] ὅταν τὰ τμήματα ΟΜ, ΟΝ δὲν κεῖνται ἐπ᾿ 
εὐθείας γραμμῆς καὶ ἔχουν κοινὸν σημεῖον Ο, εἶναι ἐπίσης καμπύλη 
τρίτου βαθμοῦ : πλαγία στροφοδιδής, ἔχουσα διπλοῦν σημεῖον τόο 
(υ. Μ. 5., 1895, σ. 98). Ἐὰν ΟΜ -Ξ- ΟΝ, ὁ τόπος ἀναλύεται εἰς τὴν 
διχοτόμον τῆς γωνίας ΜΟΝ -- ἐκ τῶν σημείων τῆς ὁποίας τὰ τμή- 
ματα ταῦτα φαίνονται ὑπὸ ἴσας γωνίας -- καὶ εἰς τὴν περιγεγραμμέ- 
νην ποριφέρειαν εἰς τὸ τρίγωνον ΜΟΝ, ἐκ τῶν σημείων τῆς ὁποίας 
τὰ τμήματα φαίνονται ὑπὸ συμ τ᾿ Προ ατικὰς γωνίας. (Ν. Α,, 
1650, σ. 249, πη9 2) καὶ ἐπμ. 8 2166 α), 


ΠΡΟΒΛΉΜΑΤΑ 
Εὐϑεῖαι ἀνάλογοι 


πρόβλημα 4483 


1408. Διὰ δοϑέντος σημείον Ε' νὰ ἀχϑῇ εὐθεῖα ΕΖ, διερχομένη διὰ 
τοῦ σημείου τομῆς δύο εὐθειῶν ΑΒ, ΓΔ, τεμνομένων ἐκτὸς τοῦ χάρτον 
σχεδιάσεως. 

]η Καιασκευή. '᾿Επειδὴ αἱ τρεῖς εὐθεῖαι ΑΒ, ΓΔ, ΕΖ ϑὰ διέρ- 
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Σ. 800. Σ.. 89), 


ὥνται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου, θὰ τέμνωνται εἰς μέρη ἀ 
ἀπὸ ζεύγους τυχουσῶν παραλλήλων ΑΕ, ΒΖ, ΡΑρ γῇ αν Νὴ γνλδῳ 


680 


Φέρομεν, ἑπομένως, διὰ τοῦ σημείου Ε τυχοῦσαν τέμνουσαν 
ΕΑ καὶ ἄλλην, παράλληλον πρὸς αὐτὴν ΒΖ, σι κατασκευάζομεν 


τὸν τέταρτον ὅρον τῆς ἀναλογίας τε - 27 ττ᾿ 


ἢ 
Τὸ μῆκος ΔΖ καθορίζει τὴν θέσιν τοῦ σημείου Ζ καὶ τὴν διεύ- 
θυνσιν τῆς ζητουμένης εὐθείας. (Σχ. 893). 


2ᾳ Κατασκενή. Ἢ θεώρησις βοηϑητικῶν στερεῶν ὁδηγεῖ εἰς μίαν 
πολὺ ταχεῖαν κατασκευὴν (ΣΧ. 894): 

Φέρομεν ζεῦγος παραλλήλων ΜΝ, Μ'Ν΄, τεμνουσῶν τὰς δοθεί- 
σας εὐθείας καὶ συνδέομεν τὸ σημεῖον Ε μετὰἀ τῶν σημείων Μ 
καὶ Ν. Διὰ τοῦ Μ΄ φέρομεν παράλληλον πρὸς τὴν ΜΕ, διὰ τοῦ 
Ν΄ παράλληλον πρὸς τὴν ΝΕ καὶ συνδέομεν τὸ κοινὸν αὐτῶν ση- 
μεῖον Ε΄’ μετὰ τοῦ Ε. Ἡ εὐθεῖα ΕΕ΄ εἶναι ἡ ζητουμένη. 


Πρόβλημα 448.-] 


1400. Δίδονται τρεὶς εὐθεῖαι διερχόμεναι διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου Ο 
καὶ σημεῖον Α. Διὰ τοῦ σημείου τούτον νὰ ἀχϑῇ εὐθεῖα τέμνουσα αὖ- 


τὰς εἷς Β, Γ, ἀ εἰς τρόπον ὥστε ΤᾺ - τ , λόγος δοϑείς. 


"Ἔστω τὸ πρόβλημα λελυμένον. ᾿Επειδὴ διὰ τυχοῦσαν παράλ- 
ληλον πρὸς τὴν ΒΓΔ τέμνουσαν Β’Γ΄ Δ΄ 


θὰ εἶναι ἐ- 


τῶν εὐθειῶν, ὁ λόγος ΓΔ 
μ 


πίσης ἴσος πρὸς τ΄’ ἀγόμεθα εὐκό- 


λως εἰς τὴν ἀκόλουθον κατασκευήν. 
Διὰ .τοῦ σημείου Ο φέρομεν εὐθεῖαν 
τυχοῦσαν καὶ ἐπ᾽ αὐτῆς λαμβάνομεν 


δύο τμήματα ΟΜ, ΟΝ κατὰ λόγον:Ἑ-. Ἐκ 


τῶν Μ,͵, Ν φέρομεν ζεῦγος παραλλήλων 
᾿ς ΜΑΒ', ΝΔ΄ πρὸς τὴν ΟΓ. Ἡ ἐκ τοῦ Α 
παράλληλος πρὸς τὴν Β΄ Δ΄ εὐθεῖαν εἶναι ἡ ζητουμένη εὐθεῖα. 


πρόβλημα 4458--1] 


1410. Νὰ κατασκευασϑῇ εὐθεῖα ἔχουσα λόγον πρὸς ἄλλην δοϑεῖσαν 
ἴσον πρὸς τὸν λόγον δύο δοθέντων τετραγοόνων. 


(Μέϑοδοι, 8 294, .θ). 


Πρόβλημα 4435--111 


1410 α. Νὰ κατασχενασθοῦν δύο εὐθεῖαι ἔχουσαι λόγον ἴσον πρὸς 
τὸν λόγον δύο δοθέντων. κύβων. 


Δυνάμεθα νὰ ἀνατρέξωμεν εἰς ἀποδειχθὲν ἤδη θεώρημα 
δ 1168) ἀλλ᾽ ἕνεκα τοῦ ἐνδιαφέροντος τοῦ προβλήματος τούτου, 
ὰ δώσωμεν μίαν πλήρη λύσιν αὐτοῦ, ἀνεξάρτητον τῆς προμνη- 
σθείσης προτάσεως. 

"Ἔστωσαν μ, ν αἱ πλευραὶ τῶν δοθέντων κύβων. (ατασκευά- 
ζομεν τρίγωνον ὀρθογώνιον ΑΒΓ, ἔχον ὡς πλευρὰς τῆς ὀρθῆς γω- 
νίας τὰ μήκη μ, ν καὶ φέροιιεν τὴν κάθετον ΑΔ ἐπὶ τὴν ὑποτεί - 
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νουσαν καὶ τὰς ΔΕ, ΔΖ᾽ καθέτους ἐπὶ τὰς ΑΒ, ΑΓ, ἀντιστοίχως. 
Θὰ ἔχωμεν 
ΒΕ μ΄ 
ΓΖ ν" 
Ἔκ τῶν ὀρθογωνίων, πράγματι, τριγώνων ΑΒΔ, ΑΔΓ, λαιυβά- 
νομέν τὰς ἰσότητας : 


ΒΕ :Ξ- Ὁ Ε 
" 8ε-- 8Δ' ἀν 
ἘΞ ΠΕ ἢ Ἴ Ζ ξ τ: 
 ῖς ΠΩ͂Σ Ἂ 
ἢ 7. .΄}0τοὋ΄΄ἠἠ-:------ ἬΕΒΕΝ οἱ 
: Σχ. 800. 
ἀκ τῶν ὁποίων, 
ΒΕ ΒΔ: ν 
ΓΖ ΓΔ ἢ 
᾿Επειδὴ δὲ 
Β ΔΈ τ: ΑΒ: ᾿- ι 
ΓΔ --Ἅγι-- τὸ 


ἡ προηγουμένη σχέσις γίνεται 
ΒΕ μι ν μ" 
ΓΖ “ν' μ΄ νϑ 
1410β. Παρατήρησις. Φέροντες τὰς καθέτους ΕΘ, ΖΗ, ΘΙ, ΗΚ, 
εὑρίσκομεν εὐκόλως 
ΒΘ μ. ΒΙ μό 


ΤῊ π᾿ ΤᾺ ντ᾿ Κτ 


Πρόβλημα 445--} 
1411. Δίδονται δύο εὐθεῖαι καὶ σημεῖον Ο. Διὰ τοῦ σημείον ὦ νὰ 


ἀχϑῇ τέμνουσα τῶν εὐθειῶν ΟΜΝ (Σχ. 19), εἰς τρόπον, ὥστε ἜΤΗ ΞΞ -- ἢ 
λόγος δοϑείς. 


(Μέϑοδοι, 8 94). 


Πρόβλημα 444 


1412. Δίδονται σημεῖον Ο, εὐθεῖα καὶ περιφέρεια. Διὰ τοῦ σημείου 
Ο Νὴ ἀχϑῇ τέμνουσα ΜΟΝ τῶν δύο γυραμμῶν (Σχ. ὅ0), τοιαύτη, ὥστε 


δικά ες ΜΝ ΘΡΟΝῚ οὐδ 
ὌΝ τ λόγος δοϑείς. 
(Μέϑοδοι, 8. 95). 
Πρόβλημα 444--] 
1418. Τὸ ἴδιον πρόβλημα, ἀλλ᾽ ὅπου αἱ εὐϑεῖαι ἀντικατεστάθησαν 
ὑπὸ περιφερειῶν. 


(Μέϑοδοι, 8 96). 
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Προόβλημα 448 


1414. Δίδονται ὄὅνο τεμνόμεναι περιφέρειαι. Διὰ τοῦ ἑνὸς τῶν κοι- 
νῶν αὐτῶν σημείων νὰ ἀχϑῇ τέμνουσα τῶν περιφερειῶν. διαιρουμένη 
ὑπ᾽ αὐτοῦ εἰς δύο τμήματα ἔχοντα λόγον δοϑέντα. 

Εἶναι εἰδικὴ περίπτωσις τοῦ προηγουμένου προβλήματος. ᾿Α- 
πλουστάτη καὶ ἄμεσος λύσις εἶναι ἡ εἰς τὰς εϑόδοωιις, 8. 138, εὖ- 
ρισκομένη. 

Πρόβλημα 446δ--Ἰ 


1416. Διὰ δοϑέντος σημείου α νὰ ἀχϑῇ τέμνουσα ΑΒ]᾿ δοϑείσης 
περιφερείας (Ὁ), τοιαύτη, ὥστε τὰ τμήματα ΑΒ, ΑΓ τῆς τεμνούσης 


νὰ εὑρίσκωνται εἰς δοϑέντα λόγον, Ξ λόγου χάριν. 


Τοῦ προβλήματος τούτου ἐπελήφθημεν ἤδη κατὰ γενικὸν τρό- 
πον εἰς τὰς Μεϑόδους, ὃ 96. 


π ὐ . ὡῳ.“--» ᾿Ιδοὺ καὶ μία ἰδιαιτέρα λύσις. 


4:---Π , Φέρομεν τὴν ἐφαπτομένην 
δἼσϑε: ς ». “τ ΑΔ. ϑὰ ἔχωμεν, διὰ πᾶσαν 
: ΠΕ τς “Ἐς τέμνουσαν: 
͵ ΑΒ.ΑΓ -- ΑΔ3. 
᾿Εὰν δὲ εἶναι πρὸς τού- 
τοις καὶ 
ἊἋΒ ον 
ΑΓ 5 


διὰ πολλαπλασιασμοῦ κατὰ 
μέλη τῶν δύο τούτων ἰσοτήτων, εὑρίσκομεν 


ΑΒ! -ξ ΑΔϑ, 


Ἔκ τῆς τελευταίας ταύτης σχέσεως συνάγομεν τὴν ἀκόλουθο 
κατασκευήν: : 
᾿Επὶ τῆς ἐφαπτομένης ΑΔ λαμβάνομεν τμῆμα ΑΕ ἴσον πρὸς 


τὰ --- τῆς ΑΔ, γράφομεν τὴν ἡμιπεριφέρειαν μὲ διάμετρον ΑΔ 


καὶ ὑψοῦμεν κάθετον ΕΖ ἐπὶ τὴν διάμετρον μέχρι τῆς ἡμιπεριφε- 
ρείας. Ἤ τομὴ τῆς περιφερείας (Α, ΑΖ) μετὰ τῆς δοθείσης ὁρίζει 
τὴν ζητουμένην τέμνουσαν ΑΒΓ. 

Πράγματι, ΑΒ Ξξ ΑΖ", τὸ δὲ τετράγωνον τῆς χορδῆς ΑΖ ἔχει 
λόγον πρὸς τὸ τετράγωνον τῆς διαμέτρου ΑΔ, ὃν καὶ ἡ προβολὴ 
ΑΕ τῆς χορδῆς αὐτῆς πρὸς ὁλόκληρον τὴν διάμετρον. Ἑ πομένως 


2 
ΑΒ5-- - ΑΔ 


καὶ διὰ διαιρέσεως τῆς σχέσεως αὐτῆς διὰ τῆς γνωστῆς 
ΑΒ. .ΑΓ -Ξ- ΑΔ95, 
εὑρίσκομεν τὴν ζητουμένην 
2 


ΑΓ 5΄᾽ 
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Παρατηρήσεις. 1) Δευτέραν λύσιν τοῦ προβλήματος παρέχει ἡ 
τέμνουσα ΑΒ΄ΤΓΤ΄, ἴση πρὸς τὴν πρώτην. 

2) Ἢ διὰ τῆς χρήσεως τῶν γεωμετρικῶν τόπων λύσις εἶναι κατὰ 
πολὺ ἀπλουστέρα, ἀπὸ ἀπόψεως ἀποδείξεως καὶ κατασκευῆς. 


Πρόβλημα 446. 11 


1416. Δίδονται γωνία ΡνΖ καὶ περιφέρεια. Ζητεῖται νὰ ἀχϑῇ εὐθεῖα 
ΜΡΝ κάϑετος ἐπὶ μίαν τῶν πλευρῶν, Ρτ, 
τῆς γωνίας καὶ τοιαύτη, ὥστε τὸ τμῆμα 
αὐτῆς, τὸ περιεχόμενον μεταξὺ τῆς περιφε- 
ρείας καὶ τῆς ΤΣ, νὰ εἶναι τὸ ἥμισυ τοῦ 
περιεχομένου μεταξὺ τῆ: ΡΥ καὶ Ζ». 

Φέρομεν τυχοῦσαν κάθετον ΔΓΒ ἐπὶ 
τὴν Ρτ καὶ ἐπὶ ταύτης λαμβάνομεν 


Ί 
ΒΓ Ξε -- ΓΔ. 


Ἢ εὐθεῖα τ Μ'ΒΜ καθορίζει τὰς 
δύο ἐν γένει λύσεις τοῦ προβλήματος. 
᾿ΕἘπειδή: 


Ί 1 


Πρόβλημα 446δ--111] 
ΜΡ μ 


1417. Ζητήματα ἀνάλογα. Ὃ λόγος ἐττ ποτ τυχὼν καὶ ἣ ΜΝ 
παράλληλος. πρὸς δοθεῖσαν διεύθυνσιν. 


Πρόβλημα 446 


1418. Δίδονται περιφέρεια χαὶ χορδὴ αὐτῆς ΑΒ. Νὰ δρισϑῇ ἐπὶ τῆς 
περιφερείας σημεῖον Γ διὰ τὸ ὁποῖον 
αἱ ἀποστάσεις ΓΑ, ΓΒ νὰ ἔχουν λόγον 


δοϑέντα Ἕ- : 


14 Μύσις. λίέϑοδοι, 8 42. 


9ηὴ «[ὐὑσις. Χρῆσις τῶν γεωμ. τόπων. παρα τ ᾿ τ νΝ 

Προσδιορίζομεν δύο συζυγῆ ἁρμο- τς ἢ 

νικὰ σημεῖα Μ, Ν τῶν Α καὶ Β, εἰς ταις 

τρόπον, ὥστε Ὁ ὙΠ΄ 
ΜΑ ." Ν Α. Ν μ Σχ. τῶ. 
ΜΒ ΝΒ ἘἙ ν΄ 

Ἢ περιφέρεια μὲ διάμετρον ΜΝ τέμνει τὴν δοθεῖσαν κατὰ ση- 
μεῖα Γ καὶ Γ΄, ἀπαντῶντα εἰς τὸ πρόβλημα. 


8η (Λύσις. (Ροποεῖει, Αρρίϊοαίίοηβ α᾽ Απαϊνβοε εἰ ἀς Οδὀογιέϊγνιο, τό- 
μος Ἰ], σ. 280). ᾿ 


Ξ ΓΑ ᾿ 
Εστω τε - τ" καὶ ΓΤ ἡ ἐφαπτομένη τῆς δοθείσης περιφε- 
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ρείας εἰς τὸ Γ. Τὰ τρίγωνα ΑΓΤ καὶ ΤΓΒ εἶναι ὅμοια, ὡς ἔχοντα 
τὴν γωνίαν εἰς Τ κοινὴν καὶ τὴν γων. ΒΓΤ -Ξ ΒΑΓ ἼΑρα 
ΑΓ ΓΙ ΑΓ ΑΤ 
ΓΒ  ΒΤ᾽᾿ ΒΓ ΤΤ᾽ 
Διὰ πολλαπλασιασμοῦ κατὰ μέλη τῶν ἰσοτήτων τούτων, ἀπα- 


λοιφῆς τοῦ κοινοῦ ὅρου ΓΤ καὶ ἀντικαταστάσεων τοῦ λόγου ΩΝ 


διὰ τοῦ Ἔ, εὑρίσκομεν διαδοχικῶς 
ΑΤ μ] ΑΤ-Β᾽ ΑΒ μμ'-ον! 


Β᾽ ν᾿ ΒΤ "Β΄ 

Τὸ τμῆμα ΒΤ κατασκευάζεται εὐκόλως, ὡς ἔχον λόγον πρὸς 

γνωστὸν ἄλλο τμῆμα ΑΒ, ἴσον πρὸς τὸν λόγον δύο δοθέντων τε- 
τραγῶνων. ᾿Εξ αὐτοῦ ὁρίζονται τὰ σημεῖα Γ᾽ καὶ Γ΄. 


Πρόβλημα 446--1 
14:9. ᾿'Επὶ διαμέτρου ΑΒ δοθείσης περιφερείας δίδεται σημεῖον Α. 


Ζητεῖται νὰ εὑρεϑῇ ἐπὶ τῆς περιφερείας ταύτης σημεῖον Γ᾽, τοιοῦτον, 


ὥστε ὁ λόγος τῶν ἀποστάσεών του ἀπὸ τῶν Α καὶ Β νὰ εἶναι δοϑεὶς Ἔ: 


Ξ 155 


Νὰ διερευνηϑῇ τὸ πρόβλημα. 


'Ορίζομεν κατὰ πρῶτον τὴν περιφέρειαν - τόπον τῶν σημείων 
τῶν ὁποίων αἱ ἀποστάσεις ἀπὸ τῶν 


Α καὶ Β νὰ ἔχουν λόγον ΙΝ Αὕτη 


εἶναι ἡ ἔχουσα διάμετρον ΜΝ, ὅπου 
Μ καὶ Ν τὰ συζυγῆ τῶν Α καὶ Β 
σημεῖα κλπ. 

Τὰ κοινὰ σημεῖα τῆς περιφερείας 
ταύτης καὶ τῆς δοθείσης εἶναι τὰ 
πῆτούμῆνα σημεῖα Γ. ᾿Επειδὴ θὰ 
εἶναι 


Σγ. ΓΒ 


Διερευνησις. α) Ἣ χρῆσις τοῦ ὡς ἄνω γεωμετρικοῦ τόπου εἶναι 
φανερὸν ὅτι λύει τὸ πρόβλημα καὶ εἰς τὴν περίπτωσιν καθ᾽ ἣν ἡ 
δοθεῖσα περιφέρεια εἶναι τυχοῦσα καμπύλη. 

.ς β) ὥς εἴδομεν ὑπάρχουν δύο λύσεις τοῦ προβλήματος, αἱ Γ καὶ 
Γ΄, συμβετρικαιὶ πρὸς τὴν ΗΜΝ εὐθεῖαν. 

Υ) Εὰἀν μὴ»ν, ὑπάρχουν πάντοτε δύο λύσεις, ἀφοῦ τὸ σημεῖον 
Μ ϑῇ εὑρίσκεται μεταξὺ τῶν Α καὶ Β καὶ τὸ Ν᾽ ἐκτὸς τῆς περι- 
φερείας. 


ὃ) ᾿Εὰν μ ζν, ὁ λόγος π- «1 δὰν πρέπει νὰ κατέλθῃ κάτω 


μιᾶς ὡρισμένης ἐλαχίστης τιμῆς: ἐπειδὴ ἡ διάμετρος ΜΝ δὲν πρέπει 
νὰ εἶναι ἐσωτερικόὸν τμῆμα τῆς ΗΒ. 


Ἢ ἐλαχίστη αὕτη τιμὴ εἶναι ὁ λόγος καὶ ἡ ἀντίστοιχος 


ΗΑ 
ΗΒ 
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περιφέρεια (ΜΝ) ἡ (ἐστιγμένη) ΗΛΘ. Τὰ σημεῖα Γ, Γ΄ συμπίπτουν 
τότε πρὸς τὸ σημεῖον ἢ 

ε) Τὰ σημεῖα Α, Β δύνανται νὰ ἔχουν, γενικώτερον, τυχοῦσαν 
ϑέσιν ἐπὶ τοῦ ἐπιπέδου τῆς δοϑείσης περιφερείας. Τὸ πρόβλημα τότε θὰ 


ἔχῃ δύο, μίαν ἢ καμμίαν λύσιν, ἐὰν ἡ περιφέρεια (α, Β, -) 
τέμνῃ, ἐφάπτεται ἢ δὲν ἔχῃ κοινὰ σημεῖα μετὰ τῆς δοθείσης (ΠΒ). 


Πρόβλημα 447 


1420. Δοϑέντος τριγώνου, νὰ ἀχϑῇ εἰς τὸ ἐπίπεδον αὐτοῦ εὐθεῖα, 
τοιαύτη, ὥστε αἱ ἀποστάσεις ἀπ᾿’ αὐτῆς τῶν χορνφῶν τοῦ τριγώνου νὰ 
εἶναι ἀνάλογοι δοθέντων μηχῶν λ, μ καὶ ν. (Ουἱ[}1η). 


1η Λύσις. Ὑποθέσωμεν ὅτι: 
. πὶ ὃ ὅν 
Τὰ ὅμοια τρίγωνα ΔΑΛ, ΔΒΜ δι- 
δοὺυν τὴν ἀναλογίαν 


ἐξ ῆς 
ΔΒ-δὲ ΑΒ μ-λ 
ΔΑ ΔΑ λ 
: ο ἃ 
ἢ ΔΑ Ξὸ τξχ ΑΒ 


Ὁμοίως, ἐκ τῶν τριγώνων ἘΝΓ, ΕΜΒ, 
ΕΒ ΒΜ μα ΕΒ-- ΕΓ ΓΒ μ-ν 


ἜΓ  ΤΝΤν ΕΓ ΈἜΓΠἘΠἘΠνὋὃ 
καὶ ΕΓ -Ξ 
μ- 


. ΒΓ. 
ν 


Δυνάμεθα, ἑπομένως, νὰ. κατασκευάσωμεν τὰ μήκη ΔΑ καὶ ΕΓ 
καὶ νὰ ὁρίσωμεν τὴν ζητουμένην εὐθεῖαν ΔΕ. 

Παρατήρησις. ᾽Εὰν ἡ ζητουμένη εὐθεῖα πρέπει νὰ τέμνῃ τὸ τρί- 
γωῶνον, ὡς ἡ Δ΄ Ν’, ἀναλόγως ἐργαζόμενοι εὑρίσκομεν : 


ΔΒ ΒΜ’ ΔΒΞἜ- ΔΑ ΑΒ λᾳμ ΑΔ ΛΒ. -ὦ 
ΔᾺ Α΄’ὶ'ὦο ΔᾺ ΔᾺ κἃ π ΔΉμ 
Ἐπίσης, ΓΕΞ-ΓΒ.--" κλπ. 
ὶ μ-Ἔν 


Τὸ πρόβλημα λύεται καὶ κατὰ γενικώτερον τρόπον ὡς ἑξῆς: 


1420. δα Λύσις. Δλὲ κέντρα Α, Β καὶ ἀκτῖνας ἀναλόγους, 
ἀντιστοίχως, τῶν ἃ καὶ μ, γράφομεν περιφερείας, τῶν ὁποίων ἔστω 
Λ τὸ ἐξωτερικὸν κέντρον ὁμοιότητος καὶ. Λ΄ τὸ ἐσωτερικόν. Ως 
γνωστὸν (8. 1257), ἀπὸ πάσης εὐθείας, ἀγομένης διὰ τῶν Λ ἢ Λ΄, 


αἱ ἀποστάσεις τῶν Α καὶ Β θὰ εὑὐρίσκωνται κατὰ λόγον τ ὁ δὲ 
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ῥοισμὸς τῶν συξυγῶν, ποὸ; τὰ Α καὶ Β σημείων Λ, Λ΄ ἐξαρτᾶται μόνον 


ἐπ τοῦ λόγου --΄- - 
μ 


᾿Αναλόγως ἐργαζόμενοι διὰ τὰ σημεῖα Β, Γ καὶ Γ, Α, ὁρίζομεν 
τὰ συζυγῆ αὐτῶν Μ, Μ’ καὶ Ν, Ν΄ ἀναφορικῶς πρὸς τοὺς δοθέν- 
μ 
ν 

Κατὰ τὸ θεώρημα τοῦ δ᾽ Αἰοπιδοθὲ (8 1260), τὰ ἔξ ταῦτα κέντρα 
ὁμοιότητος ὀὁρίζουν τέσσαρας εὐθείας ΛΜΝ, ΛΜ΄Ν΄, ΛΜΝ, 
Λ΄Μ'Ν, ἑκάστη δὲ τούτων ἀπαντᾶ εἷς τὸ ποόβλημα τῆς 8. 1420, 

Ὑπάρχουν, ἑπομένως, τέσσαρες, ἐν γένει, λύσεις αὐτοῦ καὶ ἐξ 
αὐτῶν μόνον ἡ ΛΜΝ εἶναι ἐξωτερικὴ τοῦ τριγώνου ΑΒΓ, 


Σημείωσις. Τὸ ἀνωτέρω πρόβλημα παρελήφθη ἐκ τῶν ἐιρονοὶσαΣ 
ἀε (ἰδονιόίνὶο τοῦ Ου1πι|π (Βιβλίον [{Π], πὸ 82). 


Προόβλημα 448 


τας λόγους καὶ ᾿ , ἀντιστοίχως. 


1421. Δίδονται περιφέρεια, δύο σημεῖα Α, Β ἐπ᾽ αὐτῆς καὶ σταϑερὰ 
χορδὴ ΕΖ. Νὰ ὁρισθῇ ἐπὶ τῆς περιφερείας σημεῖον Γ᾽, τοιοῦτον, ὥστε 
αἱ χορδαὶ ΓΑ, ΓΒ νὰ ὁρίζουν ἐπὶ τῆς ΕΖ καὶ ἀπὸ τοῦ μέσον της Ο 
τμήματα ΟΜ, ΟΝ ἔχοντα λόγον δοϑέντα. 

(Μέϑοδοι, ὃ 275). 


Πρόβλημα 449 


1422. ΔΛοϑέντος τριγώνου ΑΒΓ, ζητεῖται νὰ εὑρεϑοῦν διευϑύνσεις 
κατάλληλοι (ε) καὶ (η), τοιαῦται, ὥστε αἱ, ἐκ τοῦ τυχόντος σημείου Ὁ 
τῆς βάσεώς του ΒΓ, ἀγόμεναι παράλληλοι πρὸς αὐτὰς καὶ περατούμε- 
ναι εἰς τὰς πλευράς, νὰ ἔχουν ἄϑροισμα ΟΜ - ΟΝ -Ξ λ, δοϑὲν μῆκος. 

(Μέϑοδοι, 8 44). 

Προόβλημα 480 

1428. "Ἔκ σημείου ὁ ἐπὶ τῆς βάσεως ΒΓ τριγώνου ΑΒΓ, νὰ ἀχϑῇ 
εὐθεῖα ΛΜΝ, ὁρίζουσα ἐπὶ τῶν 
ἄλλων πλευρῶν τοῦ τριγώνου 
τμήματα ΑΜ, ΒΝ ἴσα. 

Τὸ θεώρημα τοῦ Μενελάου 
δίδει τὴν ἰσότητα 

ΑΜ ΓΝ ΒΛ 
ΓΜ | 
᾿Επειδὴ ΑΜ-Ξ- ΒΝ, ἡ σχέ- 
σις αὕτη γράφεται καὶ 
ΤΝ Αλ 
ΓΜ ΒΛλ᾽ 


᾿Επειδὴ ὁ λόγος ΠΛ εἶναι ὡρισμένος, ἀρκεῖ νὰ εὕρωμεν ἐπὶ τῆς 


Ε ΓΟ : 
ΓΒ σημεῖον Ο τοιοῦτον, ὥστε ΓΑ - Αι καὶ νὰ φέρωμεν διὰ 


τοῦ Λ τὴν παράλληλον πρὸς ΑΟ εὐθεῖαν ΛΜΝ. 


Προόβλημα 46δ0Ο--} 


1428. Δίδονται δύο εὐθεῖαι ΑΧ, ΒΥ. Ν᾽ ἀχϑῇ τρίτη ΜΝ, τοιαύτη, 
ὥστε ἌΝ, -- -Ἐ (Σὰ. 903) καὶ .1 ἣ 
διεύϑυνσίς της νὰ εἶναι παράλληλος 
πρὸς δοθεῖσαν διεύϑυνσιν ΓΖ, ἢ 2) τὸ 
τμῆμα αὐτῆς ΜΝ νὰ εἶναι ἴσον πρὸς 
δοϑὲν μῆκος λ. 


ἼἜστω τὸ πρόβλημα λελυμένον 

καὶ ΜΝ παράλληλος πρὸς τὴν ΓΖ ἢ 
ρας 

ΜΝ Ξ-ξὰ καὶ τ τὺ" Φέροντες 
τὰς παραλλήλους ΝΙΚΚ πρὸς τὴν ΑΜ 
καὶ ΑΚ πρὸς τὴν ΜΝ, παρατηροῦ- 
μεν ὅτι ἡ λύσις τοῦ προβλήματος 
ἀνάγεται εἰς τὸν προσδιορισμὸν τοῦ 
σημείου Κ.. 

Πρὸς τοῦτο, λαμβάνομεν μῆκος ΒΔ τυχόν, διὰ τοῦ Δ φέρομεν 
παράλληλον πρὸς τὴν ΑΧ καὶ ἐπὶ ταύτης ὁρίζομεν μῆκος ΔΕ εἰς. 
μ 


Ε . ἡΘεῖ 
τι - ν᾿ Εὰν φέρωμεν τὴν εὐθεῖαν 


τρόπον, ὥστε νὰ εἶναι 


ΒΕΘ καὶ 

1) Διὰ τοῦ Α ἀγάγωμεν εὐθεῖαν παράλληλον πρὸς τὴν δοθεῖ- 
σαν ΓΖ, ἡ τομὴ αὐτῆς μετὰ τῆς ΒΘ καθορίζει τὸ σημεῖον Κ. Ἢ 
ἐκ τοῦ Καὶ παράλληλος πρὸς τὴν ΕΔ τέμνει τὴν ΒΥ εἰς τὸ σημεῖον 
Ν, ἐξ οὗ ἡ παράλληλος πρὸς τὴν ΓΖ ὁρίζει τὴν εὐθεῖαν ΝΜ κατὰ 
τὸ πρῶτον συμπληρωματικὸν ἐπίταγμα. 

2) Μὲ κέντρον Α καὶ ἀκτῖνα λα γράφωμεν περιφέρειᾳν' ἡ τομὴ 
αὐτῆς μετὰ τῆς ΒΘ καθορίζει πάλιν τὸ δημεῖον Κὶί, ἄρα καὶ τὴν 
ΑΝ, κατὰ τὴν ἰδίαν κατασκευήν, πληροῦσαν τὸ δεύτερον ἐπίταγμα. 


1428 β, Παρατηρήσεις. 1) ὙὟ ποτίθεται ὅτι αἱ φοραὶ τῶν τμημάτων 
ΑΜ, ΒΝ ἐπὶ τῶν ΑΧ καὶ ΒΥ εἶναι δοθεῖσαι. Ἄλλως, εἶναι φα- 
νερὸν ὅτι τὸ πρόβλημα 1) θὰ ἔχῃ τέσσαρας λύσεις. 

2) ᾿Εὰν ὁρισθοῦν αἱ φοραὶ αὗται, τὸ πρόβλημά 2) ἐπιδέχεται 
δύο, ἐν γένει, λύσεις. Μίαν μόνην, ἐὰν ἡ περιφέρεια (Α, λ) ἐφό- 
πτεται τῆς ΒΘ καὶ καμ- 
μίαν,ἐὰν ἡ ἀπόστασις τοῦ Ὑ.ῃ 
Α ἀπὸ τῆς ΒΘ. εἶναι με- ;" 
γαλυτέρα τοῦ μήκους λ. ᾿ 


Πρόβλημα 45δ0.--11 


1428γ. Δίδονται δύο εὖ- 
ϑεῖαι ΑΧ, ΒΥ͂. Ζηϊιεῖται νὰ 


εὑρεθῇ τρίτη, τέμνουσα 1" . 
αὐτὰς εἰς Μ καὶ Ν καὶ “΄ : ἬΝ 

τοιαύτῃ, ὥστε ΜΝ -Ξ λὶ καὶ .------ πο ΗΝ 
ΑΜ -ἘΒΝ -Ξ- δ, ὅπου λ, ὃ το ΝΥ δι 
δοϑέντα μήχη. , Σχ. φι. 


ὙὙποθέτοντες τὸ πρό- 
βλημα λελυμένον, ὀδηγούμεθα εἰς τὴν ἀκόλουθον κατασκευήν: 
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Λαμβάνομεν ΓΕ --Γὰ, ΓΔΈΓΒ, ΓΖΞξγν καὶ ἐπομένως 
ΔΖ -Ξ- ΒΝ. Τὸ ἄθροισμα ὃ τῶν τμημάτων τῶν ΑΜ καὶ ΒΝ εἶναι 
ἴσον πρὸς τὸ ΑΜ - ΔΖ. Εἶναι, κατὰ συνέπειαν, γνωστὸν τὸ Κμ} 
κος ΖΜ-:: ΑΔ -- ὃ, τοῦ δὲ τριγώνου ΜΖΝ γνωοτὰ ἡ τε ρα , 
ἡ γωνία ΜΖΝ (ἀφοῦ ἡ ΖΝ εἷναι παράλληλος πρὸς τὴν ΕΑ) 
ἡ πλευρὰ ΜΝ Ξ-λ. 

᾿Εὰν λοιπὸν λάβωμεν ΔΗ -Ξ ΑΔ ---ὅ, τὸ σημεῖον τομῆς τῆς ΒΔ 
(παραλλήλου πρὸς τὴν ΕΑ) καὶ τῆς περιφερείας μὲ κέντρον ἢ καὶ 
ἀκτῖνα λ, ὀρίζει τὴν τρίτην κορυφὴν Θ τριγώνου ΔΗΘ, ἴσου προ- 
φανῶς πρὸς τὸ ΜΖΝ. Ἢ ἐκ τοῦ Θ παράλληλος πρὸς τὴν ΑΧ 
ὁρίζει τὸ σημεῖον Ν καὶ ἡ ἐξ αὐτοῦ παράλληλος πρὸς τὴν ΘΗ τὸ 
σημεῖον Μ. 


καὶ 


Πρόβλημα 461 


1424. Δίδονται περιφέρεια (0), διάμετρος ΑΒ αὐτῆς καὶ εὐθεῖα χγ-. 
Ζητεῖται νὰ ἀχϑῇ χορδὴ τῆς περιφε 
ρείας, παράλληλος τῆς χΥ καὶ τοιαύτη 
ὥστε ἡ προβολὴ αὐτῆς ἐπὶ τὴν ΑΒ νὰ 
ἔχῃ μῆκος δοϑὲν λ. 


Ὑποϑέσωμεν τὸ πρόβλημα λελυ- 
λυμένον καὶ ΖΗ -Ξλ. 

Διὰ τοῦ μέσου Δ τῆς χορδῆς ἂς 
φέρωμεν τὴν ΙΚί, ἴσην καὶ παράλλη- 
λον πρὸς τὴν ΖΗ. Διὰ μιᾶς παραά- 
λήλου μεταφορᾶς ἀγόμεθα ἀμέσως εἰς 
τὴν ἀκόλουθον λύσιν: 

Φέρομεν εὐθεῖαν ΟΔΔ΄ κάθετον 
ἐπὶ τὴν χε καὶ ἐπὶ τῆς ἐκ τοῦ Δ’ 
παραλλήλου πρὸς τὴν ΑΒ λαμβάνο- 
μεν μήκη 
"19 1 ι.--- λ 

Δ ΞΔ ΞΞ 5" 

Ἔκ τῶν ᾿Ἰ΄ καὶ Κ΄ φέρομεν τὰς καθέτους {Γ', Κ΄ ἘΞ’ ἐπὶ τὸ τμῆμα 
.Χ’: θὰ ἔχωμεν ΔΎΓ' ΞΞ ΔΈ΄ καὶ αἱ κάθετοι εἰς Γ΄’ καὶ Ε’ ἐπὶ τὴν 
χν ὁρίζουν τὰ σημεῖα Γ καὶ Ε ἐπὶ τῆς περιφερείας (0). 


Πρόβλημα 461--1 


1424.α. Διὰ δοϑέντος σημείον Ῥ νὰ ἀχϑῇ τέμνουσα ΡΑΒ περιφε- 
ρείας (Ο) τοιαύτη, ὥστε ἧ προβολὴ τῆς χορδῆς ΑΒ ἐπὶ τῆς διὰ τοῦ Ρ 
διαμέτρου νὰ ἔχῃ δοϑὲν μῆκος Α΄ Β΄ ΞΞ λ. 


Διὰ τὴν λύσιν τοῦ προβλήματος τούτου, δυνάμεθα νὰ θεωρή- 
σωμεν τὴν πολικὴν τοῦ σημείου Ρ' πρὸς τὴν δοθεῖσαν περιφέρειαν. 
Βλ. οχετικῶς Ομδείϊοηδ 46 Οέονγιέίνι τοῦ Ὠεβρονεοβ, 2α ἔκδ., σ. 344 
ἢ 1. ἀ. Μ., 1899, σ. 165, πὸ 1412. 


Πρόβλημα 4δ2 


1426. Δοϑέντος τριγώνου ΑΒΓ΄, ζητεῖται νὰ ἀχϑῇ διὰ τῆς κορυφῆς 
Γ εὐθεῖα, αἱ προβολαὶ ἐπὶ τῆς ὁποίας τῶν πλευρῶν ΓΒ καὶ ΓΑ νὰ 
ἔχουν ἄϑροισμα δοϑὲν μῆχος λ. 

Νὰ διερευνηθῇ τὸ πρόβλημα ((. α., Ν, Α., 1864, σ. 713). 
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Ἔσοτω ΓΕ ἡ τῆτοῦ ἐνη εὐθεῖα, ΑΜ, ΒΝ κάθετοι ἐπὶ τὴν ΕῈ καὶ 
ΓΜ-ΈΓΝ -Ξλ. ᾿Επειδὴ εὐθεῖαι ἴσαι καὶ παράλληλοι ἔχουν προ- 
βολὰς ἴσας ἐπὶ τῆς αὐτῆς εὐ- 
θείας, ἡ προβολὴ τῆς διαγω- 
νίου ΓΔ τοῦ παραλληλογράμ- 

ου ΑΓΒΔ ἐπὶ. τὴν εὐθεῖαν 
ἢ Ε θὰ ἔχῃ προφανῶς μῆκος 
λ, ἡ δὲ προβολὴ ἐπ᾽ αὐτῆς 
τῆς κορυφῆς Δ αὐτοῦ θὰ εὑ- 
ρίσκεται ἐπὶ τῆς περιφερείας 
μὲ διάμετρον᾽ ΓΔ. 

Ἔστω Ε τομὴ τῆς περιφε- 
ρείας αὐτῆς καὶ τῆς μὲ κέν- 
τρον Γ καὶ ἀκτῖνα λ. ᾿Επειδὴ 

Μ-ΞΝΕ, ὡς προβολαὶ τῶν 
ἴσων καὶ παραλλήλων εὐθειῶν 
ΓΑ καὶ ΒΔ, θὰ εἶναι 


ΓΜ- ΓΝ --- ΓΕ ξΞλ, 


καί, ἑπομένως, ἡ εὐθεῖα ΓΕ 
εἶναι ἡ ζητουμένη (ε). 

Τὸ σημεῖον Ε΄ δίδει τὴν δευτέραν λύσιν. 

Αἱ προβολαὶ τῶν πλευρῶν ἐπὶ τῆς εὐθείας (ε) δύνανται νὰ εὐὑ- 
ρίσκωνται ἑκατέρωθεν τῆς κορυφῆς Γ. Λ. χ. 


ῬΓ- ΓΠ-Ξλ. 
Καθ᾿ ὅμοιον πρὸς τὸν ΠΡΟ ΠΥ ΌΡΕΕ ον συλλογισμόν, ἀγόμεθα 
εἰς τὴν θεώρησιν τοῦ παραλληλογράμμου ΓΑΒΖ, εἰς τὴν γραφὴν. 


τῆς περιφερείας μὲ διάμετρον ΓΖ καὶ εἰς τὰς τομὰς αὐτῆς Θ καὶ 
Θ’ μὲ τὰ τῆς (Γ, λ) (59). Θὰ ἔχωμεν πάλιν 


ΡΠΈΞΓΘ-Ξλ, 


ἀφοῦ ΡΓ--Πθ. 

Διερεύνησις. "Ἔστω ΑΒ «ΓΔ. 

1) Διὰ «ΑΒ «ΓΔ, ὑπάρχουν τέσσαρες λύσεις, αἱ διδόμεναι 
ὑπὸ τῶν σημείων Θ, Η, Θ΄, ἢ. 

2) Διὰ λ-Ξξ ΑΒ «ΓΔ, ὑπάρχουν τρεῖς λύσεις, ἐπειδὴ ἡ περιφέ- 
ρεια (Γ, λ) ἐφάπτεται τῆς μὲ διάμετρον ΓΖ. 

3) ΑΒ «λέεΓΔ: Δύο λύσεις, ἐπειδὴ ἡ (Γ, λ) καὶ ἡ (ΓΖ) δὲν 
ἔχουν κοινὰ σημεῖα. 

4) λεἔΣαεη ΓΔ: Μία λύσις. 

5) ΔΑ )Ὺ}ΓΔ: Οὐδεμία λύσις. 


Πρόβλημα 458 
1426. Διὰ σημείου Ο εἰς τὸ ἐσωτερικὸν γωνίας ΒΑΓ', νὰ ἀχϑῇ εὖ- 


ϑεῖα ΒΟΓΓ᾽ περατουμένη εἰς τὰς πλευρὰς τῆς γωνίας καὶ τοιαύτη ὥστε 
ΟΒ. ΟΓ -ῷ κ᾽, δοϑὲν τετράγωνον. 


Ἢ χρῆσις τῶν γεωμετρικῶν τόπων δίδει τὴν ἁπλουστέραν λύ- 
σιν (Μέϑοδοι, 8 97)" κατωτέρω δίδομεν μίαν ἄλλην, ἀλλ᾽ ὀλιγώτε- 
ρον ἁπλῆν τῆς γενικῆς. ' 


 βά. Σὴμ, μετ. Διὰ τὴν σαφήνειαν καὶ οἰκονομίαν τοῦ σχήματος 
ἐλήφθη ΓΒ.» ΓΘ, μολονότι τὰ μήκη αὐτὰ εἶναι ἴσα πρὸς ἃ ἀμφότερα. 


Γεωμετρία {4 
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"Ἔστω ΒΟΓ ἡ ζητουμένη εὐθεῖα, ΑΟΔ καὶ ΓΔ χορδαὶ τῆς πε- 


ριφερείας (ΑΒΓ). ᾿Επειδὴ 
ΟΑ.ΟΔΞΟΒ. ΟΓ- ι", 


δυνάμέθα νὰ ὁπολογίσωμεν 
τὸ μῆκος ΟΔ, ἀφοῦ εἶναι 
γνωστὸν τὸ ΟΑ: 


ΑΘ... Κ᾿ 
Ἦν ΟΔ 


Καὶ ἐπειδή, προσέτι, ἡ γνω- 
στὴ γωνία μ τῶν εὐθειῶν ΑΒ 
καὶ ΑΟ εἷναι ἴση πρὸς τὴν 
ΟΓΔεξν, τὸ σημεῖον Γ θὰ 
εὑρίσκεται ἐπὶ τῆς εὐθείας ΑΓ 


καὶ τοῦ τόξου, τοῦ διερχομένου διὰ τῶν Ο, Δ καὶ δεχομένου γω- 


νίαν ν Ξε υ. 


μ 
Ἢ εὐθεῖα ΓΟΔ εἶναι τότε τελείως ὡρισμένη. 


Πρόβλημα 4δ8--] 


1427. Διὰ τοῦ ἑνὸς τῶν κοινῶν σημείων δύο τεμνομένων περιφε- 


Σχ, 909. 


ρειῶν (Α) καὶ (Β), νὰ ἀχϑῇ τέ- 
μνουσα αὐτῶν τοιαύτη, ὥστε τὸ 
γινόμενον τῶν ἐπ᾿ αὐτῆς χορδῶν 
γὰ εἶναι ἴσον πρὸς δοϑὲν τετρά- 
γώνον. 


Δυνάμεθα νὰ ἀνατρέξωμεν 
εἰς τοὺς γεωμετρικοὺς τόπους. 
(Μέϑοδοι, 5. 97). 

᾿Επὶ τῆς διαμέτρου ΘΑΓ 
λαμβάνομεν μῆκος ΘΕ, ὥστε 
ΓΘ.ΓΕ ΞξΞ Κ' καὶ φέρομεν εὐ- 
θεῖαν εἰς τὸ Ε κάθετον ἐπὶ 
τὴν ΘΓΕ. Ἡ τομὴ Ν αὐτῆς 
καὶ τῆς (Β) ὁρίζει τὴν ζητου- 
μένην τέμνουσαν ΝΓΜ. 


Πρόβλημα 468--1| 


1427 α. Δίδονται περιφέρεια 
(Ο) καὶ δύο σημεῖα αὐτῆς Α καὶ 
Β. Νὰ ἀχϑῇ ἐφαπτομένη τῆς πε- 
ριφερείας τοιαύτη, ὥστε αἱ ἀπο- 
στάσεις τῶν Α καὶ Β ἀπ' αὐτῆς 
νὰ ἔχουν γινόμενον δοϑὲν ἰς3. 
(Μαιμεϑβὶθ, 1892, ο. 238). 


ΑΙ παράλληλοι πρὸς τὴν 
ΑΒ καὶ εἰς ἀπόστασιν ἀπ’ αὐ- 
τῆς κ, ὁρίζουν τὰ σημεῖα ἐπα- 
φῆς τῶν ζητουμένων ἐφαπτο- 
μένων. 


Πράγματι, ἔστω Γ ἕν ἐκ τῶν σημείων τούτων, Α΄, Β΄ αἱ προ- 
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βολαὶ τῶν Α, Β ἐπὶ τῆς ἐφαπτομένης εἰς τὸ Γ καὶ Γ’ ἡ προβολὴ 
τοῦ Γ ἐπὶ τὴν ΑΒ. ᾿Εκ τῶν ὁμοίων πρὸς ἄλληλα τριγώνων ΔΑΑ΄, 
ΔΒΒ’, ΔΙΓΓ΄', εὑρίσκομεν τὰς ἀναλογίας 


ΔΑ ΔΓ ΔΒ ΔΓ 


Ἂκ -ΤΙ'’ ΒΒ’ ΤΙ 
ἼΑρα, 
ἀξ ΔΆ “τ ΔΒ 
ΑΑ΄ΞεΓΓ ΑΓ ἢ" ΒΒ Ξε ΓΓῚ. ἈΤ ’ 
καί ἑπομένως 
, ΚΡ ΔΑ.ΔΒ ; 
ΑΑ'.ΒΒ Ξε ΓΓ’ . παῖς Ξ- ΓΓ", 
ἀφοῦ ΔΙ"-- ΔΒ.ΔΑ. 


Πρόβλημα 4684 


1438. Νὰ διαιρεθῇ δοϑεῖσα εὐθεῖα ΑΒ εἰς δύο τμήματα, τῶν ὁποίων 
τὸ ἄϑροισμα τῶν τετραγώνων νὰ εἶναι δὸ 
ϑὲν τετράγωνον α. 


"Ἔστω ΑΖϑ -τ ΒΖ -Ξ αϑ. 

᾿Εὰν ἐπὶ τῆς καθέτου ἐπὶ τήν ΑΒ 
εἰς τὸ σημεῖον διαιρέσεως Ζ ὑψώσωμεν 
κάθετον καὶ ἐπὶ ταύτης λάβωμεν μῆκος 
ΖΔ -Ξ-Ξ- ΖΒ, τὸ μῆκος ΑΔ θὰ εἶναι ἴσον 
πρὸς α. ᾿Εντεῦθεν ἡ ἀκόλουθος κα- 
τασκευή. 

Κατασκευάζομεν τρίγωνον ἰσοσκε- 
λὲς ὀρθογώνιον ΑΒΓ καὶ μὲ κέντρον : 
καὶ ἀκτῖνα α γράφομε,. περιφέρειαν, Δ᾽" 
τέμνουσαν τὴν ὑποτείνουσαν ΒΓ εἰς Δ Σγ. 010 
καὶ Ε. Αἱ προβολαὶ τῶν σημείων τού- 
τῶν ἐπὶ τὴν ΑΒ εἶναι τὰ δύο, ἐν γένει, ζητούμενα ση!πεῖα διαιρέ - 
σεως. Πράγματι, 


ΑΘ'- ΘΕ: -- αϑ-- ΘΒ: -- αν. 
(Ἰα!ὰ6 Ῥεΐδγϑθεη, δίδέμοαρϑ οἱ ἐμόογιοθ, σ. 10). 


Διερεύνησις. Ὑπάρχουν δύο, ἐν γένει, λύσεις. Ἧ ἐλαχίστη τιμὴ 
τοῦ α εἶναι τὸ μῆκος ΑΛ, κάθετος ἀπόστασις τοῦ Α ἀπὸ τῆς ΓΒ' 
ἐπειδὴ τότε ἡ περιφέρεια (Α, αἡ ἐφάπτεται τῆς ΒΓ καὶ εἶναι 


«αδοεοφυφοοούφσσοο ππανόν υπιύτάτος. 


ΑΛϑ τ 2. ΑΟϑες τ ΑΒ», 


ΔΑΒ 
Υ2 


Διὰ α ΞΕ ΑΒ, ἕν τῶν τμημάτων μηδενίζεται καὶ τὸ ἄλλο εἶναι 
αὐτὸ τοῦτο τὸ τμῆμα ΑΒ. Διὰ δὲ α» ΑΒ, τὰ σημεῖα διαιρέσεως 
Ζ', Θ΄ εἶναι ἐξωτερικὰ τοῦ τμήματος ΑΒ: 


Ζ΄ Α᾽-- ΖΒ" -- ΘΑ: - ΘΒ" -- Ε΄ Αϑ -- Δ΄ Αϑ -- αϑ, 


Ἐἀνα « --- ΑΟΥ̓́Σ, δὲν ὑπάρχει λύσις. 
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πρόβλημα 4δδ 


1429. Νὰ διαιρεθῇ δοϑεῖσα εὐθεῖα ΑΒ εἰς δύο τμήματα, τῶν ὁποίων 
ἧ διαφορὰ τῶν τετραγώνων νὰ εἶναι δοϑὲν τετράγωνον αἢ. 


Ἔστω 525-- ΑΖ -Ξ α5. 


Διὰ τυχὸν σημεῖον Δ τῆς καθέτου 
ΖΔ ἐπὶ τὴν ΑΒ, θὰ εἶναι 


ΒΔϑ8ϑ -- ΑΔ" -- Β23 --- ΑΖ -Ξ α. 
“Ἐντεῦθεν: 


Ὑψοῦμεν κάθετον ΑΓ -Ξα ἀπὶ τὴν 
ΑΒ καὶ μὲ κέντρον Β καὶ ἀκτῖνα ΒΓ 
γράφομεν περιφέρειαν. Τὰ κοινὰ ση- 
μεῖα αὐτῆς καὶ τῆς μὲ κέντρον Α καὶ 
ἀκτῖνα ΑΒ ὁρίζουν εὐθεῖαν ΔΕ, τέμ- 
νουσαν τὴν ΑΒ εἰς τὸ σημεῖον διαιρέ- 
σεως Ζ. 

Δι᾿ ἐναλλαγῆς τῶν ἀκτίνων τῶν πε- 
ριφερειῶν τούτων, εὑρίσκομεν καὶ τὴν 

Σ1. 51]. Δ΄ΘΕ’ εὐθεῖαν, συμμετρικὴν τῆς πρώ- 
της πρὸς τὸ μέσον Ο τῆς ΑΒ. 
“ιδρεύνηρις. 1 Ἢ διαφορὰ δύναται νὰ εἶναι μηδέν, ὁπότε 


ΖΞΞΘΞΞΘΟ. 

2) Ὑπάρχουν ἐν γένει δύο λύσεις Ζ, Θ. 

3) ᾿"Εὰν α -Ξ ΑΒ, τὰ Α καὶ Β σημεῖα ἀπαντοῦν εἰς τὸ πρόβλημα, 
ἀφοῦ ἕν τῶν τμημάτων θὰ εἶναι μηδέν. 

4) Διὰ α» ΑΒ, τὰ σημεῖα διαιρέσεως εἶναι ἐξωτερικὰ τῆς εὐ- 
θείας ΑΒ. 


Πρόβλημα 4665--] 


1480. "Ἐπὶ τῶν πλευρῶν τυχούσης γωνίας Ο, λαμβάνομεν μῆχος Οὐ 
ἶσον πρὸς τὴν μονάδα τῶν μηκῶν, 
καὶ ἄλλο ΟΑ τυχὸν α. Φέρομεν τὴν 
εὐθεῖαν ὍΑ καὶ ἀχολούθιος κατα- 
σκευάζομεν τὰς γωνίας : 


ΟΑΒ -Ξ ΟΒΓ 5 ΟΓΔ..., 


πάσας ἴσας πρὸς τὴν ΟΥΑ. Ζη- 
τεῖτα. ὅπως ἐχφρασθοῦν τὰ μήκη 
ΟΒ, ΟΓ, ΟΔ, ΟΕ... συναρτήσει 
τοῦ ἀριϑμοῦ α. 


Ἂς παραστήσωμεν διὰ τῶν υ, α, β, γ, ὃ, ε... τὰ μήκη Οὐ, 
ΟΑ, ΟΒ κλπ. ᾿Εκ κατασκευῆς, αἱ ὕὰ, ΒΓ, ΔΕ... εἶναι παράλ- 
ληλοι πρὸς ἀλλήλας, ὡς καὶ ΑΒ, ΓΔ..., τὰ δὲ τρίγωνα ΟΥΑ, 
ΟΑΒ, ΒΓ, ΟΓΔ... πάντα ὅμοια πρὸς ἄλληλα. Διά συγκρίσεως 
ἑκάστου τῶν τριγώνων τούτων πρὸς τὸ ἐπόμενόν του, εὐκόλως 
καταλήγομεν εἰς τὴν σχέσιν: 

ου ΟΑ. ΟΒ ΟΓ ΟΔ 


ϑιρμωσνοκοπανντεπενανει,.. ἸΞΡΡπα,;Οἢς αν τι και μπνακακανται,., “ποτα πορϑίδαν 
πο. «ἀ4« 


ὍΛΑ Β ὉΓ Δ᾽ ΟΕ’ 
ἢ τὴν Β΄) 85 τ, Ὁ 
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Ἔκ τῆς τελευταίας ταύτης λαμβάνομεν διαδοχικῶς 


ιβ Ξξ α, ἤ, ἀφοῦ ιἰΞΞ!, β -- α", 
αγ Ξ-Ξ β᾽ ΞΞ α’ ἢ γ- αῦὉ, 
βδ -- γ5 ΞΞ α! ἢ δ-:: ας, 
γε ΞΞ δ᾽ -Ξ αἵ ἢ ε -- αϑ, 


καὶ οὕτω καθεξῆς. 


Σημείωσις. Σχετικῶς βλέπε .αἀφοραὰα ἄρθρα εἰς . Η. Ε΄., καὶ 
ἰδιαιτέρως τοῦ 1893, σ. 246, ὑπὸ Ο. Πατρεπ8. 


᾿Αναζήτησις ἀριϑμητικῶν σχέσεων 


πρόβλημα 4566 


1491. Διὰ τῆς κορυφῆς Α παραλληλογράμμον ΑΒΓΔ φέρομεν εὖ- 
ϑεῖαν ΑΜΝ, τέμνουσαν τὰς ΓΒ, ΓΔ εἰς Μ 

καὶ Ν ἀντιστοίχως. Ποία ἡ σχέσις ἣ συν- 
δέονσα τὰ μήχη ΒΜ, ΔΝ πρὸς τὰς πλευρὰς 


τοῦ παραλληλογράμμου ; » 
"Ἔστωσαν ΑΒ-Ξ-ΓΔ-εα, ΑΔ-:-ΞΒΓ-.β. 8 Δ 
Ἔκ τῶν ὁμοίων τριγώνων ΑΒΜ, ΝΔΑ 
εὑρίσκομεν 
ΒΜ β ᾿ 
α ΔΝ᾿ : ᾿ 
Σ. 913. 
ἢ ΒΜ. ΔΝ -- αβ, () 


ἥτις εἶναι ἡ ζητουμένη σχέσις. 
1482. Παραθήθηδις: Τὰ σημεῖα Μ, Ν γράφουν ἐπὶ τῶν πλευρῶν 
τῆς γωνίας ἰ᾿ ὁὀμογραφικὰς σημειοσειρὰς (8 1298 αὐ). 
Πρόβλημα 4δ6--] 
1488. Εἰς τὸ ἴδιον πρόβλημα, νὰ εὑρεϑῇ σχέσις μεταξὺ τῶν 
ΓΜ, ΓΝ. ᾿ 
Ἔχομεν, 
ΒΜΞΙΓΜ--β, ΔΝ- ΓΝ --α, 
καὶ δι' ἀντικαταστάσεως εἰς τὴν (1) εὑρίσκομεν 
(ΓΜ -- β) (ΓΝ -- α) ΞΕΓΜ.ΓΝ -- ΓΜ -- ΒΓΝ - αβ -Ξ αβ, 
ἢ ΓΜΟ.ΓΝ ΞΕ ΓΜ - ΒΓΝ. (2) 
Πρόβλημα 466-- 11 
1484. Εἰς τὸ ἴδιον ἐπίσης πρόβλημα, νὰ εὑρεθῇ σχέσις μεταξὺ 


τῶν ΓΜ, ΓΝ, ὅταν τὸ σημεῖον Α εὑρίσχεται ἐπὶ τῆς διχοτόμου τῆς 
γωνίας Γ. 


694 


Εἰς τὴν περίπτωσιν αὐτήν, τὸ σχῆμα ΑΒΓΔ εἶναι ρόμβος καὶ 
α Ξ-β. Ὁ τύπος (2) γίνεται : 


ΓΜΟΓΝ --α(ΓΜ- ΓΝ), 


Ι 1 1 
ἢ ΠΤΗ ΤΤΝ᾿ 


1488. Σημείωσις. Ὁ Μαοίαυτγίη ὠνόμασε μέσην ἁρμονικὴν δοθει- 
σῶν ποσοτήτων, τὴν ποσότητα “ἧς ὁποίας τὸ ἀντίστροφον εἶναι ἡ 
μέση ἀριθμητικὴ τῶν ἀντιστρόφων τῶν ν ποσοτήτων. Τὸ μῆκος α 
λ.χ. εἶναι ἡ μέση ἀριθμητικὴ τῶν ΓΜ καὶ ΓΝ. , 

ὋὉ Ῥοποεῖες εἰς τὸ Τραὶϊὁ ἀδφ8 ρῬγοργίδιίές ρυο)εοίζυεε (68 ΕἸστο8 
αὐτοῦ, ἐπεξέτεινε τὴν ἔννοιαν τῆς μέσης ἁρμονικῆς καὶ ἐφήρμοσε 
αὐτήν, δι᾽ ἕν ὁσονδήποτε πλῆθος σημείων ἐπ’ εὐθείας γραμμῆς, εἰς 
τὴν σπουδὴν τῶν ἀλγεβρικῶν καμπύλων. θλ. τόμ. |Π, πρῶτον τμῆμα. 
ΤΗῤονγὶ σέπέναϊς ἀ68 οοηΐγ68 ὧδ γιουνεηηθβ μαγγηοπίηιιθ (σ. 1 ἕως 50) 


Προόβλημα 457 


1436. Ἰὴν πλευρὰν ΑΒ τραπεζίον ΑΒΓΔ διαιροῦμεν εἰς ! δύο μέρη 
ΑΔ, ΔΒ ἀνάλογα τῶν μ καὶ ν μηκῶν καὶ 
διὰ τοῦ σημείου διαιρέσεως φέρομεν εὖ 
ϑεῖαν ΔΖ παράλληλον πρὸς τὰς βάσεις. 
Νὰ ἐκφρασϑῇ τὸ μῆκος τῆς παραλλήλου 
ταύτης συναρτήσει τῶν μ,ν καὶ τῶν βά- 
σεων α, β τοῦ τραπεΐζίου. 

Τοῦ ζητήματος τούτου ἐπελήφθημεν 


(- 
Σ:. 914. ἤδη ὡς θεωρήματος (δ 1200), ἕνεκα 
τῶν ἐφαρμογῶν του. Δύναται ὅμως νὰ 


τεθῇ καὶ ὡς πρόβλημα. 


"» ἜΝ ἘΞΞΕΕ .-Ἕ-- ΑΔ μ 
Εστω ΑΕ--υ, ΒΓ Ξ-ΞΕβ, ΔΖ -Ξ-δ, ΔΕ “-πν" 

ΒΘ ΑΔ ΔΘ μ ἊΝ μ 

2Θ ΒΔ ΖΘ ν ν 

ΓΡττ τς απὸ το το πω τπτον 
Συνεπῶς, 

αν 
δα ΘΡ ἜΡΡ. (1) 


1497. Παρατηρήσεις, 1) Τὸ μεταξὺ τῶν διαγωνίων τμῆμα ΘΗ 
εἶναι ἴσον πρὸς ΔΗ -- ΔΘ -ΞΖ79θ -- ΔΘ ἢ 


δι ξιπυτ ει. 2 
μιν Ὁ 
2) Ἢ τιμὴ τοῦ τμήματος ΤΣ, διὰ τοῦ κοινοῦ σημείου τῶν δια- 
γωνίων, λαμβάνεται ἐκ τοῦ τύπόυ (1) διὰ τ- τ' 
2 αβ 
ΤΣ --.-σ τσ. 3) 
α ἘΒ : 


τύπος ἤδη γνωστὸς (8 1199). 
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πρόβλημα 4567 .-- 1 
1488, "Ἐπὶ τῆς προεκτάσεως τῆς πλευρᾶς ΑΒ τραπεζίου λαμβάνομεν 


σημεῖον Δ τοιοῦτον, ὥστε τ καὶ 


ἐξ αὐτοῦ φέρομεν παράλληλον πρὸς τὰς 
βάσεις τοῦ τραπεζίου. Νὰ ὑπολογισϑῇ τὸ 
μῆχος τοῦ μεταξὺ τῶν διαγωνίων τμήμα- 
τος ΘΗ 


Εὐὑὐρίσκομεν : 
ΔΗ----"΄͵, δθ0- τρεςς 
μ--ν μ--ν 
καὶ ἑπομένως 
ΘΗ -- ἀντ βμ (4) 
μ--ν 


1439. []αρατηοήσεις. 1) ΔΘ -Ξ ΖΗ’ ἄρα 


Ἀ2- κδϑ ληξ Ῥυ Ξν 
ι -ν 
2) Διὰ τὸν ὑπολογισμὸν τοῦ μήκους [Κ, ἀρκεῖ νὰ ἀντικαταστή- 
σωμεν εἰς τὸν τύπον (4) τὰ ν καὶ μ διὰ τῶν βὶ καὶ α ἀντιστοίχω-. 


ἐπειδὴ ---- ΞΞ - Λαμβάνομεν 

2 αβ 
α --Β᾽ 
Πρόβλημα 46δ8 


1440. Νὰ ἐκφρασϑῇ τὸ μῆκος τῆς εὐθείας τῆς ἑνούσης τὰ μέσα τῶν 
βάσεων τραπεζίον συναρτήσει τῶν τεσσά- 
ρων πλευρῶν αὐτοῦ. 


“Ἕστωσαν α,ὙΥ τὰ μήκη τῶν βάσεων, 
β καὶ ὃ τὰ τῶν μὴ παραλλήλων πλευ- 
ὧν. 
᾿ Διὰ τοῦ μέσου Ν τῆς ΔΙ φέρομεν 
παραλλήλους ΝΛ, ΝΟ, πρὸς τὰς μὴ 
παραλλήλους πλευρὰς τοῦ τραπεζίου. 
Θὰ ἔχωμεν 


ΙΚ -Ξ- 


(8 1199). 


1 
ΛΜ-Ξ- ΜΟ -Ξ:- 5 (α --- γ), Σ...910. 


τὸ δὲ τρίγωνον ΟΝΛ εἶναι ὡρισμένον, ἀφοῦ αἱ τρεῖς πλευραί του 
ἔχουν γνωσεὰ μήκη. 
- Κατὰ τὸ θεώρημα τῶν διαμέσων, θὰ εἶναι 


Μν"-- 5. Ἷ(α- γ»», 


ἢ μῃ»-- «265: δ:Ὁ αγ)-- (αὐ ἜΝ 


696 


Πρόβλημα 4688.- 1 
1441. Νὰ ἐκφρασϑῇ ἡ ΜΝ συναρτήσει τῶν α, γ καὶ τῶν μηκῶν τῶν 
διαγωνίων μ, ν. 
Φέροντες διὰ τοῦ σημείου Ν᾽ παραλλήλους πρὸς τ -ς διαγωνίους, 
σχηματίζομεν τρίγωνον, τοῦ ὁποίου ἡ βάσις ἔχει μῆκος Ξ5 (α-Ἐ). 
Θὰ ἔχωμεν δὲ πάλιν 


μν"-- θ  (α-0γ)», 


ἢ ΜΝ1-- 2 (μ᾽ -Ἡ νῦ --- αγ) -- ἰα' --Ὁ γ᾽) 
4 


Πρόβλημα 468--]] 


1442. Εὶϊς δοϑεῖσαν περιφέρειαν (Ο, α) εἶναι ἐγγεγραμμένον τρίγω- 
γον ἰσοσκελὲς ὀρϑογώνιον. Νὰ ἐκφρασϑῇ ἣ 
ἀκτὶς β τῆς “περιφερείας, τῆς ἐφαπτομένης τῆς 
δοθείσης καὶ τῶν ἴσων πλευρῶν τοῦ τριγώνου. 


"Ἔστωσαν 

Βο--αΟξξόΖξξα, ἀδ:ξΔ Μ:-ξΞΜΖ::β. 

Θὰ εἶναι 

ΑΕ.ΑΖ-:Ξ- ΑΔ ἢ (2α -- 2β) 2α ΞΞ β5, 
ἢ β᾽ - 4αβ -Ξ 4α3. 


Αὕτη εἶναι Ν σχέσις ἐξ ἧς ὁρίζεται τὸ 
μῆκος βὶ (8 298 


Πρόβλημα 468--11] 


1248. Διὰ τοῦ ἑνὸς τῶν κοινῶν σημείων δύο περιφερειῶν φέρομεν 
κοινὴν αὐτῶν τέμνουσαν, Νὰ εὑρεϑῇ σχέσις μεταξὺ τῶν μηκῶν τῶν᾽ 
ἐπ᾿ αὐτῆς χορδῶν, τῶν ἀκτίνων τῶν περιφερειῶν καὶ τῆς διακέντρου 
-αὐτῶν. 


Βλ. Μέϑοδοι, 5. 308). 


αριστῶντες τὸ μῆκος τῆς διακέντρου διὰ ὃ, τὰ μήκη τῶν χορ- 
δῶν διὰ χα καὶ τ καὶ τὰ τῶν ἀκτίνων διὰ ρ καὶ Ἑ, εὑρίσκομεν : 


δ3 --  (κ -᾿ υ) Ἢ Ἔ( ΕἸ --τν Ε"--ν»ϑ - -Υ ρ5-- κ ).. 
Προόβλημα 459 


1444. Δίδονται περιφέρεια, δύο σημεῖα σταϑερὰ Α καὶ Β αὐτῆς καὶ 
χορδὴ ΕΖ. "Ἐὰν συνδέσωμεν τυχὸν σημεῖον Γ τῆς περιφερείας πρὸς τὰ 
Α καὶ Β, αἱ χορδαὶ ΓΑ, ΓΒ ὁρίζουν ἐπὶ τῆς ΕΖ σημεῖα Μ, Ν καὶ 
τμήματα ᾿ἐπ' αὐτῆς ΕΜ, ἙΝ, ΝΖ. Ποία ἡ σχέσις μεταξὺ τῶν μηκῶν τῶν 
τμημάτων τούτων ; 


(Μέϑοδοι, 8. 326). 


Πρόβλημα 460 


144δ. Νὰ ἐχφρασθϑῇ τὸ μῆχος τῆς χορδῆς τοῦ ἀϑροίσματος ἢ τῆς 
διαφορᾶς δύο τόξων περιφερείας, συναρτήσει 
τῆς ἀχεῖνος αὐτῆς καὶ τῶν χορδῶν τῶν τόξων. 
"Ἔστωσαν α, β αἱ δοθεῖσαι χορδαί, ὃ ἡ 
διάμετρος, μ καὶ ν αἱ χορδαὶ τοῦ ἀθροί- 
σματος καὶ τῆς διαφορᾶς τῶν τόξων. 
Κατ᾽ ἐφαρμογὴν τοῦ θέωρήματος τοῦ 
Πτολεμαίου (5 1209), εὑρίσκομεν ᾿ 
μδτ--α. ΔΓ-ΈΒ.ΔΒ. 


Ἕνεκα τῶν ὀρθογωνίων τριγώνων ΑΒΔ 
καὶ ΑΓΔ, εἶναι 


Β8Δ2--δ.--αὐ, δγ-ὺῦ δ᾽ -- β', 


καὶ ἑπομένως 
αΥ 8: - Β φτρβγγετ--αὐ 
μ-- τ Ξτ- -ς Ξ ΞΞῚΞ: -Ξ- . 
Ὁμοίως, 


αΥν --β’. βΥ 8: -- αὐ 
ΕΞ ἘΞ κε τς -  Ξ ΣΝ 


Πρόβλημα 461 


1446. Δύο ἐξωτερικαὶ ἀλλήλων περιφέρειαι ἔχουν κέντρα Α, Β. 
ἀκιῖνας ο, ο΄ καὶ διάκεντρον μήκους δ. Συναρτήσει τῶν ῳ, ο΄ καὶ ὃ νὰ 
ἐκφρασθοῦν αἱ ἀποστάσεις ΑΟ, ΒΟ ἑκάστου κέντρου ἀπὸ τοῦ σημείου 
τομῆς Ο τῶν ἐξωτερικῶν κοινῶν ἐφαπτομένων, τὰ μήκη τῶν χορδῶν 
ἐπαφῆς καὶ αἱ ἀποστάσεις ἑκάστης χορδῆς ἀπὸ τῶν ἀντιστοίχων κέντρων. 


Φέρομεν τὴν ΒΛ παράλληλον πρὸς τὴν ΓΔ: 


ΑΛτρ--ρ΄, λ- γδ᾽---(ρ --- ρ΄), (ρ»» ρ᾽) 


1) Τὰ ὅμοια πρὸς ἄλληλα τρίγωνα ΑΟΓ, ΑΒΛ, ΒΟΔ παρέ- 
χουν τὰς ἀναλογίας : 


ΑΟ ΑΓ. ΑΘ ρ ᾿ς ὅὃρ 
ἍΒ ἊΔόέΠΠ δ᾽ ῥτ-ρ σέ ρΡ Ὁ" 
ΒΟ ΒΔ. ΒΟ ρ᾽ κονοςς ἐβ᾽δ 
ἀπ Ξ ἀκ ἢ ΕἸ τ καὶ ΒΟ -Ξ- ΠΕΞΟΞῚ (2) 
᾿Επίσης, 
ΓΟ -- ρλ τῇ ΔΟ- θ᾿ ᾿ 
ρ--ρ ρ--ρ 
2) ΑΡ.-ίρ "69, (3) 


ΒΠ -- Ε(ρ-- Ρ.. () 


κοιοκ ρ-«----- ὉΩ͂ΣΕΣν ἀλλ τας ἐνὸς μδν ἀπ νεέν ὃν 


-.-..ῦ...... ... ....,......-...αῈΣ....:.αῈς-ς--ς-ςς...- 
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3) (6) 
Σχ. 919. 
4) ΡΠ- 3. . (7) 


Παρατήρησις. Αἱ εὐθεῖαι ΓΡ, ΔΠ εἶναι αἱ πολικαὶ τοῦ ἐξωτερι- 
κοῦ κέντρου ὁμοιότητος Ο, αἱ δὲ Γ’Ρ΄, Δ΄ Π΄ αἱ τοῦ ἐσωτερικοῦ ] 
πρὸς τὰς δύο περιφερείας. 


πρόβλημα 46 ---1 


1447. Τὸ αὐτὸ ζήτημα, ἀλλ᾽ ἐν σχέσει πρὸς τὸ ἐσωτεριχὸν. χέντρον 
ὁμοιότητος [, δηλ. τὸ σημεῖον τομῆς τῶν ἐσωτερικῶν κοινῶν ἐφαπτομέ- 
νῶν τῶν περιφερειῶν. 

᾿Αρκεῖ νὰ ἀντικαταστήσωμεν εἰς τὰς ἀνωτέρω σχέσεις τὰ ρ--ρ΄ 
καἱ Δ διὰ τῶν ρ-Ἐρ΄ καὶ λ΄ -Ξ [78 -- (ρ - ρ᾽). Εὐρίσκομεν : 


ὃ : δ ; 

ΑΙ τες ἰμθ (1) ΒΙ -- ἔτ’ (2) 
λ' ἄς Θ᾽ Ν᾽ 

ΓΊ--- Β΄ ΑΞ: Ξ. 

ρ-Ἐρ ρ“Ἐρ 

αρ' .--θ ρ-ττρ), 63) ΒΠΞ6Θ ΎΡΟ, (4) 

γρ--δν, (5) δηξθι, (6) 

Ρ΄Π΄ΞΞ ΞΞ ὃ (7) 


Πρόβλημα 462 


1448. Νὰ εὑρεϑῆ τὸ μῆκος γ τῆς πλευρᾶς καὶ τὸ τοῦ ἀποστήματος 
κανονιχοῦ δωδεκαγώνον, συναρτήσει τῆς ἀκτῖνος ἡ τῆς περιγεγραμμένης 
εἷς αὐτὸ περιφερείας. 
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Ἔστω κανονικὸν πολύγωνον πλευρᾶς γ. Ἧ πλευρὰ γ΄ τοῦ εἰς 
τὴν αὐτὴν περιφέρειαν μετὰ τοῦ δοθέντος ἐγγεγραμμένου κανονι- 
κοῦ πολυγώνου καὶ μὲ διπλάσιον πλῆθος πλευρῶν διδεται ὑπὸ 
τοῦ τύπου 

γ' -- Υ2ρ᾽ -- ργξρ’ -- γ᾽. 
Ἡ πλευρὰ γ κανονικοῦ ἑξαγώνου ἰσοῦται πρὸς τὴν ἀκτῖνα' ἄρα 


Υ Ξξξρ γ2 -- Υ3 
Τὸ ἀπόστημα α’ δίδεται ὑπὸ τοῦ τύπου 
ιΞΞ Ξ-- γ 
ρ᾽ 4 
ΕΝ ρ τ 
ἢ α-Ξ--ς γ2-Ὁ 73. 
Πρόβλημα 463 


2440. Νὰ εὑρεϑῃ σχέσις μεταξὺ δύο χορδῶν παραλλήλων δοϑείσης 
περιφερείας, τῆς ἴσον ἀπεχούσης αὐτῶν χορ- 
δῆς καὶ τῆς ἀποστάσεως 32 τῶν δύο πρώτων 
παραλλήλων χορδῶν. 


᾿Ἐὰν ὀνομάσωμεν ρ τὴν ἀκτῖνα τῆς 
περιφερείας, 2μ τὴν χορδὴν ΑΒ, 2ν τὴν 
ΓΔ, 2λ τὴν μέσην χορδὴν ΕΖ, 2:2 τὴν ἀπό- 
στασιν τῶν χορδῶν ΑΒ καὶ ΓΔ, καὶ ε 
τὴν ἀπόστασιν τοῦ κέντρου ἀπὸ τῆς μέ- 
σῆς χορδῆς, εὐκόλως εὑρίσκομεν ὅτι : 


ΟΑ -- Αθ --- ΟΘ9 


ἢ ρ᾿ Ξε μ᾽ “(ε -- 2)" εξ μῬ  ε᾽ Ἡ τ᾽ -- 2ε. (1) 
᾿Επίσης, , 
ρ᾽ ταν -Ἐ (ε -{- 2)" τε ν" -Ῥ ε' -Ἐ χ᾽ -Ἐ 2εὶ (2) 
ρ᾽ -- λ"᾽ -ε: 
ἢ 2ρ3-Ξ- 2λ53-Ἐ 2 5. (3) 
᾿Επομένως, 
(1) -Ἡ (2) --- ἰ:Ξϑ)γ) ΞΞθ -Ξῷ μ᾽ -Ἐνϑ --2λ3.-Ε 2,3 
ἢ (2 μ)} - (2 ν)" ΞΞ 2 (2 )" -- 2 (2 ")", 
δηλ. ΑΒ! ἘΓΔ’᾽-- 2Ε2Ζ᾽ .-. 2ΘΗ“, 
ἥ: 


᾿ Τὸ ἄϑροισμα τῶν τετραγώνων δύο παραλλήλων χορδῶν εἶναι ἴσον πρὸς 
τὸ διπλάσιον νὴῤ Τούρ φν τῆς μέσης χορδῆς, ἠλαττωμένον κατὰ τὸ διπλάσιον 
τετοάγωνον τῆς ἀπ᾿ ἀλλήλων ἀποστάσεως τῶν παραλλήλων χορδῶν. 


Πρόβλημα 464 
14δ0. Συναρτήσει τῆς ἀχτῖνος περιφερείας καὶ τοῦ μήκους τῆς χορ- 


δῆς δοϑέντος τόξηωυ αὐτῆς, νὰ ἐχφρασθϑοῦν: 
1) Τὸ ἀπόσιημα τῆς χορδῆς καὶ τὸ βέλος τοῦ τόξου. 
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ὦ) Τὸ μῆχος τῆς χορδῆς τῆς ὑποτβινούσης τόξον ἴσον πρὸς τὸ ἥμισυ 
τοῦ δοϑέντος. 

8) Τὸ μῆχος τοῦ τμήματος ἐφαπτομένης, παραλλήλου πρὸς τὴν χορ- 
δήν, τὸ περιεχόμενον μεταξὺ τῶν ἀχτίνων εἰς τὰ ἄχρα τοῦ τόξου. 

1) “Ἔστω α τὸ μῆκος τῆς χορδῆς ΑΒ καὶ ρ ἡ ἀκτὶς τῆς περι- 
φερείας. Ἔκ τοῦ ὀρθογωνίου τριγώνου ΑΔΟ, εὑρίσκομεν 


α3 α 
ΟΔ'τερ -τγ' οδ-- ἵ,:-- 5᾽. 
Τὸ βέλος ΔΓ -Ξ- ΟΓ ----ΟΔ εἶναι ἴσον πρὸς 


ΔΓ --ρ- ἴρ - ξ΄. 


2) Ἡ χορδὴ ΑΓ, τοῦ ἡμίσεος τόξου τοῦ 
δοθέντος, εἶναι ἡ μία τῶν καθέτων πλευ- 
ρῶν τοῦ ὀρθογωνίου τριγῶώνου ΑΔΓ, τοῦ 
ὁποίου γνωρίζομεν τὰς πλευρὰς τῆς ὀρθῆς 
γωνίας. Αρα 


Σ.. ΜΠ ΑΓ᾿-Ξ Ξ ΕΞ (ο - γ,: τ- ΞΔ ᾽ 


3) Διὰ τὸν ὑπολογισμὸν τοῦ μήκους ΕΖ, βοηθούμεθα ὑπὸ τῶν 
ὁμοίων τριγώνων ΕΟΖ καὶ ΑΟΒ. Θὰ ἔχωμεν: 
ΕΖ ΟΓ εΖ-. Β.ΟΓ 
ΑΒ ΟὉΔ' τ ΟΔ᾽ 


Συνεπῶς, 


Πρόβλημα 466 


146δ1. Νὰ ἐκφρασθῇ συναρτήσει τῶν τετραγώνων τῶν πλευρῶν τρι-᾿ 
γωνου τὸ ἄθροισμα τῶν τετραγώνων τῶν ἀπο- 
στάσεων τοῦ σημείου τομῆς τῶν διαμέσων ἀπὸ 
τῶν κορνφῶν τοῦ τριγώνον. 


Εὐρίσκομεν : 
μ' Ἐν" Ἔλλες τ (α’ Ἐβ᾽.-Ἐ γῆ". 
Δηλ. 


Τὸ ἴϑροισομα τῶν τοεραγώγων τῶν ἀποστάσεων 
τοῦ σημδίου τομῆς τῶν διαμέσων τριγώνου ἀπὸ τῶν 
ΣΧ. 952. τριῶν κορυφῶν εἶναι ἴσον πρὸς τὸ τρίτον τοῦ 
ἀϑοοίσματος τῶν τετραγώνων τῶν πλευρῶν αὑτοῦ. 


Πρόβλημα 468--1 


1462. Διαιροῦμεν τὴν βάσιν τριγώνου εἰς τρία μέρη ἴσα καὶ φέρο- 
μεν τὰς ἑνούσας τὰ σημεῖα διαιρέσεως μετὰ τῆς κορυφῆς εὐϑείας. Ζη- 
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τεῖται τὸ ἄϑροισμα τῶν τετραγώνων τῶν εὐθειῶν αὐτῶν σνναρτήσει 
τῶν τετραγώνων τῶν πλευρῶν τοῦ τριγώνον. 


᾿Εφαρμόζοντες τὸ θεώρημα τοῦ τετραγώ- 
νου τῆς διαμέσου, εὑρίσκομεν τὰς ἰσότητας : 


2(4.2)"-Ἑ 2(2Γ)} ΞΞ ΑΓ’ - ΑΔ", ᾿ 
2(ΑΔ)" -Ἐ 2(ΒΔ)" -- ΑΖ’ - ΑΒ", 


Ά 


ἐξ ὧν 


ΑΔ' ΑΖ" τι ΑΓ" ΑΒ’ -- --- ΒΓ". 969 ἃ τ 
τς σαντο 
Παρατήρησις. Διὰ ΒΔ-- ΖΓ -Ξ Ξ : Σχ. 923. 
θὰ εἶσι ΑΔ’ ΑΖ' -- ΑΓ’ -ἰ ΑΒ’ -- -ὃ. ΒΓ’. 
Πρόβλημα 466 


1468. Νὰ ὑπολογισϑοῦν συναρτήσει τῶν πλευρῶν α, β, γΥ τοιγώνον 
δοϑέντος : 

1) Τὰ ὕψη αὐνοῦ να, υβ, υγ. 

9) Αἴ ἀποστάσεις Κα, κβ, Κγ τοῦ κέντρου Ο τῆς περιγεγραμμένης 
περιφερείας ἀπὸ τῶν πλευρῶν. 


Εὐρίσκομεν : 
υὰ ---Ξ. γὙτιτ -- α) (τ- βὴ (τ -- γ), 
1) υρ τε -ξ- Ἱε{τΞ: α) (τ -- ) {τ -- Υ), 


υγ τε Ξ- γὙτζτ -Ξ ) {τ -- 8) τ -- 
2) κα -- Κ" (αβγ)" αΣ 
16τ τ -- αὐ (τ -- β) (τ -- 4 


-  (αβγ)" 
᾿ ΕΣ (τ- β)(τ --Ὑ) ὁ 


2 [5 


κυ ΞΞ (αβγ)" Ν γ᾿ ᾿ 
ἴδτίτ -- αγίτ - Β)7(τ -Ύ) 4 


Ἢ ἐπιφάνεια Ε τοῦ τριγώνου καὶ ἡ ἀκτὶς Ε τῆς περιγεγραμμέ- 
νης εἰς αὐτὸ περιφερείας εἶναι, ἀντιστοίχος : 


Ε -- [Ἱττ-Ξ «ἡ {ἃ -- β) (τ -- γ), 
"---... δΡῪ πο πε πὶ 
4 Ὑττ -- α) (τ -- β) (τ -- Ὑ). 


- τ ποῦ σπο'- -----ο..... 
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Πρόβλημα 406.-.1 
1488 α. 'Ομοίως. 
8) Τὰς ἐσωτερικὰς διχοτόμους δα, ὃρ, ὃγ. 
4) Τὰς ἐξωτερικὰς διχοτόμους δα, δ΄β, δ΄γ. 
Εὑρίσκομεν: 


δα ΞΞ ἴον - α(σρν) πῆτ ἵτττ -- α) βγ, 


(β -Γ γ)" 
3) 56 -- γα ἐσθ). δ {τ ΞΞ ΕΣ γα, 
δ παρ -- Ὑαβυ). ἐς [τ --Ξ: ῸΎ} αβ. 
δα τες Ὑ{τ -- β){τ-- Ὑ) ΡΥ. 
4) δρτε- " 1 πΞ γίτττα)γα.. 
2 


δΎΞΞΕ - ἃ 1 τ-ΞΞ αγ(τ-Ξ Β) αβ. 


Πρόβλημα 466--11 
1468 β. 'Ομοίως, 
δ) Αἴ διάμεσοι μα, μβ, μη. 
6) Αἴ ἐσωτερικαὶ συμμετροδιάμοσοι μα, μ, μι. 
ἢ) Αἱ ἐξωτερικαὶ συμμετροδιάμεσοι μα, μ΄ β ,,μγ.- 
Εὐρίσκομεν : 


μα τε ἢ -Φ (ρ.-Εγ’-- - α), 
᾿ μεϊτζτο τεῦ. 
μν τ ἢ τὸ (ω Ἐρ.- Ἐν) " 


. 26} αβγ 


ματα ἜΡΈγν [ΡΥ 
δι τς 2γ5"5α3" α'β᾽γ" 
᾿ ἐδ πε γε αν ΠΟ» απ» 
2α3μ᾽. α᾽β᾽γ' 
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αβγ 
ΣΥΝ 
7) μ΄ρΞΞ τῆς αη ᾿ 
; αβγ 


᾿Αποστάσεις διαφόρων σημείων ἀπ᾽ ἀλλήλων 


1469 δ. Παριστῶντες, ὡς συνήθως, διά: Ο τὸ κέντρον τῆς πε- 
ριγεγραμμένης περιφερείας εἰς τὸ τρίγωνον ΑΒΓ, | τὸ κέντρον τῆς 
ἐγγεγραμμένης περιφερείας, Θ τὸ κέντρον βάρους, Η τὸ ὀρϑόκεν- 
τρον, Κι τὸ σημεῖον τοῦ [επιοίπο, ὶ τὸ σημεῖον τοῦ αενσοηπε, ἰδ 
τὸ τοῦ Ναρεὶ, θ, Ώ, ῶ’ τὴν γωνίαν καὶ τὰ σημεῖα τοῦ Βνοοαγά, 
Ἐ, ρ τὰς ἀκτῖνατ τῶν περιφερειῶν (Ο) καὶ ([) καὶ Ε τὸ ἐμβαδὸν 
τοῦ τριγώνου, θὰ ἔχωμεν : 


ΟἹ" ΞΞ Καὶ (Ε -- 2ρ), 
ΟΝ ΞΞΕᾺ -- 2ρ, 
ΟΗΞϑ -- κ' (1 -- δ συν Α συν Β συν Γ) ---9 ἘΞ -- (α -ἰ β'"-Ἐ γ"), 
Η]Σ ΞξΞ 45" -Ἐ4Ὲρ-Ἐ 3ρ' -- τ᾽, 
ομΜι-- 5»..- Εἰ (ΑΕ τ ρ) 
(4 -- ρ)" 
9 ΘΙ" --- τ' -᾿ 5ρ5 -- Ἰ6 Ἀρ, 
Ὃ ΘΟ -- 983 -- (α -ἰ β5 -Π γ3) ΞΞ 9 --- 2(τ -- ρ᾽ -- 4 Ερ), 
2Έρ(48 
ΚΙ» -- ΦΞΒΞῈ πρὶ -- 318εφ᾽0, 
ΚΗ" Ξξ Ἀ3ϑ (εφ᾽θ -- - 4 συν Α σὺν Β συν Γ ([ --- εΦ3θ)), 
4Ε (1. 2ημ3θ 
9ΚΘ᾽ -- ΓΟ μρῖθ). 2γμνεφ’θ. 
᾿Εὰν θέσωμεν 48 - 5 τ-Ξδ, εὐρίσκομεν ἐπίσης 


 -- αν “Ὁ β'α - γιβ 
ταν τ ΣΤΟΣ τι 


ΩΟ --ΟΩὍΌ --Ξἃᾷ }1--: 4 ημ19, 
Μ το νθ γεγσθτε 


ΩΩ’ Ξ- 2 ημ9θ}1-- 4ημθ, 
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οΚ -- 71-- 4 ημ: ὃ. 


συνθ 
ΩΚ--ΩΚ- κεφθΊΤΞ Ζημβτ6, 
Πρόβλημα 466.-- 111 


14δ4. Ἑὶς τοίγωνον ΑΒΓ, συνδέομεν τὰ σημεῖα ἐπαφῆς Δ, ΒΕ, 2 τῆς 
Α ἐγγεγραμμένης εἰς αὐτὸ πεοιφερξίας μετὰ τῶν 
, πλευρῶν πρὸς τὰς ἀπέναντι κορυφάς. ᾿Ἂν 
Ἑ΄͵ Ζ΄, Δ’ εἶναι τὰ δεύτερα σημεῖα τομῆς τῆς 
περιφερείας ταύτης καὶ τῶν εὐδειῶν ΑΔ, ΒΕ, 
ΓΖ, ζητεῖται νὰ ἐκφρασϑῇ ἢ παράστασις 
ΑΔ.ΑΔ'΄ ΒΕ. ΒΕ΄ἘΓΖ.ΓΖ' 
συναρτήσει τῶν πλευρῶν τοῦ τοιγώνου. 


᾿Επειδή, 
ΑΔ.ΑΔ΄:ΞΑΖ'-ε (ἘΞ: 035} -ο(τ-- α)", 


Γ 3 
Σχ, Ο24. ΒΕ.ΒΕ΄-ΞΒΔ’-- (-:Ξ ἢ Ξ- (τ--β)", 


ΓΖ.ΓΖ'᾽ --ΓΔ: -Ξ (5:3 )" - (τ -- γ), 
τὸ ἀνωτέρω ἄθροισμα ἔχει ὡς τιμὴν 
βιγγ--ἂλ᾽ ἐγία-βᾺλ᾽, ῥατβ-γλ 
(ΞΈ γα) ἐβε στο)" Ξε το, 
ἤ, μετά τινας πράξεις, 
3 
ΞΣ (αὐ Ἐρ'-Ὁ γ5-- τῷ (αβ ΒΥ γα). 


Πρόβλημα 467 


14δδ. Δοϑεισῶν δύο ὁμοκέντρων περιφερειῶν, νὰ ὑπολογισϑῇ ἣἧ δια- 
φορὰ τῶν μηκῶν των͵ συναρτήσει τῆς καϑέτου ἀποστάσειυς αὐτῶν λ. 

"Ἔστω ρ ἡ ἀκτὶς τῆς ἐσωτερικῆς περιφερείας, ρ-Ἐλ ἡ τῆς ἐξω- 
τερικῆς. Τὰ μήκη τῶν δύο περιφερειῶν εἶναι ἀντιστοίχως 

2πρ καὶ 2πίῷρ - λ), 

καὶ ἡ διαφορὰ αὐτῶν 2πίρ -Ἐλ -- ρ)ΞΞ Ζπλ. Οὕτω: 

ἪἪΗ διαφορὰ τῶν μηκῶν δύο ὁμοκέντρων περιφερειῶν εἶναι ἴση πρὸς τὸ 
μῆκος τῆς περιφερείας μὲ ἀκτῖνα τὴν γάϑετον ἀπ᾽ ἀλλήλων ἀπόστασιν. 

146δδ α. Παρατήρησις. Τὸ τόξον ἀνοίγματος ν μοιρῶν ἔχει μῆκος 
πρν 
1800 
τερικήν. Ἑ πομένως, 

ἪΗ δλιαψορὰ τῶν μηκῶν δύο ὁμοίων τόξων δύο ὁμοκέντρων περιφερειῶν. 
εἶναι ἴση πρὸς τὸ μῆκος τοῦ ὁμοίου τόξου τῆς περιφερείας μὲ ἀχεῖνα τὴν 
κάϑετον ἀπόστασιν τῶν δίο περιφερειῶν. 


διὰ τὴν ἐσωτερικὴν περιφέρειαν καὶ πίρ ΤΙΣ διὰ τὴν ἐξω- 
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Ποόβλημα 467--] 


1466. Δοϑεισῶν δύο καμπύλων ΑΒΓΔ..., Α'ΒΊΎΊΤ΄'᾿Δ΄..., ἀποτελουμέ- 
νων ἐκ τόξων ὁμοκέντρων περιφερειῶν, νὰ ὑπολογιοϑῇ ἣἧ διαφορὰ 
τῶν μηχῶν τῶν καμπύλων, συναρτήσει τῆς κοινῆς χαϑέτου ἀποστά- 
σεως αὐτῶν. 


1) Ἔστωσαν μ καὶ ν αἱ γωνίαι, αἱ σχηματιζόμεναι ὑπὸ τῶν 
ἀκτίνων εἰς τὰ πέρατα τῶν τόξων ΑΒ καὶ ΒΓ (Σχ. 925) καὶ λ ἡ 
ἀπόστασις τῶν παραλλήλων τόξων. Θὰ ἔχωμεν (8 1455): 


καὶ Α΄ ΒΊΓ'Ξ ΑΒΓ τ τ "Ἴδο ΞΞ αβγ- ΑΒΓ. 


Σ.. 925. Σχ. 928. 


Δηλ. ἡ διαφορὰ τῶν μηκῶν τῶν καμπύλων εἶναι ἴση πρὸς τὸ 
τόξον αβγ τῆς περιφερείας μὲ ἀκτῖνα ἃ καὶ ἐπίκεντρον γωνίαν 


ἴσην πρὸς τὴν γωνίαν τῶν ἄκρων ἀκτίνων αὐτῶν [-- ΘΑΑ’, ΗΓΓΊ]. 


2) Διὰ τρία τόξα, μὲ ἀντιστοίχους γωνίας μ, ν, ο (Σχ. 926), θὰ 
ἔχωμεν 
΄“Πὰ ΄“. πλ γνῊῈο ΄“- ΄σ-΄-- 
ΑΒΊΓ΄ Δ’ Ξξ ΑΒΓΔ -Ἐ ΞΡ ΚΝ Ὁ5) --- ΑΒΓΔ - αβγδ, 


καὶ ἰσχύει ὁ ἴδιος, μὲ τὸν προηγούμενον, κανών. 
3) ὙΥὐποθέσωμεν ὅτι ἡ καμπυλότης τῶν τόξων ἀλλάζει σημεῖον 
(Σχ. 927). Εἶναι φανερὸν ὅτι 


΄΄-’-- χς- πλ 
Α'Β’Γ΄ Δ΄ Ξ ΑΒΓΔ  Έ "Τὸ (μ -Ἐν -- ο) Ξξ 


“ρ΄ -ὡ ΄ο- -΄-- - -΄᾿-Ρ ΄ο- 
Ξ-. ΑΒΓΔ- αἀβ -Ἐβγ -- γὃ ΞΞ- ΑΒΓΔ -Ἐ αδ. 


Ἢ διαφορὰ δηλ. πάλιν τῶν δύο καμπύλων ἰσοῦται πρὸς τὸ 
τόξον αὖ τῆς περιφερείας μὲ ἀκτῖνα λ, τοῦ ἀντιστοιχοῦντος εἰς 


“΄,ἐ},Ἀ 
ἐπίκεντρον γωνίαν αρδ, ἴσην πρὸς τὴν γωνίαν τῶν ἄκρων ἀκτίνων 
(ἴδε κατωτέρω). 


Γεωμετρία 45 
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Κατὰ ταῦτα: 

᾿Εὰν δύο καμπύλαι ἀποτελοῦνται ἐκ κι τόξων ὁμοκέντρων ἀνὰ δύο, ἣ δια- 
φορὰ τῶν μηκῶν αὐτῶν εἶναι ἴση ποὸς κυκλιπὸν τόξον ἀκτῖνος ἔσης πρὸς 
τὴν κοινὴν κάϑετον αὐτῶν ἀπόστα- 
σιν καὶ ἀνοίγματος ἴσου πρὸς τὴν 
γωνίαν ᾧ τῶν ἄκρων ἀκτίνων. 

Διὰ νὰ εὕρωμεν τὴν γωνίαν 
Φ τῶν ἄκρων ἀκτίνων, φέρομεν 
ἐκ τοῦ κέντρου Ρ ἀκτῖνας πα- 
ραλλήλους καὶ τῆς αὐτῆς φο- 
οᾶς πρὸς τὰς ἄκρας ἀκτῖνας 
ι ΑΑ' καὶ Δ4Δ΄, Ἧ γωνία τῶν 
Ὁ" ἀκτίνων τούτων, κατὰ τὴν φο- 

οἂν κινήσεως ΑΒΓΔ ἐπὶ τῆς 
Σχ. 951. μιᾶς τῶν καμπύλων, εἶναι ἡ 
γωνία φ. 


Παρατήρησις. ᾽Π ἀνωτέρω ἰδιότης ἰσχύει καὶ διὰ δύο τυχούσας 
παραλλήλους καμπύλας. ἀλλ᾽ ἡ μελέτη τούτων ἐκφεύγει τῶν Στοιχείων 
τῆς Γεωμετρίας. 

1467. Σημείωσις. Ἢ ἐπιφάνεια ἡ περιεχομένη μεταξὺ δύο τυ- 
χουσῶν παραλλήλων καμπύλων καλεῖται ταινία, Ὗ πεδείξαμεν ἀνω- 
τέρω τὸν τρόπον ὑπολογισμοῦ τοῦ μήκους τῆς μιᾶς τῶν παραλλή- 
λὼν καμπύλων συναρτήσει τοῦ μήκους τῆς ἄλλης καὶ τοῦ λ' εἰς 
τὸ Ιν Βιβλίον θὰ μάθωμεν νὰ ὑπολογίζωμεν καὶ τὴν μεταξὺ τῶν 
καμπύλων αὐτῶν ἐπιφάνειαν (8 1584 - 1586). 

Αἱ ταινίαι ἀπαντῶνται συχνὰ εἰς τὴν ᾿Αρχιτεκτονικήν, ὡς εἰς 
τὴν γεφυροποιΐαν κλπ, 


Προόβλημα 468 


1468. Δοθεισῶν τῶν περιμέτρων τ καὶ Τ, δύο ὁμοίων κανονικῶν 
πολυγώνων καὶ ἐκ τῶν ὁποίων τὸ ἕν εἶναι ἐγγεγραμμένον καὶ τὸ ἄλλο 
περιγεγραμμένον εἰς τὴν αὐτὴν περιφέρειαν, νὰ ὑπολογισθοῦν αἱ ἀντί- 
στοιχοι περίμετροι τ΄, Τ΄ τῶν κανονικῶν πολυγώνων τῶν ἐχόντων δι- 
πλάσιον πλῆϑος πλευρῶν καὶ ἀναφερομένων εἷς τὴν αὐτὴν περιφέρειαν. 

Εὐρίσκομεν, 


ἜΝ 2τῷ ,, ππὸ- 
ΤἸΞε τ τὺ ὙΞΞΙΤΤ. 


Παρατήρησις. Διὰ τῆς λύσεως τοῦ προβλήματος τούτου ὁδηγού- 
μεθα εὐκόλως εἰς κατὰ προσέγγισιν τιμὰς τοῦ π. Οἱ τύποι οὗτοι 
ὀφείλονται εἰς τὸν ϑευτίπ (1699 ---- 1737), μέλους (1723) τῆς ᾿Ακα- 
δημίας τῶν ᾿Επιστημῶν τῶν Παρισίων (Ν. Α., 1842, σ. 190). 


Πεοιφέρειαι ἐφαπτόμεναι 


Προόβλημα 469 
1469. Νὰ γραφῇ περιφέρεια ἐφαπτομένη δοθείσης περιφερείας (ΓῚ 
καὶ δύο δοϑεισῶν εὐθειῶν ΟΑ, ΟΒ. 


Ἔστω (Δ) ἡ ζητουμένη περιφέρεια. Τὸ κέντρον της Δ θὰ εὑρί- 
σκεται ἐπὶ τῆς διχοτόμου ΟΔ τῆς γωνίας ΑΟΒ. 
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Φέρομεν τὴν ΓΕ κάθετον ἐπὶ τὴν ΟΔ καὶ τὴν ΔΖ κάθετον ἐπὶ 
τὴν ΟΒ. Μὲ κέντρον Δ καὶ ἀκτῖνα ΔΓ γράφομεν τόξον ΕΓΖ καὶ 
ΤΈΡΟμΕν τὴν ΖΘ κάθετον ἐπὶ τὴν ΔΖ ἢ παράλληλον τῆς ΟΒ. Θὰ 

χῶμεν 


ΔΩ ΞΞΔΓΙΓῚ 
ΔῊ -Ξ ΔΙ, 
καὶ ἐξ ἀφαιρέσεως, 
ΗΖ -Ξἰ ᾷΓ ξεβερ. 


Συνεπῶς: ! 
Φέρομεν εὐθεῖαν ΖΘ παράλληλον πρὸς τὴν ΟΒ καὶ εἰς ἀπό- 
στασιν ρ ἀπ’ αὐτῆς. ἹΟρίζομεν τὸ συμμετρικὸν Ε τοῦ σημείου Γ 


πρὸς τὴν ΟΔ καὶ γράφομεν περιφέρειαν διὰ τῶν Ε καὶ Γ, ἐφα- 
πτομένην τῆς ΖΘ. Τὸ κέντρον αὐτῆς Δ εἶναι τὸ κέντρον τῆς ζη- 
τουμένης περιφερείας. 


Παρατήρησις. ᾿Επειδὴ διὰ τῶν Γ καὶ Ε διέρχεται καὶ δευτέρα 
περιφέρεια ἐφαπτομένη τῆς ΖΘ, ὑπάρχει καὶ δευτέρα λύσις τοῦ 
προβλήματος. Δύο δὲ ἄλλαι ἀκόμη λαμβάνονται ἐὰν ὑποθέσωμεν 
τὸ κέντρον Δ ἐπὶ τῆς ἐξωτερικῆς διχοτόμου τῆς γωνίας τῶν δύο 
δοθεισῶν εὐθειῶν. 

᾽Εὰν αἱ εὐθεῖαι αὗται εἶναι παράλληλοι, ἡ ἐσωτερικὴ διχοτό- 
μος ἀντικαθίσταται ὑπὸ. τῆς μέσης παραλλήλου. 

14659α. Σημείωσις. Αἱ περιφέρειαι, αἵτινες ἐφάπτονται δύο 
πλευρῶν τριγώνου καὶ τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας ἐσωτερι- 
κῶς αὐτῆς, ὑπῆρξαν ἀντικείμενον ἐνδιαφερουσῶν μελετῶν. (υ. Μ. 
Ε., 1893, ο. 196. Η. Ννοττζγιδγα). 


Προόβλημα 470 


1460. Νὰ γραφῇ περιφέρεια διερχομένη διὰ δοϑέντος σημείου Β 
καὶ ἐφαπτομένη δοϑείσης περιφερείας (Α) καὶ δοϑείσης εὐϑείας (ε). 

“Ἕστω ([) ἡ περιφέρεια αὕτη. Ἧ διάκεντρος ΑΙ τῶν δύο περι- 
φερειῶν διέρχεται διὰ τοῦ σημείου ἐπαφῆς αὐτῶν Λ. 
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Διὰ τοῦ κέντρου Α, φέρομεν τὴν ΟΑΘ κάθετον ἐπὶ τὴν (ε) καὶ 
τὰς ΟΥΒ, ΛΖ. Ἔστω Δ δὲ ἡ τομὴ 
0 τῆς περιφερείας (1) καὶ τῆς ΟΛ. 

Τὰ ἰσοσκελῆ τρίγωνα ΟΑΛ καὶ 

ΛΙΔ ἔχουν τὰς γωνίας εἰς τὸ Λ 

ἴσας: ἄρα καὶ αἱ γωνίαι αὐτῶν εἰς 

Ο καὶ Δ εἶναι ἴσαι καί, ἑπομένως, 

ἡ 1Δ παράλληλος πρὸς τὴν ΟΑ καὶ 

κάθετος ἐπὶ τὴν (ε). Εἶναι κατὰ συ- 

νέπειαν τὸ Δ σημεῖον ἐπαφῆς τῆς 
περιφερείας ([) καὶ τῆς (ε). 

Ἐπειδὴ ἡ ἐγγεγραμμένη γωνία 
ΟΛΖ εἶναι ὀρθή, τὸ τετράπλευρον 
ΛΖΘΔ εἶναι ἐγγράψιμον καὶ ἐπο- 
μένως 


ΟΘ.ΟΖ-ΟΛ. 0Δ-ΞΟΒ.ΟΗ, 


Σ.. 9:9. ἢ ΟΗ- ------ , ποσ. γνωστή. 


Ι᾿ατασκευάζεται ἑπομένως τὸ μῆκος ΟΥ, ἄρα καὶ τὸ σημεῖον 
Η καὶ τὸ πρόβλημα ἀνάγεται εἰς Ἵ" ἔ ἐν 
"Νὰ γραφῇ περιφέρεια διερχομένη διὰ δύο σημείων, Β καὶ Η, 
καὶ ἐφαπτομένη εὐθείας (ε). 
τ ὥς γνωστόν, τὸ πρόβλημα τοῦτο ἐπιδέχεται δύο, ἐν γένει, 
ύσεις. 


Παρατήρησις. Τὸ τμῆμα ΟΗ δύναται νὰ ληφθῇ καὶ ἐπὶ τῆς προε- 
κτάσεως τῆς ΒΟ. Κατὰ συνέπειαν, αἱ λύσεις θὰ εἶναι, ἐν γένει, 
τέσσαρες. 


Προόβλημα 471 


1461. Νὰ γραφῇ περιφέρεια ἐφαπτομένη δοϑείσης εὐθείας ΑΒ καὶ 
δύο δοθεισῶν περιφερειῶν 
(ΓῚ καὶ (Δ). 

Ἔστω ΕΘΗ ἡ ζητοῦν: 

νη περιφέρεια.. Φέρο- 

ΜΕΝ τὰν ΟΥ. ΟΔ, ΓΔ 
καὶ τὴν κάθετον ΟΖ ἐπὶ 
τὴν ΑΒ. 

Μὲ κέντρον τὸ ση- 
μεῖον Ο καὶ ἀκτῖνα ἴσην 
πρὸς τὴν μικροτέραν τῶν 
ἜΚΡΟτΕ ΕΕΟΝ ΟΓ καὶ ΟΔ, 

φομὲν περιφέρειαν 
ΓΖΔ, ἐπ πέντρον δὲ Δ 
καὶ ἀκτῖνα ΔΛ γράφο- 
μεν ἄλλην, ἐφαπτομένην 
τῆς πρώτης. 

᾿Επειδὴ ἡ περιφέρεια ΓΖΛ διέρχεται διὰ τοῦ σημείου Γ καὶ 
ἐφάπτ:ται τῆς περιφερείας (Δ, ΔΛ) καὶ τῆς εὐθείας ΜΝ, παραλ- 
λήλου πρὸς τὴν ΑΒ καὶ εἰς ἀπόστασιν ρ-- [Θ ἀπ᾽ αὐτῆς, εἶναι 
κατασκευάσιμος (8 1460). Τὸ κέντρον αὐτῆς Ο εἶναι τὸ κέντρον 
τῆς ζητουμένης περιφερείας. 
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Πᾶαρατήρησις. ᾿Επειδὴ διὰ τοῦ σημείου Γ διέρχονται τέσσαρες 
ἐν γένει περιφέρειαι ἐφαπτόμεναι τῆς ΜΝ καὶ τῆς βοηθητικῆς πε- 
ἱερείας (ΔΛ), τὸ πρόβλημα θὰ ἔχῃ τέσσαρες ἐπίσης, ἐν γένει, 
σεις. 
Πρόβλημα 478 


1462. Νὰ γραφῇ περιφέρεια διερχομένη διὰ δοθέντος σημείου Γ 
καὶ ἐφαπτομένη δύο δοθεισῶν περιφερειῶν (Α) καὶ (Β). 


Τὸ πρόβλημα τοῦτο καὶ τὸ ἐπόμενον (ὃ 1463) ἐλύθησαν ἤδη 
(88 46 καὶ 47). Θεωροῦμεν ἐν τούτοις ὠφέλιμον νὰ ἐπανέλθωμεν 
ἐπ᾽ αὐτῶν. 

Ἔστω ΓΔΜΝ ἡ ζητουμένη περιφέρεια. 

Ἢ εὐθεῖα ΜΝ τῶν σημείων ἐπαφῆς διέρχεται διὰ τοῦ ἐξωτε- 


Σχ. 991. 


ρικοῦ κέντρου ὁμοιότητος Σ τῶν περιφερειῶν (Α) καὶ (Β), ὀριζομέ- 
νου διὰ τῆς τομῆς τῆς διακέντρου ΑΒ μετὰ μιᾶς τῶν ἐξωτερικῶν 
ἐφαπτομένων, 

Ἢ δὰ περιφέρεια, ἡ διερχομένη διὰ τῶν σημείων Γ, Ε καὶ Ζ, 
τέμνει τὴν εὐθεῖαν ΣΓ εἰς σημεῖον Δ, ἀνῆκον εἰς τὴν ζητουμένην 
περιφέρειαν (Ο). ᾿Επειδὴ 


ΣΓ.ΣΔΈΞΈΣΜΟ.ΣΝ ΣΕ. ΣΖ. 


Τὸ πρόβλημα, ἑπομένως, ἀνάγεται εἰς τὸ γνωστόν : Νὰ γραφῇ 
περιφέρεια διερχομένη διὰ δύο σημείων, Γ καὶ Δ, καὶ ἐφαπτομένη 
δοθείσης περιφερείας (Β). 

Γνωρίζομεν ὅτι θὰ πρέπει νὰ γράψωμεν περιφέρειαν διὰ τῶν 
Γ, Δ, τέμνουσαν τὴν (Β) εἰς Η καὶ Θ λ.χ. καὶ διὰ τοῦ τυχόντος 
σημείου Λ τῆς ΗΘ νὰ φέρωμεν ἐφαπτομένην ΛΝ πρὺς τὴν περι- 
φέρειαν (Β). Ἢ διὰ τῶν τριῶν σημείων Γ, Δ καὶ διερχομένη 
περιφέρεια εἶναι ἡ ζητουμένη. 


Παρατήρησις. Τὸ σημεῖον ἐπαφῆς ΜΔ' ὁρίζεται καὶ ἀπ᾽ εὐθείας, 
ὡς ἐκ τοῦ σχήματος φαίνεται. 
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ΑἹ ἐφαπτόμεναι ΛΊ, ΙΚ' ὁρίζουν δευτέραν περιφέρειαν ΓΔΚΙΚΤ, 
λύσιν ἐπίσης τοῦ προβλήματος. 

Διὰ θεωρήσεως καὶ τοῦ ἐσωτερικοῦ κέντρου ὁμοιότητος τῶν πε- 
ριφερειῶν (Α) καὶ (Β), αἱ λύσεις ἀνέρχονται. ἐν γένει, εἰς τέσ- 
σαρας. 


Προόβλημα τοῦ ᾿Απολλωνίον 479. 


1468. Νὰ γραφῇ περιφέρεια ἐφαπτομένη τριῶν δοθεισῶν περιφε- 
οειῶν (Α), (Β), (ΓῚ. 


(Βλ. Μεέϑοδοι, 8 46). 


 ἡΠ]αρατήρησις. Τὸ πρόβλημα ἐπιδέχεται ὀκτὼ ἀν γένει λύσεις. 
᾿Εὰν αἱ δοθεῖσαι περιφέρειαι εἶναι ἐξωτερικαὶ ἀλλήλων, αἱ λαμ- 
βανόμεναι περιφέρειαι εἶναι συζυγεῖς ἀνὰ δύο. Λ. χ. εἰς τὴν περι- 
φέρειαν τὴν ἐφαπτομένην ἐξωτερικῶς τῶν τριῶν περιφερειῶν, ἀν- 
τιστοιχεῖ ἡ ἐσωτερικῶς ἐφαπτομένη αὐτῶν" εἰς δὲ τὴν ἐφαπτομέ- 
νην ἐξωτερικῶς τῶν (Α), (Β) καὶ ἐσωτερικῶς τῆς (Γ), ἀντιστοιχεῖ 
ἡ ἐσωτερικῶς ἐφαπτομένη τῶν δύο πρώτων καὶ ἐξωτερικῶς τῆς 
τρίτης κλπ. 


1468 α. Σημείωσις. Τὸ ἀνωτέρω πρόβλημα ἐπεξειργάσϑθη ὁ 
᾿Απολλώνιος εἰς ἕν ἔργον αὐτοῦ, καὶ τοῦ ὁποίου μόνον ὁ τίτλος πε- 
ριεσώθη εἰς ἡμᾶς διὰ τοῦ Πάππου. Ὃ ΔΑἀτίαπιβ Ἐοπιᾶπὰθ (561 - 
1615) διεπίστωσεν ὅτι τὸ πρόβλημα τοῦτο δύναται νὰ λυθῇ διὰ 
τῆς τομῆς δύο ὑπερβολῶν καί, ὀλίγον ἀργότερον, ὁ Νν!]ὲϊε ἔδωσε 
τὴν λύσιν, τὴν ὁποίαν -παρεθέσαμεν εἰς τὴν 8 46. Ὁ δὲ Νεπίοει 
ἀπέδειξεν ὅτι ἡ λύσις ἐπιτυγχάνεται καὶ ἄνευ τῆς χρήσεως τῶν 
ὑπερβολῶν τοῦ Βοιπαηυβ. Τοῦ ἰδίου προβλήματος ἐπελήφϑησαν 
καὶ οἱ Ὠεδοδπίεβ, Επΐθσ, Ῥοπςοεῖεῖ, ὡς καὶ πολλοὶ ἄλλοι γεωμά- 
τραι, μεταξὺ τῶν ὁποίων οἱ Οεγροππς καὶ ΒΟΌΣΠ]ἰετ ἔδωσαν τὴν 
ὡραίαν λύοιν τὴν ὁποίαν εὑρίσκει τις εἰς τὰς πρώτας ἐκδόσεις τοῦ 
Τγαὶό ἀὁ Οἐέοπιδίγὶο τῶν ἙουςοΒόά καὶ (οτηθογουβο. Καὶ τελευταίως, 
τὸ πρόβλημα τοῦτο ἐξακολουθεῖ νὰ ἀπασχολῇ τοὺς ἐρευνητάς" 
οὕτω συνεσχετίσθη πρὸς τὸ γενικώτερον, τῆς κατασκευῆς περιφε- 
ρείας τεμνούσης κατὰ ὡρισμένας γωνίας τρεῖς δοθείσας περιφε- 
ρείας (Ν. Α., 1883, σ. 272, 348' 1084, σ. 316. 1886’ σ. 539’ 189], σ. 
339: 1892, σ. 227 καὶ 331). Κατ’ ἐπέκτασιν δὲ αὐτοῦ, ἀγόμεθα εἰς 
τὴν κατασκευὴν περιφερείας ἐφαπτομένης τριῶν ἄλλων κειμένων 
ἐπὶ σφαιρικῆς ἐπιφανείας, ὡς καὶ σφαίρας ἐφαπτομένης τεσοά-- 
ρων δοθεισῶν σφαιρῶν (Ν. Α., 1692, σ. 406 καὶ 410). 

Ὃ Επὶϊ]|6ὲ Ἱοπποΐὶπε εἰς Ν. Α. 1892, σ. 453, συγκρίνει τὰς διαφό- 
ρους λύσεις τοῦ προβλήματος τοῦ ᾿Απολλωνίου ἀπὸ ἀπόψεως 
ἁπλότητος καὶ ἀκριβείας κατασκευῶν. Τοποθετεῖ εἰς τὴν πρώτην 
θέσιν τὴν λύσιν τοῦ ΔΙαηπποίπι (Ν. Α., 1885, ο. 108), μετὰ τὴν 
ὁποίαν κατατάσσει τὰς λύσεις τῶν Νὶὲὶε καὶ ΒουςΒέ (1892, σ. 227) 
καὶ τελευταίαν θέτει τὴν λύσιν τῶν ΟΘεγροδπε καὶ Βο) 1116 τ, ἀπὸ 
ἀπόψεως εὐκόλων γραφικῶν κατασκευῶν, μολονότι τόσον κομψήν. 

Ἡ λύσις τοῦ Βοιςομέ δὲν διαφέρει οὐσιωδῶς ἐκείνης τοῦ Ῥοπ- 
ςεῖες εἰς τὸ Τραὶἐ ἀ68 ῬΥΌΡ. ῬΤο)]. ἀε8 ἤσιινεθ αὐτοῦ (σ. 139, σχ. 30). 
Ἢ παρατήρησις αὕτη ἔγινε ὑπὸ τοῦ Ο. ἀε Γόπροπαπιρ8 (Β. ἀ.8ς. Μ.) 
1898 . 99, σ. 81) καὶ ὁ ὁποῖος προσθέτει ὅτι ἡ λύσις τοῦ Ῥοπεεϊ]εῖ 
εἶναι ἀσυγκρίτως ἀνωτέρα τῆς τοῦ Θετροηπο. Εἰς τὰς Αρρίϊοαι ὶ0Ή5 
ἀ’ Απαϊυθα εἰ ἀε Οέοηιόίν"ὶο τοῦ Ῥοπεοεῖοῖ παρατίθενται καὶ πολλαὶ 
ἄλλαι λύσεις τοῦ προβλήματος (τόμ. , σ. 29 καὶ 444). 
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Ἢ λύσις τοῦ Ροιυομέ εὐκόλως προσφέρεται δι᾽ ἀπλῆν καὶ 
πλήρη διερεύνησιν ἐπὶ τῆς πραγματικότητος τῶν λύσεων καὶ τῆς 
ὑσεως τῶν ἐπαφῶν (Βλ. σέονι. τῶν Βοποβό -- (οτηδεζουῦδβοα, 7η 
κδ., σ. 297). Τὸ αὐτὸ συμβαίνει καὶ διὰ τὴν λύσιν τοῦ Μαππδεῖπι 
(Ν. Α., 1903, σ. 49). 
᾿Εσχάτως, ὁ ΒΕ. Βεϊςατά ἐπεξειργάσθη τὸ πρόβλημα τοῦ ᾿Απολ- 
ἜΟ. χρησιμοποιῶν τοὺς κύκλους τοῦ [μσποττε (Ν. Α., 1907, 
σ. 491). 


Ποόβλημα “478--1 


1468β. Νὰ κατασκενασθοῦν τρεῖς περιφέρειαι ἐφαπτόμεναι ἀλλή- 
λων καὶ τοιαῦται, ὥστε 
ν Τὰ σημεῖα ἐπαφῆς τῆς μιᾶς τούτων μετὰ τῶν δύο ἄλλων νὰ εἶναι 
τα, ' 
καὶ 8) Αἴ δύο τελευταῖαι περιφέρειαι νὰ ἐφάπτωνται δοθείσης εὖ- 
ϑείας. (Αππαῖεβ ἄε σεγβοππς, τόμ. Ν᾽, 1814 --- 1615, σ, 92). 


Ἢ λύσις δίδεται εἰς τὴν αὐτὴν συλλογήν, σ.. 295, ὑπὸ τοῦ 1. - 
Β. υτταπάς, ἡλικίας τότε δέκα ἑπτὰ ἐτῶν καὶ ἔχοντος σπουδάσει 
τὰ Λαθηματικὰ ἐκ μόνον τῶν βιβλίων. (Σημ. τοῦ 6. -1). Οετ- 
σοηππο). 
Ἰρόβλημα 474 


1464. Δίδονται δύο σημεῖα Α, Β καὶ εὐθεῖα χτ. Νὰ εὑρεϑῇ ἐπὶ 
τῆς εὐθείας ταύτης σημεῖον Γ,, ἔχον ἀποστά- 
σεις ἀπὸ τῶν Α καὶ Β μὲ ἄϑροισμα τετρα- 


γώνων ἐλάχιστον. Α 


Γνωρίζομεν ὅτ! ὁ τόπος τῶν σημείων, γκ-- 
τῶν ὁποίων τὸ ἄθροιομα τῶν τετραγώνων Ζ ὌΝ 
τῶν ἀποστάσεων ἀπὸ τῶν σημείων Α καὶ Ἑ 
Β εἶναι δοθέν, εἶναι περιφέρεια (0) Σ - Β 
μὲ κέντρον τὸ μέσον Ο τοῦ τμήμα- Ἀ6 912. 


τος ΑΒ. 

Εἶναι δὲ φανερὸν ὅτι ἐὰν ἡ ἐν λόγῳ περιφέρεια ληφθῇ τοι- 
αύτη, ὥστε νὰ ἐφάπτεται τῆς δοθείσης εὐθείας κν, τὸ σημεῖον 
ἐπαφῆς μετ᾽ αὐτῆς θὰ εἶναι τὸ ζητούμενον τοῦ ἐλαχίστου ἀθροί- 
σματος. 

Εἶναι, ἑπομένως, τὸ σημεῖον 
Γ ὁ ποὺς τῆς ἐκ τοῦ Ο καθέτου 
ἐπὶ τὴν χν. 


Παρατήοησις. Ἢ ἀκτὶς τῆς πε- 
ριφερείας (Ο) διὰ δοθεῖσαν τιμὴν 
κ'Ῥ τοῦ ἐν λόγῳ ἀθροίσματος εἶναι 


αγε μον. 


Ὅπως εἰς ὅλα τὰ προβλή- 
ματα δευτέρου βαθμοῦ, καὶ τὸ 
ἀνωτέρω ἐπιδέχεται δύο, μι5ν ἢ καμμίαν λύσιν, ἐὰν ἡ περιφέ- 
δες (Ο) τέμνῃ τὴν χι, ἐφάπτεται ἢ εἶναι ἐξωτερικὴ αὐτῆς, ἀντι- 
στοίχως. 
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Πρόβλημα 474-- 


1466. Δίδονται δύο σημεῖα Α, Β καὶ περιφέρεια (ΓΔ). Ζητεῖται 
νὰ εὑρεϑῇ ἐπὶ τῆς περιφερείας σημεῖον Δ 
τοιοῦτον, ὥστε τὸ ἄϑροισμα ΑΔ’ - ΒΔ: νὰ 
εἶναι τὸ μέγιστον ἢ τὸ ἐλάχιστον. 


Ἑ νοῦμεν τὸ μέσον Ο τοῦ τμήματος 
ΑΒ μετὰ τοῦ κέντρου τῆς περιφερείας. 
Τὸ σημεῖον Γ εἶναι τὸ σημεῖον ἐλαχίστοις, 
ἀθροίσματος καὶ τὸ Δ τὸ τοῦ μεγίστου. 


1466. Τὰ αὐτὰ δεδομένα. Νὰ ὁρισϑῇ ἐπὶ 
: τῆς (ΓΔ) σημεῖον Μ εἰς τρόπον, ὥστε ἡ δια- 
φορὰ ΜΑ5 -- ΜΒ" νὰ εἶναι ἧ ἐλαχίστη. 

Θὰ πρέπει νὰ φέρωμεν τὰς καθέτους ἐπὶ τὴν ΑΒ ἐφαπτομένας 
τῆς περιφερείας. 

1) ᾿Εὰν ἡ κάθετος ΟΛ δὲν συναντᾷ τὴν περιφέρειαν, τὸ ση- 
μεῖον Μ ἀντιστοιχεῖ εἰς τὸ μέγιστον καὶ τὸ Ν᾽ εἰς τὸ ἐλάχιστον 
τῆς διαφορᾶς. 

2) ᾿Εἀν ἡ ΟΛ τέμνῃ τὴν περιφέρειαν, ἑκάστη ἐφαπτομένη δίδει 
ἕν (σχετικὸν) ἐλάχιστον, ἡ δὲ διαφορὰ αὐξάνει ἐφ᾽ ὅσον τὸ ση- 
μεῖον Μ πλησιάζει πρὸς τὴν ΟΛ. 

Διὰ τὰ σημεῖα τομῆς τῆς ΟΛ καὶ τῆς περιφερείας, ἡ διαφορὰ 
εἶναι μηδέν. 


Πρόβλημα 476 


1467. Νὰ εὑρεϑῇ σημεῖον εἰς τὸ ἐσωτερικὸν δοϑέντος τριγώνου τοι- 
αῦτον, ὥστε τὸ ἄϑροισμα τῶν τετραγώνων τῶν ἀποστάσεών του ἀπὸ 
τῶν τριῶν κορνφῶν νὰ εἶναι ἐλάχιστον. 


(Μέϑοδοι, 8 358). 
Προόβλημα 476--Ἰ 


1268. Δοϑεισῶν δύο 
περιφερειῶν (Α) καὶ (Β), 
νὰ εὑρεϑῇ σημεῖον ἐξ 
οὗ δύο τῶν πρὸς αὐτὰς 
ἐφαπτομένων νὰ εἶναι 
ἴσαι καὶ νὰ τέμνωνται 
κατὰ δοϑεῖσαν γωνίαν. 


Ἔστω Ο τὸ ση- 
μεῖων τοῦτο. Φέρο- 
εν τὰς ἀκτῖνας ΑΓ, 
Δ εἰς τὰ σημεῖα 
ἐπαφῆς, προεκτείνο- 
μεν αὐτὰς μέχρι τῆς 
τομῆς τῶν Ε καὶ φέ- 
ρομεν τὴν ΟΕ. 

Τὸ τετράπλευρον 
ΟΓΕΔ ἔχει τὰς γω- 
νίας Γ καὶ Δ ὀρθὰς 
καὶ ἑπομένως τὰς Ο 


καὶ Ε παραπληρωματικάς, τὰ δὲ τρίγωνα ΟΔΕ καὶ ΟΓΕ εἶναι 


Σὰ. 900 
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ἴσα, ὡς ἔχοντα κοινὴν τὴν ὑπότείνουσαν καὶ ΟΔ -Ξ ΟΓ. Εἶναι 
ἄρα ΕΓ-ΞΕΔῆἢ 
α Ἔρεβ -Ἐρ’΄ καὶ α -Ῥ“-- ἢ -Ξρ’ -- ρ, ποσότης γνωστή. 

Κατὰ συνέπειαν, τὸ τρίγωνον ΑΒΕ κατασκευάζεται, ἐπειδὴ 
εἶναι γνωστὴ ἡ βάσις του ΑΒ, ἡ ἀπέναντι γωνία Ε (παραπληρω- 
ματικὴ τῆς Ο) καὶ ἡ διαφορὰ τῶν δύο ἄλλων πλευρῶν του, 
α -- β Ξρ’' --ο (8 989). 

᾿Ορισθέντος τοῦ σημείου Ε, ὁρίζονται καὶ τὰ σημεῖα ἐπαφῆς 
Γ, Δ, ἄρα καὶ τὸ ζητούμενον σημεῖον Ο 


Πρόβλημα 476 


1469. '"Ἔπι βάσεως δοϑείσης ΕΒ΄, κατασκενάζομεν τρίγωνα ΕΝ Ε΄, 
ἔχοντα ἄϑροισμα τῶν ΜῈ καὶ ΜΕ΄ δοϑὲν μῆκος λ. Ποία ἣ περιβάλ- 
λουσα τῶν περιφερειῶν μὲ διαμέτρους τὰς πλευρὰς ΜΕ καὶ ΜΕ΄; 


Ἢ περιβάλλουσα ἔχει προφανῶς ἄξονα συμμετρίας τὴν εὐθεῖαν 
ΕΕ΄. ᾿Επειδὴ δὲ εἰς τὸ τυχὸν τρίγωνον ΕΜΕ΄’, ἐκ τῶν θεωρουμέ- 
νῶν, καὶ τὸ συμμετρικὸν αὐτοῦ πρὸς τὴν κάθετον (ε) εἰς τὸ μέσον 
Ο τῆς ΕΕ΄ εἶναι ἐπίσης τρίγωνον μὲ τὸς αὐτὰς ἰδιότητας πρός 


τὰς τοῦ ΕΜΕ΄, εἶναι φανερὸν ὅτι ἡ περιβάλλουσα αὕτη θὰ ἔχῃ 
καὶ ὡς δεύτερον ἄξονα συμμετρίας τὴν εὐθεῖαν (ε) καὶ κατὰ συ- 
νέπειαν τὸ σημεῖον Ο ὡς κέντρον συμμετρίας. 

ες γ μεθα οὕτω νὰ ἑνώσωμεν τὸ κέντρον Ο μετὰ τῶν Γ καὶ Δ 
καὶ νά θεωρήσωμεν τὰ σημεῖα Η καὶ Θ, τομὰς τῶν ΟΓ, ΟΔ μετὰ 
τῶν περιφερειῶν (ΜΕ΄) καὶ (ΜΕ). ᾿Επειδὴ τὸ σχῆμα ΟΔΜΓ εἶναι 
παραλληλόγραμμον καὶ 


ΟΗ-- ΟΓ -ἘΓΗΞΞΟΓΌΈΓΜΕε ΟΔ- ΠΔΜ-Ο0Δ- ΔΘ-Ξ-Οθ, 
γίνεται πρόδηλον ὅτι ἡ ζητουμένη περιβάλλουσα εἶναι ᾿'περιφέρεια 
μὲ κέντρον Ο καὶ ἀκτῖνα τὸ σταθερὸν ἄθροισμα 


ΜγΈμδο-. 


1470. Παρατηρήσεις. 1) Τὰ σημεῖα Θ, Μ, Η κεῖνται ἐπ᾿ εὐθεία; 


γραμμῆς, ; 
2) Τὰ σημεῖα ΔΛ, Θ᾽, Π΄ κεῖνται ἐπίσης ἐπ᾽ εὐθείας νοαμμῆ:;. 
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Πρόβλημα 477 


1471. Μὲ κέντρα δοϑέντα σημεῖα Α καὶ Β γράφομεν ζεύγη μετα- 
βλητῶν περιφερειῶν, τῶν ὁποίων αἱ ἀκτῖνες α, βὶ συνδέονται, εἷς ἕκα- 
στον ζεῦγος, διὰ τῆς σχέσεως 
αν -Ἐ βμ Ξξϑ κ'. 

ὅπου μ, ν, ἰς δοθέντα μήκη. Ποία ἡ περιβάλλουσα τῶν κοινῶν (ἐξωτε- 
οἰκῶν) ἐφαπτομένων τῶν πε- 
οΟιἰφψερειῶν αὐτῶν; (Ν. Α., 
1851, σ. 340). 


᾽Ας διαιρέσωμεν τὴν ΑΒ 
εἰς μέρη νάλογα τῶν μ 
ηλ. 


καὶ ν, τοιαῦτα ὥστε : 
ΑΔ κμ 
ΒΔ  ν 
Σγ. 977, καὶ ἔστω ΔΖ κάθετος ἐπὶ 


τὴν ἀφαπτομένην ΕΓ. Εἰς 
τὸ τραπέζιον ΑΒΓῈ θὰ ἔχωμεν (8 1200). 


αν Ἔβμ κ' 
ΔΖ :-:8-- Ῥ---... ΞΞ 
μεν μιν 
Ἡ ζητουμένη, κατὰ συνέπειαν, περιβάλλουσα εἶναι ἡ περιφέ- 
ρεια μὲ κέντρον Δ καὶ ἀκτῖνα τὸ σταθερὸν μῆκος ὃὅ (55). 


, σταθ. ποσότης. 


ἘΕὐϑεῖαι καὶ περιφέρειαι τεμνόμεναι 


Πρόβλημα 478 


1472. Νὰ γραφῇ περιφέρεια ἔχουσα κέντρον δοθὲν σημεῖον Γ καὶ 
τέμνουσα τὰς πλευρὰς δοϑείσης γωνίας Ὁ εἰς τρόπον, ὥστε μία τῶν 


Σχ. 622. 
ὁριζομένων χορδῶν ΑΒ νὰ εἶναι παράλληλος πρὸς δοϑεῖσαν εὐθεῖαν ΧΥ. 


8ὅ. ΣἼβ. μετ. Ἢ ἐπέάκτασις χαὶ διὰ τὰς (δυνατὰς) ὁσωτερικὰς κοι- 
νὰς ἐφαπτομένας εἶναι ἄμεσος. 
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ῬὙποθέτοντες τὸ πρόβλημα λελυμένον, εὐκόλως διαπιστοῦμεν 
ὅτι τὸ μέσον Δ τῆς χορδῆς ΑΒ εἶναι τὸ κοινὸν σημεῖον τῆς ἐκ 
τοῦ Γ καθέτου ἐπὶ τὴν χν καὶ τῆς διαμέσου ΟΘ τοῦ τριγώνου 
ΕΟΖ τοῦ σχήματος. 


Προόβλημα 478--1 


1478. Νὰ γραφῇ περιφέρεια ἔχουσα δοθεῖσαν ἀχτῖνα καὶ τέμνουσα 
τὰς πλευρὰς δοϑείσης γωνίας εἰς τρόπον, ὥστε τὸ σχηματιζόμενον τε- 
τράπλευρον νὰ εἶναι τραπέζιον ἰσοσκελές, ὄχον τὰς βάσεις αὐτοῦ κατὰ 
λόγον δοϑέντα τ . 


Τὸ κέντρον τῆς περιφερείας θὰ εὑρίσκεται ἐπὶ τῆς διχοτόμου 
(δ) τῆς γωνίας, αἱ δὲ βάσεις θὰ εἶναι κάθετοι ἐπ᾽ αὐτήν. 


᾿Οδηγούμενοι ὑπὸ τῆς ὁμοιότητος, φέρομεν δύο καθέτους ΑΒ, 
ΓΔ ἐπὶ τὴν διχοτόμον (8), τῶν ὁποίων ὁ λόγος τῶν μηκῶν νὰ 


εἶναι ἴσος πρὸς τὸν δοθέντα τ. Περιγράφομεν ἀκολούθως πε- 


ριφέρειαν (Ο) εἰς τὸ τραπέζιον ΑΒΓΔ καὶ ἐπὶ τῆς ΟΑ λαμβάνομεν 
τμῆμα ΟΕ ἴσον πρὸς τὴν δοθεῖσαν ἀκτῖνα. Ἢ κορυφὴ Ο’ τοῦ 
παραλληλογράμμου ΟΕΑ ΓΟ’ εἶναι τὸ κέντρον τῆς ζητουμένης 
περιφερείας. 


Πρόβλημα 478 --1] 


1474. Δίδονται εὐθεῖα ΧΥ καὶ δύο σημεῖα Α, Β ἑκατέρωθεν αὐ- 
τῆς. Νὰ γραφῇ περιφέρεια διὰ τῶν α καὶ Β, 
ἀποτέμνουσα ἐπὶ τῆς ΧῪΥ τὴν ἐλαχίστην δυνα- 
τὴν χορδήν. 

"Ἔστω Ο τὸ κέντρον τῆς ἐν λόγῳ πε- 
ριφερείας καὶ Γ ἡ τομὴ τῆς εὐθείας ΧΥ 
καὶ τῆς ΑΒ. ᾿Επειδὴ εἰς δοθεῖσαν περιφέ- 
ρειαν, ἡ ἐλαχίστη χορδὴ ἥτις διέρχεται 
διὰ δοθέντος σημείου Γ, ἐσωτερικοῦ αὐ- 
τῆς, εἶναι ἡ κάθετος ἐπὶ τὴν διὰ τοῦ ση- 
μείου Γ ἀκτῖνα, τὸ κέντρον Ο θὰ πρέπει 
νὰ εὑρίσκεται ἐπὶ τῆς καθέτου ΓΟ ἐπὶ Σχ. 910 
τὴν ΧΥ͂ εἰς τὸ σημεῖον Γ. ᾿Επειδὴ δὲ τὸ 
σημεῖον τοῦτο θὰ πρέπει νὰ εἶναι καὶ σημεῖον τῆς καθέτου ΔΟ 
εἰς τὸ μέσον τῆς χορδῆς ΑΒ, ἕπεται ὅτι θὰ εἶναι ἡ τομὴ τῶν εὐ- 
θειῶν τούτων, ὶ ΔΟ. 


Ο καὶ 
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Πρόβλημα 479 
1476. Νὰ γραφῇ περιφέρεια διερχομένη διὰ δύο σημείων Α, Β καὶ 
τέμνουσα δοϑεῖσαν περιφέρειαν (ΓῚ κατὰ διάμετρον. 


Ἔστω ΖΕ ἡ διάμετρος αὕτη καὶ ΑΓΔ ἡ διὰ τοῦ κέντρου Γ 
χορδὴ τῆς ζητουμένης περιφερείας. ᾿Επειδὴ 
ΑΓΌΓΔΈΓΓΕ. ΓΖ Ξ-Ξ-ρ', 


2 
ἣ ΓΔε- -ἔπ τι, 
τὸ μῆκος ΓΔ κατασκευάζεται, ὡς 


ΤΙ ἀνάλογος γνωστῶν μηκῶν. 
Ὁρίζεται ἑπομένως τὸ σημεῖον Δ 


: : ᾿ καὶ ἡ ζητουμένη περιφέρεια εἶναι. ἡ 
τὰς “ἢ διὰ τῶν Α, δ᾽ ἀ ἃ ἧς εν, 

«5, Διὰ τὴν κατασκευὴν τοῦ σημείου 

Α Δ γράφομεν ἡμιπεριφέρειαν, ἔχου- 

Σχ. 941. σαν τὸ κέντρον ἐπὶ τῆς ΑΓ, διερχο- 


μένην διὰ τοῦ Α καὶ διὰ τοῦ ἄκρου 
Η τῆς καθέτου ἐπὶ τὴν ΑΓ ἀκτῖνος τῆς περιφερείας (Γ). Πράγματι, 


Πρόβλημα 480 


1476. Νὰ γραφῇ περιφέρεια διερχομένη διὰ δύο σημείων ἀ, Β καὶ 
τέμνουσα περιφέρειαν δοϑεῖσαν (ΓῚ κατὰ χορδὴν δοϑέντος μήκους λ. 


1) ὙυὙποθέτοντες τὸ πρόβλημα λελυμένον καὶ ΜΝ ελ, ἀγόμεθα 


Σ .. 922. 


εἰς τοῦς προσδιορισμὸν τοῦ κοινοῦ σημείου Ο τῶν χορδῶν ΑΒ 
καὶ : 

Γράφομεν πρὸς τοῦτο βοηθητικὴν περιφέρειαν ΑΒΔΖ, τέμνου- 
σαν εἰς Δ καὶ Ζ τὴν περιφέρειαν (Γ). 'ῶΩς γνωστόν, αἱ εὐθεῖαι 
ΑΒ, ΜΝ καὶ ΖΔ διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου Ο 
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Ἐπειδὴ δέ: ΟΜ.ΟΟΝ -Ξ ΟΑ .08Β -- ΟΤ’ καὶ ΟΜ --- ΟΝ -Ξλ, 
τὰ μήκη ΟΜ, ΟΝ εὑρίσκονται εὐκόλως κατὰ τὴν κατασκευὴν 
τῆς δ 298. 

Ἵ 2) Δυνάμεθα ἐπίσης νὰ εὕρωμεν χορδὴν ΚΛ τῆς περιφερείας 
(Γ) μήκους λ, νὰ γράψωμεν περιφέρειαν ὁμόκεντρον καὶ ἐφαπτο- 
μένην αὐτῆς καὶ νὰ φέρωμεν ἐκ τοῦ Ο ἐφαπτομένην ΟΝΜ πρὸς 
τὴν δευτέραν ταύτην περιφέρειαν. Ἢ περιφέρεια ἥτις διέρχεται 
διὰ τῶν τεσσάρων σημείων Α, Βι Μ, Ν᾿ (ἀφοῦ ΟΑ.ΟΒ -- ΟΜ.ΟΝ), 
πληροῖ τὰ ἐπιτάγματα τοῦ προβλήματος. 


Πρόβλημα 481 


1477. Δίδονται τρία σημεῖα Α, Β, Γ. Νὰ γραφῇ περιφέρεια διὰ τῶν 
Α καὶ Β τοιαύτη, ὥστε αἱ ἐκ τοῦ Γ 

πρὸς αὐτὴν ἐφαπτόμεναι νὰ ἔχουν μῆ- 

κος δοϑὲν λ. 


Ἕστω (0)ὴ ἡ ζητουμένη περιφέ- 
ρεια καὶ ΓΤ Ξλ. Ἐπειδὴ ἡ 


ΓΔΌΓΑ -Ξ [ΤΆ ΞΞ λ", 


τὸ σημεῖον Δ κατασκευάζεται ἀμέ- 
σως, κατὰ τὸ σχῆμα, ὡς ποὺς τοῦ 
ἐπὶ τὴν ὁποτείνουσαν ΑΓ ὕψους τοῦ 
ὀρθογωνίου τριγώνου ΑΓΕ καὶ ἔχον- 
τος κάθετον πλευρὰν ΓΕ -Ξλ. 

Ἢ περιφέρεια (Ο) εἶναι ἡ διὰ 
τῶν τριῶν σημείων Α, Β, Δ διερ- 
χομένη. Σχ, "19. 


Πρόβλημα 481--} 


1478. Νὰ γραφῇ περιφέρεια διερχομένη διὰ δύο σημείων Α, Β καὶ 
τέμνουσα ὀρϑογωνίως δοθεῖσαν ἄλλην (ΓῚ. 


Πρόκειται περὶ τοῦ ἰδίου προβλήματος (Σχ. 943), ἀφοῦ τὸ μῆ- 
κος τῆς ΓΊῚ εἶναι γνωστὸν καὶ ἴσον πρὸς τὴν ἀκτῖνα τῆς περιφε- 
ρείας (Γ). Δυνάμεθα ὅμως νὰ ἐπιληφθῶμεν τοῦ προβλήματος τού- 
του καὶ κατὰ γενικώτερον τρόπον. 

Ἂς συνδέσωμεν τὸ κέντρον Ο τῆς (ζητουμένης) περιφερείας 
πρὸς τὰ Α, Γ, 1. Θὰ ἔχωμεν 


ΟΓΞ.. ΟΤι.-ΓΛΣ:Ξ ἃ: 
καὶ ἑπομένως ΟΓἕ -- ΟΑ3-: λ3. 


Τὸ κέντρον Ο θὰ εἶναι, δηλαδή, κοινὸν σημεῖον .τῆς καθέτου 
εἰς τὸ μέσον τῆς ΑΒ καὶ τῆς καθέτου ΡΟ ἐπὶ τὴν ΑΓ - τόπου 
τῶν σημείων, τῶν ὁποίων ἡ διαφορὰ τῶν τετραγώνων τῶν ἀπο- 
στάσεων ἀπὸ τῶν Γ καὶ Α εἶναι ἴσῃ πρὸς λ". 


Πρόβλημα 481--11 


1479. Νὰ γραφῇ περιφέρεια, τοιαύτη, ὥστε αἱ ἐκ τριῶν δοϑέντων 
σημείων Α, Β, Γ, ἀγόμεναι πρὸς αὐτὴν ἐφαπτόμεναι νὰ ἔχουν δοθέντα 
μήκη α, β, γ. 


Τὸ πρόβλημα ἀνάγεται εἰς τὴν κατασκευὴν περιφερείας τεμ- 
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νούσης ὀρθογωνίως τρεῖς ἄλλας δοθείσας (Α, α), (Β,β) καὶ (Γ, γ). 
Τὸ κέντρον αὐτῆς εἶναι τὸ σημεῖον τομῆς τῶν ριζικῶν ἀξόνων 
τῶν περιφερειῶν τούτων, ἀνὰ δύο λαμβανομένων. 


Πρόβλημα 481--11] 


1480. Νὰ γραφῇ περιφέρεια διερχομένη διὰ δοϑέντος σημείον καὶ 
τέμνουσα ὀρϑογωνίως δύο δοθείσας περιφερείας. 


Εἶἴναι εἰδικὴ περίπτωσις τοῦ προηγουμένου προβλήματος. 
Πρόβλημα 482 


" ἐεμεσει Νὰ γραφῇ περιφέρεια τέμνουσα ὀρϑογωνίως τρεῖς ἄλλας δο- 
εἰσας. 


Τὸ κέντρον τῆς περιφερείας ταύτης εἶναι τὸ ριζικὸν κέντρον τῶν 
τριῶν δοθεισῶν περιφερειῶν, ἐπειδὴ αἱ ἐξ αὐτοῦ ἀγόμεναι ἐφα- 
πτόμεναι πρὸς τὰς τρεῖς περιφερείας εἶναι ἴσαι. Τὸ κοινὸν μῆκος 
τῶν εἶναι ἡ ἀκτὶς τῆς ζητουμένης περιφερείας (8 1404 α). 


Πρόβλημα 488 


1482. Νὰ γραφῇ περιφέρεια τέμνουσα τρεῖς ἄλλας δοϑείσας κατὰ 
διαμέτρους. 

“Ὅταν μία περιφέρεια (Ο) τέμνῃ δύο ἄλλας (Α) καὶ (Β) κατὰ 
διαμέτρους, τὸ κέντρον αὐτῆς 
θὰ εὑρίσκεται ἐπὶ εὐθείας ΔΟ 
καθέτου ἐπὶ τὴν διάκεντρον 
ΑΒ -τόπου τῶν σημείων δι’ ἃ 
(Σχ. 944): 

ΟΑ3-- ΟΒ'ΞξΞα"ῦ-- β:ξμ'--λλ, 6) 

Ὁμοίως τὸ σημεῖον Ο θὰ 
εὑρίοκεται ἐπὶ τῆς εὐθείας ΟΕ, 


διὰ τὰ σημεῖα τῆς ὀποίας 
συμβαίνει 


β' το γ᾽ τειν" --μ, (2) 
Ἢ τομὴ τῶν εὐθειῶν ΔΟ, 
ΕΟ ὁὀρίζει τὸ κέντρον τῆς ζη-. 
τουμένης περιφερείας. Ἡ ἀκτὶς 
αὐτῆς εἶναι 
ΟΑ -Ξ- [α5- λ' τ ΟΜ :Ξ-ΟοΝ. 
1483. Παρατήρησις. Αἰ τρεῖς εὐδεῖαι ΟΔ, ΟΕ καὶ ἡ κατ᾽ ἀνάλογον 
τρόπον δριζομένη ΟΖ, τέμνονται εἷς τὸ αὐτὸ σημεῖον. Ἐκ τῶν σχέσεων 
πράγματι 


αΞ (5: β5 ΞΞΞ..15 ἜΘΕΙ λΞ 
β᾽ -- γ᾽ Ξε ν᾽ --- μ' 
καὶ διὰ προσθέσεως κατὰ μέλη ἕπεται ἡ 
α' -- γ" ΞΞ ν -- Α'. (3) 
Δηλ. τὸ σημεῖον Ο ἀνήκει εἰς τὴν εὐθεῖαν ΖΟ. 
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Πρόβλημα 4898--1 
1484. Διὰ δύο δοϑέντων σημείων Β καὶ Γ᾽, νὰ γραφῇ περιφέρεια 
τέμνουσα δοθεῖσαν (Α) κατὰ διάμετρον. 
Οἱ τόποι ΔΟ καὶ ΖΟ ὁρίζονται διὰ τῶν σχέσεων (Σχ. 944): 
α -- β'ΞΞ -- Δ᾽ (1) ἢ β"--- α᾽-- Δ" 
αϑ -- γ᾽ -- --ς-λ (3) ἢ γῖ -- α᾽ ΞΞ: λ5. 


᾿Αρκεῖ, ἄλλωστε, ἡ κατασκευὴ τῆς μιᾶς ἐκ τῶν εὐθειῶν αὐτῶν. 
᾿Επειδὴ τὸ κέντρον τῆς ζητουμένης περιφερείας θὰ εὑρίσκεται καὶ 
ἀπὶ τῆς καθέτου εἰς τὸ μέσον τῆς ΒΓ. 


Πρόβλημα 4898---Π 
1485. Νὰ γραφῇ περιφέρεια διερχομένη διὰ δοθέντος σημείου Γ᾽ 
καὶ τέμνουσα δύο δοϑείσας περιφερείας (Α) καὶ (Β) κατὰ διαμέτρονς. 
Οἱ τόποι ΔΟ, ΕΟ, ΖΟ (Σχ. 944), ὁρίζονται ὑπὸ τῶν σχέσεων: 
αϑ --- β" Ξ-- μ -- λ", 
γ᾽ -- β' Ξ- μ’, 
γ᾽) --- αῬ Ξ- λ", 


ἀντιστοίχως. 
᾿Αρκεῖ ἡ κατασκευὴ δύο τυχουσῶν ἐκ τῶν εὐθειῶν αὐτῶν. 


Πρόβλημα 488--111 


1486. Νὰ γραφῇ περιφέρεια τέμνουσα ὀρϑογωνίως δύο περιφερείας 
(Α) καὶ (Β) καὶ κατὰ διάμετρον τρίτην ([. 


ΧΙ Υ 
δ 


Σχ. 915. 


Διὰ τὰς περιφερείας (Α) καὶ (Β), ὁ τόπος ΔΟ εἶναι ὁ ριζικὸς 
ἄξων τῶν περιφερειῶν τούτων. Διὰ τὰς (Α) καὶ (Γ), (Β) καὶ (Γ) 
οἱ τόποι εἶναι γνωστοὶ (88 1401 καὶ 1482). Οἱ τρεῖς τόποι (ΔΟ, 
ΕΟ, ΖΟ) ὁρίζονται διὰ τῶν σχέσεων 


βε -- α' -- μῆ --- ϑ, 
β5 -- γ᾽ ΞΞ μ" - ν’, 
α--- γ᾽ Ξ- ν᾽ -λῆ. 
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᾿Αρκεῖ ἡ κατασκευὴ δύο ἐκ τῶν εὐθειῶν αὐτῶν. 
Δυνάμεθα νὰ θεωρήσωμεν καὶ τὰ ἀκόλουθα προβλήματα: 


Πρόβλημα 488--}» 


1487. 1) Νὰ γραφῇ περιφέρεια διερχομένη διὰ σημείου ἁ, τέμνουσα 
ὀρϑογωνίως περιφέρειαν (Β) καὶ κατὰ διάμετρον ἄλλην (ΓῚ. 
2) Ἢ, τέμνουσα ὀρϑογωνίως περιφέρειαν (Α) καὶ δύο ἄλλας (Β) καὶ 
(Γ), κατὰ διαμέτρους. 
Πρόβλημα 484 


1488. Νὰ γραφῇ περιφέρεια διερχομένη διὰ δύο σημείων Α, Β καὶ 
τέμνουσα περιφέρειαν δοϑεῖσαν κατὰ ὠρισμένην γωνίαν. 


(Μέϑοδοι, 8 228). 
Πρόβλημα 484--Ἰ] 


1488 α. Δίδεται τρίγωνον ΑΒΓ. Νὰ γραφῇ περιφέρεια φαινομένη ἐκ. 
τῶν σημείων Α, Β, Γ' ὑπὸ γωνίας α, β, γ, ἀντιστοίχως. 


Τὸ κέντρον τῆς περιφερείας ταύτης εἶναι τὸ σημεῖον ἐξ οὗ φαί- 
νονται ὑπὸ ἴσας γωνίας τρεῖς περιφέρειαι μὲ κέντρα τὰς κορυφὰς 
τοῦ τριγώνου καὶ ἀκτῖνας ἀναλόγους πρὸς τὰς συντεμνούσας τῶν 
ἡμίσεων τῶν ἀντιστοίχων γωνιῶν τοῦ τριγώνου. 

Τὸ πρόβλημα τοῦτο ἀναφέρεται καὶ ὑπὸ τοῦ (αίαϊαπ εἰς τὰ 
Τηῤδογέότηθε εἰ Ῥγροδίόνιθβ αὐτοῦ (δη ἔκδ., σ. 225, Ρ. ΧΙ]. 

Τὸ πρόβλημα τῆς 8 88] α εἶναι τὸ ἐναλλακτὸν τοῦ ἀνωτέρω. 
(Δ. ἀς Ο., τόμ. ΧΙΧ, 1828 - 29, σ, 176). 


Σχήματα ἐγγεγραμμένα ἢ περιγεγραμμένα 


Πρόβλημα 485 


1489. Δοθέντος ὀρϑογωνίου τριγώνου, νὰ εὑρεθῇ σημεῖον ἐπὶ τῆς 
ὑποτεινούσης αὐτοῦ, ἐξ οὗ αἱ ἀγόμεναι παράλληλοι πρὸς τὰς πλευρὰς 
τῆς ὀρϑῆς γωνίας νὰ σχηματίζουν μετ’ αὐτῶν ὀρϑογώνιον πληροῦν μίαν 
τῶν ἑπομένων συνθηκῶν: 


1) Ὁ λόγος τῶν πλευρῶν του νὰ εἶναι δοϑεὶς τ (Μέϑοδοι, 8 89 γ). 


9) Τὸ ἄθροισμα τῶν τετραγώνων δύο διαδοχικῶν πλευρῶν τον δο- 
ϑὲν τετράγωνον κι᾽ (ἰέϑοδοι, κὶ 99, δ). 
8) Τὸ γινόμενον τῶν αὐτῶν πλευρῶν δοϑὲν τετράγωνον λ᾽ (λέϑοδοι, 
ξ 99, ε). 
Πρόβλημα 45686--] 


1400. Νὰ ἐγγραφῇ τετράγωνον εἰς δοϑὲν τρίγωνον ΑΒΓ. 


ΑΙ δύο πρῶται κατασκευαὶ ἀναφέρονται εἰς τὴν μέθοδον τοῦ 
ἀντιϑέτον προβλήματος (8 273). 


Α’. Καταοκευὴ (ΣΧ. 946). Κατασκευάζομεν τετράγωνον τυχὸν 
Ζ᾽ΘΊ Κ΄ ἔχον μίαν πλευρὰν Ζ΄Θ΄. ἐπὶ τῆς ΑΓ καὶ μίαν κορυφὴν 
Κ΄ ἐπὶ τῆς μιᾶς τῶν ἄλλων πλευρῶν ΑΒ. Φέρομεν τὴν ΑἸΊ καὶ 
κατασκευάζομεν τὸ ὀρθογώνιον καὶ προφανῶς τετράγωνον ΘΙΚΖ. 
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Β΄. Κατασκειὴ (Σχ. 947). ᾽᾿Επὶ τῆς βάσεως ΑΓ. τοῦ τριγώνου ἢ 
ἐπὶ μιᾶς παραλλήλου πρὸς τὴν βάσιν ταύτην, κατασκευάζομεν 
τετράγωνον ΑΓΕῈΔ καὶ φέρομεν τὰς ΒΖΔ, Β8ΘΕ. 
Ἢ ΖΘ εἶναι ἡ πλευρὰ τοῦ ζητουμένου τετρα- 
γώνου. 


1"; πΡΘΩμ: Ἂ 
γεβρικὴ (ΣΧ. 949). 
; χ- ΤΣ Ἔ, 


Εστω Α ἜΣ 
ΒΗ-εου καὶ χ ἡ Ἂ 
πλευρὰ τοῦ τετρα- εἰ 
γώνου. Θὰ ἔχωμεν τ 

"8. ΒΚ : 
ΑΓ Γ Βα ἐπ ἐδ κοι αν νας τα " 
δ Ἐ 
ἢ Σ -ῦτπ 
β᾽ ΒΞ υ ΧΆ 9άϊ. 
καὶ Ν ΞΞ ΒΕΝΝ 


1490 α. Παρατιηρήσεις. 1)ὺ Κατὰ τὴν δευτέραν κατασκευήν, ἐὰν τὸ 
βοηθητικὸν τετράγωνον ΑΓΕΔ εὑρίσκεται πρὸς ὃ μέρος τῆς πλευ- 
ρὰς ΒΓ εὑρίσκεται καὶ τὸ τρίγωνον (Σχ. 948), τὸ λαμβανόμενον 
τετράγωνον ΖΘΙΛ εἶναι παρεγγεγραμμένον εἰς τὸ ΤΡΙΎΘνΟΝ: 

Ἐὰν ἡ κορυφὴ Β εὑρίσκεται ἐπὶ τῆς ΔΕ, ἐὰν δηλ. υ Ξε β, τὸ 
παρ ἐγγεγραμμένον τετράγωνον σφανίξε: 
ται εἰς ἄπειρον: ἐὰν δὲ ἡ κορυφὴ Β εὑρί- 
σκεται εἰς τὸ ἐσωτερικὸν τοῦ βοηθητικοῦ 
τετραγώνου, τὸ παρεγγεγραμμένον τε- 
τράγωνον εὑρίσκεται πρὸς ὃ μέρος τῆς 
πλευρᾶς ΑΓ εὑρίσκεται καὶ τὸ τρίγω- 
νον ΑΒΓ. 


Σχ. 013. 


2) Εἰς τὴν περίπτωσιν τοῦ παρεγγεγραμμένου τετραγώνου 
(Σχ. 948), θὰ ἔχωμεν 
χ υ Ἔχ βυ 


β υ "ὉΠ ῸΞΒ΄ 


Ὃ τύπος οὗτος καταδεικνύει τὰς διαφόρους ἰδιομορφίας ἂς 
παρουσιάζει τὸ παρεγγεγραμμένον τετράγωνον, ἀναλόγως τῆς 
σχέσεως τῶν μεγεθῶν τῆς βάσεως καὶ ὕψους τοῦ τριγώνου. 


Γεονμετρία 46 
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3) Αν χ καὶ χ΄ εἶναι αἱ πλευραὶ τοῦ ἐγγεγραμμένου καὶ τοῦ 
παρεγγεγραμμένου εἰς τὸ τρίγωνον τετραγώνου, θὰ ἔχωμεν 


1 β-υ Ι υ-β 1 Ι. 2 
- -Ξ- -- ἄρα καὶ --- τ τ τας. 


Χ βυ ᾿ χ’ υβ 
Εἶναι δηλ. ἡ βάσις μέση ἁρμονικὴ τῶν πλευρῶν τῶν τετραγώ- 
γῶν τούτων. 


8 ,. Ἰρμω βυ 
4) Ο τύπος Ἐπ τυ 


τῶν πλευρῶν τῶν ἐγγεγραμμένων τετραγώνων, ἐπιτρέπει τὴν 
σύγκρισιν πρὸς ἄλληλα τῶν τριῶν τετραγώνων ---᾽ἃ νὸς ἐφ’ ἑκάστης 
πλευρᾶς--ἄτινα ἐγγράφονται εἰς τὸ τρίγωνον ΑΒΓ. 

᾿Επειδὴ τὸ γινόμενον βυ εἷναι σταθερὸν καὶ διὰ τὰς τρεῖς 
πλευρὰς τοῦ τριγώνου, ἴσον πρὸς τὸ διπλάσιον ἐμβαδὸν αὐτοῦ, 
τὰ μήκη τῶν πλευρῶν τῶν τριῶν τετραγώνων 


. . αὐυαΞε2Ε Ρ ὡς 2 Εν. ᾿ .ς 2Ε 
“Τα υς, Ὁ ἢ βιυρ᾽ “ὃ ΠὙΤὺν 


θὰ ἔχουν τάξιν μεγέθους ἀντίστροφον τῆς τάξεως τῶν μεγεθῶν 
α-υα, β-Έυρ, γ-Έυγ. Καὶ ἐπειδὴ οἱ δύο προσθετέοι ἑκάστου 
τῶν ἀθροισμάτων τούτων ἔχουν γινόμενον σταθερόν, τὸ ἄθροισμά 
των γίνεται μικρότερον ἐφ᾽ ὅσον (8 344) ἡ διαφορά τῶν ἀπ᾽ ἀλ- 
λήλων γίνεται μικροτέρα. 'Επομένως: 

Ἔκ τῶν τετραγώνων τῶν ἐγγραφομένων εἷς τρίγωνον, μέγιστον εἶναι τὸ 
ἔχον "πλευρὰν κειμένην ἐπὶ ἐκείνης τῆς πλευρᾶς, ἀφ᾽ ἧς ἡ διαφορὰ τοῦ ἐπ᾿ 
αὐτὴν ὕψουρ εἶγαι ἐλαχίστη. 

Διὰ βτξυρ, ἡ πλευρὰ τοῦ μεγίστου τετραγώνου εἶναι ᾿ - -Ὁ 


᾿Ὶ 
καὶ ἡ ἀπιφάνειά του τὸ ἥμισυ τῆς τοῦ τριγώνου. 
Τὸ γενικὸν πρόβλημα διατυποῦται καὶ ὡς ἑξῆς : 


Πρόβλημα 4858--11 


1490 β. Δίδονται τρεῖς εὐθεῖαι τεμνόμεναι ἀνὰ δύο. Νὰ κατασκευα- 
σϑῇ τετράγωνον,. ἔχον δύο κορυφὰς ἐπὶ τῆς μιᾶς αὐτῶν καὶ τὰς δύο 
ἄλλας ἐπὶ τῶν δύο ἄλλων εὐθειῶν. 


Ὑπάρχουν ἕξ, ἐν γένει, τοιαῦτα τετράγωνα. 
πρόβλημα 488---111 
Ἐπ ῶς γ.ο Νὰ ἐγγραφῇ τετράγωνον εἰς δοθέντα κυκλικὸν τομέα 


Α΄. Κατασκευὴ (Σχι 950). ᾿Επὶ τῆς χορδῆς ΑΓ, ἢ ἐπὶ παρ αν νὴ: 
λου πρὸς αὐτὴν Μ΄Ν΄, κατασκευάζομεν τετράγωνον Λ΄ Μ'Ν’Ρ', 
Αἱ ΟΛ, ΟΡ’ ὁὀρίζουν δύο κορυφάς, Λ καὶ Ρ, τοῦ ζητουμένου τε- 
τραγώνου. 


Β΄. Κατασκευὴ (Σχ. 951). ᾽Εὰν μία τῶν πλευρῶν τοῦ ζητουμένου 
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τετραγώνου πρέπει νὰ εὐρίσκεται ἐπὶ μιᾶς τῶν ἀκτίνων, τὸ βοη- 


Σ.χ. 951 


θητικὸν τετράγωνον Λ΄ Μ'ΝΡ’ μᾶς ὁδηγεῖ ἀμέσως εἰς τὴν ἀντί- 
στοιχον κατασκευήν. 


Πρόβλημα 486 


1401. Νὰ ἐγγραφῇ εἰς περιφέρειαν ὀρθογώνιον ὅμοιον δοθέντος ἄλλον. 
(Μέϑοδοι, 8. 100 γ}). 


Πρόβλημα 486-- 


"2491 α. Νὰ ἐγγραφῇ εἰς δοϑὲν ἡμιχύχλιον ὀρϑογώνιον ὅμοιον δο- 
θέντος ἄλλου. 


“Ανατρέχομεν εἰς τὰ ὅμοια σχήματα ἢ εἰς τοὺς γεωμ. τόπους. 
1) ΑΓ; μ'ο 


Ἔστω ἘΓῊ ἢ τῷ δἰ Ὁ φέροντες τὴν 


ΓΟ, εὑρίσκομεν 


Δ ΓΑ μ 
29 ΓΑΒ ν᾿ 


2) ᾽Εὰν ἡ μικροτέρα βάσις τοῦ ὀρ- 
θογωνίου πρέπει νὰ εἶναι ἡ ἐπὶ τῆς 
διαμέτρου εὑρισκομένη, λαμβάνομεν τὸ 
τμῆμα ΗΓ’ οὕτως, ὥστε 


ΟΗ κμᾳ ΖΘ μ 


Ξ-- ἢ πε Ξ 


2 ΗΓ στν Δ΄ Ζ' ν 
Πρόβλημα 486--1Π 


1402. Νὰ ἐγγραφῇ εἰς περιφέρειαν ὀρθογώνιον, τοῦ ὁποίου ἧ δια- 
φορὰ τῶν τετραγώνων δύο διαδοχικῶν πλευρῶν νὰ εἶναι δοθὲν τε- 
τράγωνον ἱκ3. 


(Μέϑοδοι, 8. 100, ε). 
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Πρόβλημα 487 


1495. Ἑὶς δοϑὲν τρίγωνον νὰ ἐγγραφῇ ὀρθογώνιον δοθείσης περι- 


μέτρον 2:τ. 
Νὰ διερευνηθῇ τὸ πρόβλημα διὰ πάσας τὰς δυνατὰς τιμὰς τοῦ μή- 


χους τ καὶ νὰ ἐξετασθοῦν αἱ περιπτώσεις 
βζυρ ἤβ-ουρ ἤβ»υρ. 
(Μμέϑοδοι, 88 190 καὶ 256), 
Προόβλημα 487 -- 1 

1494. Νὰ ἐγγραφῇ εἰς τρίγωνον ΑΒΓ παραλληλόγραμμον ΜΝΠΡ, 
ἔχον τὴν πλευρὰν ΜΝ παράλληλον πρὸς τὴν βάσιν τοῦ τριγώνου, τὰς 
ΜΡ,ΝΠἪῚ πλευρὰς παραλλήλους πρὸς δοθεῖσαν διεύϑυνσιν, καί, τοιοῦτον, 
ὥστε ἧἣ περίμετρος αὐτοῦ νὰ ἔχῃ δοθὲν μῆκος 3. λ. 

(Μέϑοδοι, 8 192). 

Β 


Πρόβλημα 488 


149δ. Ἑὶϊς δοϑὲν τρίγωνον νὰ ἐγγραφῇ ὀρϑογώ- 
γιον ἔχον διαγώνιον δοϑέντος μήκους. ᾿Ἐλάχιστον 
τοῦ μήχους τούτου; 


(Μέϑοδοι, 88 193, 195). 
Προόβλημα 4886--] 


1496. Ἑὶς δοϑὲν τρίγωνον ΑΒΓ νὰ ἐγγραφῇ ὀορ- 
ϑογώνιον, τοῦ ὁποίον μία διαγώνιος νὰ εἶναι πα: 
ράλληλος πρὸς δοθεῖσαν εὐθεῖαν ΓΧ 

τα φερθμεν τὴν κορυφὴν Β εἰς Β΄, ἐπὶ τῆς 
καθέτου ΑΥ̓ ἐπὶ τὴν βάσιν ΑΓ καὶ φέρομεν τὴν 


Α Ζ’ παράλληλον τῆς ΓΧ. ᾿ 
Τὸ ὀρθογώνιον Ε᾽ΖΊΘΊΑ ὁδηγεῖ ἀμέσως εἰς ' 
' 
ἱ 


Π 


τό, ἴσον πρὸς αὐτὸ καὶ ἐγγεγραμμένον εἰς τὸ 
τρίγωνον, ἘΖΘΗ͂. 


᾿““-αῶον “- «- “Ὁ » “ὦ -ν 


΄“. “ἀπ, 


Σ΄ . 909. 


Πρόβλημα 488.-.--]] 


1497. Ἑϊς τὸ τυχὸν τρίγωνον, νὰ ἐγγραφῇ ὀρϑογώνιον ὅμοιον δο- 


ϑέντος ἄλλου. 
(Μέϑοδος γεωμετρική, ὃ 209’ Μέϑοδος ἀλγεβοική, ἃ 303, αὐ). 
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Προόβλημα 489 


1498. ἙΠς- ἰσοσκελὲς τρίγωνον ΑΒΓ νὰ ἐγγραφῇ ὀρϑογώνιον ΡῬΜΝΠ, 
ἔχον περίμετρον διπλασίαν τῆς τοῦ ἰσοσκελοῦς τριγώνου ΜΒΝ. 

Ἔστω 2(ΜΡ - ΜΝὴ ΞΕ 2(ΜΝ - 2ΒΜ) (σχ. 954). 

Τὸ πρόβλημα συνίσταται εἰς τὴν εὕρεσιν σημείου Μ τοιούτου, 
ὥστε ἡ κάθετος ΜΡ νὰ εἶναι διπλασία τοῦ τμήματος ΒΜ. 

Βοηθούμενοι ὑπὸ τῶν ὁμοίων σχημάτων, ὁδηγούμεθα εἰς τὴν 
κατασκευὴν τῆς καθέτου ΑΛ, δι πσίας εἰς μῆκος τῆς πλευρᾶς 
ΒΑ καὶ εἰς τὴν ἀγωγὴν τῆς εὖθ. , ΒΛ. Ἡ τομὴ αὐτῆς καὶ τῆς 
βάσεως ΑΓ ὁρίζει τὴν κορυφὴν Ρ' τοῦ ζητουμένου ὀρθογωνίου. 


Ποόβλημα 489--1 
1490. “Ὅμοιον πρόβλημα. Ἢ περίμετρο: τοῦ τριγώνου ΜΒΝ νὰ 


εἶναι τὰ Ξ- τῆς περιμέτρου τοῦ ὀρϑογωνίου. 


Ἕστω ΑΓ -Ε2β, υβρβξευ, ΑΒ Ξιὰ καὶ 
ΒΔ --κχ. Εὐὑρίσκομεν: 


ΒΜΈΜΔ-- -Ξ ΜΡ -ΈΖ2ΜΔ), 
λν ἰβα 2 ἐβχ 
ἢ ΠῚ ἜΣ πιπ(υ --χ τ υ )" 
Δηλαδὴ 
203 
ἘΠ Ἰλτ20υ.-Β᾽ 


τετάρτη ἀνάλογος γνωστῶν μηκῶν. 


Παρατήρησις. Κατ᾽ ἀνάλογον τρόπον ἐργαζόμεθα καὶ διὰ λόγον 
τῶν περιμέτρων τυχόντα. 


Πρόβλημα 489-- 1] 


1600. “Ομοίως : Τὸ ἄϑροισμα τῶν περιμέτρων τοῦ μικροτέρου ἰσο 
σκελοῦς τριγώνον καὶ τοῦ ὀρθογωνίου νὰ εἶναι δοϑὲν μῆκος μ. 


πρησιμοποίθονεες τὰς προηγουμένας ἐκφράσεις, εὑρισκομὲν 
τὴν ἐξίσωσιν 


λχ βχ ὥβΡκ.: 
τς ρος ΞΞῖΣ 
ἐξ ἧς 
.ς. υὑ{μ-ὺ 
ΠΕ 1βρ--ν 


πρόβλημα 489---11] 
1601. Ὁμοίως: Ἢ διαφορὰ τῶν περιμέτρων τοῦ ὀρϑογωνίον καὶ 
τοῦ τριγώγου νὰ εἶναι δοϑὲν μῆκος μ. 
Εὐρίσκομεν 
. υ(--μ) 
υἜλπβ 
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Πρόβλημα 490 


1602. Νὰ ἐγγραφῇ εἰς δοϑὲν τρίγωνον ἄλλο, τοῦ ὁποίον αἱ πλευραὶ 
νὰ εἶναι παράλληλοι πρὸς δοϑείσας διευϑύνσεις. (Ρ41] ϑεττοῖ, Π65 


πιέϊμοαδεβ απ Οὐοπιόϊζτ:6). 
Φέρομεν εὐθεῖαν Ε΄ Ζ΄ 


παράλληλον πρὸς μίαν τῶν δοθεισῶν 
διευθύνσεων καὶ ἐκ τῶν σημείων Ε΄, Ζ΄, 
καθ᾽ ἃ αὕτη τέμνει τὰς πλευρὰς ΓΒ 
καὶ ΓΑ τοῦ τριγώνου, φέρομεν παραλ- 
λήλους πρὸς τὰς ἄλλας διευθύνσεις, 
τὰς Ε΄Δ΄ καὶ Ζ΄ Δ'. 

Ἔκ τοῦ σημείου Δ καθ’ ὃ ἡ ΓΔ΄ 
ΓΕ τὴν πλευράν ΑΒ, ἄγομεν τὰς 
ΔΕ καὶ ΔΖ, παραλλήλους ἀντιστοίχως 
πρὸς τὰς ΔΈ’ καὶ Δ’΄Ζ΄. Ἕνεκα τῶν 
ὁμοίων τριγώνων, τὸ τρίγωνον, ΔΕΖ 
εἶναι τὸ ζητούμενον. 


1602 α. Παρατηρήσεις. 1) Τὸ πρόβλημα ἐπιδέχεται καὶ τρεῖς ἄλ- 


λας λύσεις. 


Πράγματι, ἐὰν φέρωμεν τὴν εὐθεῖαν Ε΄ Ζ', παράλληλον πρὸς 
τὴν ΕΖ, ἐγγεγραμμένην εἰς τὴν γωνίαν Γ καὶ ἐξωτερικὴν τοῦ τρι- 


γώνου, καὶ κατόπιν τὰς 


Ἐ΄Δ,΄, Ζ'Δ,', παραλλήλους τῶν ΔΖ καὶ 


ΔΕ ἀντιστοίχως, λαμβάνομεν διὰ τῆς ἰδίας, ὡς προηγουμένως, 


κατασκευῆς τρίγωνον Ε,Δ,Ζ,, πληροῦν τὰς συνθήκας τοῦ προβλή- 
ματος ἀλλὰ παρεγγεγραμμένον εἰς τὸ τρίγωνον. 

Δύο ἄλλας ὁμοίας «παρεγγεγραμμένας» λύσεις θὰ ἐλαμβάνομεν 
ἐὰν ἐφέρομεν τὴν Δ΄ Ζ΄΄ ἐγγεγραμμένην εἰς τὴν γωνίαν Α, ἢ τὴν 
Δ΄ Ε΄ ἐγγεγραμμένην εἰς τὴν γωνίαν Β (μὴ φαινομένας εἰς σχῆμα). 

2) ᾿Εὰἀν δίδεται τὸ ἐγγεγραμμένον τρίγωνον ΔΕΖ, εὑρίσκομεν 
εὐκόλως τὰ τρία παρεγγεγραμμένα ΤΡ οὐδ, θεωροῦντες τὸ ἀντι- 
συμπληρωματικὸν τρίγωνον δεζ τοῦ ΔΕΖ. 


727 


Ἢ ὃ ὁρίζει τὴν εὐθεῖαν ΓΔ,, ἄρα καὶ τὴν κορυφὴν Δ, τοῦ ἑνὸς 
ἐκ τῶν παρεγγεγραμμένων τριγώνων. 

Αἱ δὲ εὐθεῖαι εὰ καὶ ζΒ ἀνὰ μίαν τῶν κορυφῶν τῶν δύο ἄλλων 
ἀναλόγων τριγώνων. 

3) ᾽Εὰν αἱ δοθεῖσαι διευθύνσεις εἶναι αἱ τῶν πλευρῶν τοῦ 
τριγώνου ΑΒΓ, τὸ ἐγγεγραμμένον τρίγωνον εἶναι τὸ μέσον τρίγω- 
νον ἢ συμπληρωματικὸν τοῦ ΑΒΓ (8 432, Παρατήρησις). 

Εἰς τὴν περίπτωσιν αὐτὴν καὶ ἀπὸ γεωμετρικῆς ἀπόψεως δὲν 
ΠΡΊΤΟΥΤαὶ τὰ παρεγγεγραμμένα τρίγωνα. ᾿Επειδὴ τότε τὰ σημεῖα 


καὶ ὃ συμπίπτουν. 
πρόβλημα 490--] 
1602 β. Εἰς δοϑὲν τρίγωνον ΑΒΓ νὰ ἐγγραφῇ ἄλλο δεῖ, ἴσον πρὸς 
δοϑὲν ΔΕΖ. 
᾿Ανατρέχομεν εἰς τὸ ἀντίθετον πρόβλημα. (Μέϑοδοι, 8 215). 


Σημείωσις. Τὸ ἀνωτέρω πρόβλημα ἐκτίθεται εἰς τὸ πρῶτον βι- 
βλίον τῶν ῥ»ἱποῖρῖα πιαϊμεγιαίϊοα ρμἰϊοδορβῖαε παίωναὶϊϊ8 τοῦ Νεύτω- 
γος ([νᾶαῃ Αἰεκαπάτγοξξ : Ῥγοδίῤυνοϑ ἀα (σδογιόίγιε ὀϊόγιοηϊαϊΐγο, ἐβγῇ 
ρμόϑ9 ΠΝ ἰο9 Μέϊμβοαθβ οτιρίονόοβ Ῥομ" ἰδμν γόϑϑδοϊμίίοη, σ. 83, 84, 
η9 ᾿ 


Προόβλημα 491 


1608. Ἑὶς δοθεῖσαν περιφέρειαν νὰ ἐγγραφῇ ἰσοσκελὲς τρίγωνον, 
τοῦ ὁποίον δίδεται τὸ ἄϑροισμα λ τῆς βάσεως καὶ τοῦ ὕψους αὐτοῦ. 
Νὰ διερευνηϑῇ τὸ πρόβλημα. 


(α) Κατασκευή. Γνωρίζομεν (8 211) ὅτι 
θὰ πρέπει νὰ λάβωμεν ΒΕ -Ξ π' ΒΛειΞξλ 


καὶ νὰ φέρωμεν τὴν ΕΛ. 
Ὑπάρχουν δύο λύσεις, ΒΑΓ, ΒΑ΄. 
Ἢ διερεύνησις τοῦ προβλήματος γίνε- 
ται εὐκόλως διὰ τῆς παραλλήλου μετα- 
τοπίσεως τῆς εὐθείας ΕΛ. 


(β) Μέγιστον τοῦ μήκους Δ. Τοῦτο παρέ- 
χεται διὰ τῆς ἐφαπτομένης ΘΗ. Διὰ τὸν 
ὑπολογισμόν τοῦ, θεωροῦμεν τὰ ὅμοια 
τρίγωνα ΡΟΜ καὶ ΒΘΗ. 


᾿Επειδὴ πρκσ ΞΞ πππτ ΞΞ -τ’ 
θὰ ἔχωμεν 

ΟΡ -- πρμ, ρμος ὅΡῆς ομ.--ρ,, 
ἄρα καὶ 

ΡΜ---Ρ͵ ορξ- -θ 
Τ5 15 

Ἔκ τοῦ ὀρθογωνίου τριγώνου ΟΜΗ, εὑ- 

ρίσκομεν 


ΟΗ.ΟΡ--ΟΜ ἢ ΟΗ-- 


ΟΜ’ 
ΟΡ “Ρ᾽: 
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᾿Επομένως, 
ΒΗ -- μέγιστον τοῦ λ -- ΟἩ -- ΟΒ --ρ(Υ5 - 1). 
(γ) "Ἔστω λ ΞΞ2ρ (Σχ. 959). 
ἰα λύσις ὁρίζεται ὑπὸ τοῦ σημείου Μ' ἡ ἄλλη, ὑπὸ τοῦ ση - 

μείου Η, ἀνάγεται εἰς τὴν (διπλῆν) εὐθεῖαν ΒΗ, 

(ὃ) Ἔστω ΒΛΞελ «2ρ. Τὸ σημεῖον Α΄ δίδει τὴν λύσιν Α΄ ΒΓ΄' 
τοῦ προβλήματος: 

ΑΓΕ ΒΔ΄ΞΞλ' 
διὰ τὸ Α ὅμως εἶναι 
ΒΔ-- ΑΓ-- ΒΔ -- ΔΛ λ. 

“ὥστε: ᾿Εὰν ἡ εὐθεῖα ΕΛ τέμνῃ τὴν διὰ τοῦ Β διάμετρον τῆς 

περιφερείας εἰς σημεῖον ἐσωτερικὸν αὐτῆς, Ὁ (λ «2ρ, τὸ ἕν τῶν 


σημείων τομῆς δίδει λύσιν τοῦ τεθέντος προβλήματος, ἐνῷ τὸ 
ἄλλο ἀντιστοιχεΐῖ εἰς λύσιν τοῦ ἑπομένου προβλήματος: 


1604. Προόβλημα. Νὰ ἐγγραφῇ εἰς δοθεῖσαν περιφέρειαν ἰσοσκελὲς 
τρίγωνον μὲ διαφορὰν τῆς βάσεως ἀπὸ τοῦ ὕψους αὐτοῦ ἴσην πρὸς δο- 
ϑὲν μῆκος λ. 


Τὸ μῆκος λ δύναται νὰ ἔχῃ τυχοῦσαν 
τιμὴν μεταξὺ τοῦ 0 καὶ 2ρ. 


(ε) λ, ΞΞ 0. 


Διὰ τὸ ἄθροισμα, ἡ λύσις περιορίζεται 
εἰς τὸ σημεῖον Β. Διὰ τὴν διαφοράν, εύ- 
ρίσκομεν ιρίγωνον ΒΙΚΑ (Σχ. 959), τοῦ 
ὁποίου ἡ βάσις εἵναι ἴση πρὸς τὸ ὕψος. 

(ζ) ἃ “Ὁ ἽΝ φερόμενον κάτω τοῦ ση- 
μείου Β (Σχ. ). 

Λαμβάνομεν πάλιν 


Ί 


ΒΕ “ἙΝ ΒΑ -Ξ λ. 
Θὰ ἔχωμεν 
Αἰ Γ΄ Ξξ Δ΄Λ, 
καὶ ΑΓ -- ΔΒ Ξ- ΒΛ ΞΕλ. 
᾿Επίσης, ΑΓ -- ΔΒ--ἘΒΔΑ --λ, 


Τὰ δύο, ἐν γένει, ταῦτα τρίγωνα ΑΒΓ καὶ Α'ΒΓ΄, εἶναι λύσεις 
τοῦ ἀκολούθου προβλήματος: 


16δ04α. Πρόβλημα. Νὰ ἐγγραφῇ εἰς δοϑεῖσαν περιφέρειαν ἰσοσκε- 


λὲς τρίγωνον μὲ διαφορὰν τοῦ ὕψου: ἀπὸ τῆς βάσεως. αὐτοῦ δοϑὲν 
μῆκος λ. 


(η) Μέγιστον τῆς διαφορᾶς ὁ. Τοῦτο ἀντιστοιχεῖ εἰς τὴν ἐφαπτο- 
μένην ΜΗ. Καὶ ἐπειδὴ 


ΟΒ--ρ, ΟΗ-ΞερΥδ5, 
θὰ εἶναι 
ΒΗ -- μέγιστον τῆς διαφορᾶς λ --ρ(Υ5 -- 1). 
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Προόβλημα 491-- 1 


160δ. Δίδεται περιφέρεια καὶ ζητεῖται τὰ ἀχϑῇ χορδὴ παράλληλο: 
δοϑείσης ἐφαπτομένης (ε) καὶ τοιαύτη, ὦστε τὸ ὀρϑογώνιον, μὲ μίαν 
βάσιν τὴν χορδὴν ταύτην καὶ τὴν ἀπέναντι αὐτῆς χειμένην ἐπὶ τῆς ἐφα- 
πτομένης (ε), νὰ εἶναι τὸ ἔχον δοθεῖσαν περίμετρον. 


Ἡ περίμετρος τοῦ ὀρθογωνίου τούτου εἶναι διπλασία τοῦ ἀθροί- 
σματος τῆς βάσεως καὶ τοῦ ὕψους τοῦ ἰσοσκελοῦς τριγώνου, τοῦ 
ἔχοντος τὴν ζητουμένην χορδὴν ὡς βάσιν καὶ ὡς κορυφὴν τὸ ση- 
μεῖον ἐπαφῆς τῆς παραλλήλου πρός τὴν χορδὴν ἐφαπτομένης. 


Προόβλημα 492 


1606. Δίδονται περιφέρεια καὶ εὐθεῖα ΧΥ. Νὰ ἀχϑῇ χορδὴ τῆς πε. 
οιφερείας τοιαύτη, ὥστε τὸ τετράγωνον, τὸ ἔχον ὡς μίαν πλευρὰν τὴν 
χορδὴν ταύτην, νὰ ἔχῃ τὴν ἀπέναντι αὐτῆς πλευρὰν κειμένην ἐπὶ τῆς 
δοϑείσης εὐϑείας. 


Νὰ διερευνηθῇ τὸ πρόβλημα, ὑποθέτοντες μεταβλητὴν τὴν ἀπό- 
στασιν τοῦ κέντρου τῆς περιφερείας ἀπὸ τῆς εὐθείας. 

(Μέϑοδοι, 8 255. ᾿Επίσης, ᾿Ασκ. ᾿Αλγέβρας ὑπὸ Ε΄. 6. - Μ., 4η 
ἔκδ., η5 1460, σ. 743). 


Πρόβλημα 492--- ] 


1607. ᾿Ανάλογον πρόβλημα. Τὸ τετράγωνον ἀντικαϑίσταται ὑπὸ. 
ὀρϑογωνίου ὁμοίου πρὸς δοϑὲν ἄλλο. 


Λύσις ἡ αὐτή. Κατασκευάζομεν ἐπὶ τῆς ΧΥ ὀρθογώνιον (μ, ν) 
ὅμοιον τοῦ δοθέντος. 


Διερεύνησις. "Ἔστω μ᾽» Ὄν. 


, Ὑπάρχουν δύο κύριαι περιπτώσεις : 

1) ᾿Εὰν ἡ χορδὴ εἶναι ὁμόλογος τῆς μ πλευρᾶς. 

2) ᾿Εἀάν αὕτη εἶναι ὁμόλογος τῆς ν πλευρᾶς. 

Ἡ πλήρης διερεύνησις ἑκάστης τῶν περιφερειῶν τούτων γίνε- 
ται ὡς καὶ εἰς τὴν περίπτωσιν τοῦ τετραγώνου. 


Προόβλημα 498 


1608. Δίδονται πέριφέρεια καὶ 
εὐθεῖα ΧΥ͂. Νὰ ἀχϑῇ χορδὴ τῆς πε- 
ροιἰφερείας τοιαύτη, ὥστε τὸ ὀρϑο- 
γώνιον, τὸ ἔχον ὡς μίαν πλευρὰν 
τὴν χορδὴν ταύτην καὶ τὴν ἀπέ- 
ναντι αὐτῆς κειμένην ἐπὶ τῆς εὖ- 
ϑείας, νὰ ἔχῃ ὡς περίμετρον δοϑὲν 
μῆκος 2.}λ. 

Νὰ διερευνηϑῇ τὸ πρόβλημα: 

1) Ὅταν ἣ εὐϑεῖα ΧΥ εἶναι στα- 
ϑερὰ καὶ μεταβλητὸν τὸ μῆχος 8λ. ἢ 
3) Ὅταν τὸ μῆκος 2 λ εἶναι στα: 

ϑερὸν καὶ μεταβλητὴ ἣἧ ἀπόστασις 
τῆς εὐθείας ἀπὸ τοῦ κέντρου τῆς περιφερείας. 
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Τὸ γνωστὸν ἤδη πρόβλημα (88 2171 καὶ 1503), ὁδηγεῖ ἀμέσως 
εἰς τὴν ἀκόλουθον κατασκευήν: 

Λαμβάνομεν (Σχ. 961) ΒΕ -- Ξ, ΒΛ-αλ καὶ φέρομεν τὴν εὐ- 
θεῖαν ΕΛ. 


Θὰ ἔχωμεν 
ΑΓ--ιιὰδλλ 
καὶ ἑπομένως 
ΑΓ ἜΒΔΕΒΛΞ-ΚΛλ, 
ἣ 2ΑΓΞ2ΑΝ-Ξ2λ. 


Διερεύνησις. 1) Δι᾿’ ὡρισμένην θέσιν τῆς ΧΥ καὶ μεταβλητὸν 

λ, ἡ διερεύνησις γίνεται ὡς καὶ 

εἰς τὴν περίπτωσιν τοῦ ἰσοσκε- 

λοῦς τριγώνου. Τὸ μέγιστον ΒΗ τοῦ 

μήκους ἃ δίδεται ὑπὸ τῆς ἐφαπτο- 
μένης ΘΜΗ. 

᾿Εἀν α εἶναι ἡ ἀπόστασις ΟΒ, 
εὑρίσκομεν 


ΟΗ -ξΞρ γ5, ΟΒ-εα 
καὶ 
ΒΗ -Ξ μέγιστον τοῦ λεΞα-Ἐρ 75. 


2) "Ἑστω τώρα λ σταθερὸν καὶ 
α μεταβλητόν. 

Ἢ διερεύνησις δὲν παρουσιάζει 
καμμίαν δυσκολίαν. ᾿Αρκεῖ νὰ ὑπο- 
δείξωμεν τὸ μέσον, ὅπως ἀναγνωρί- 
ζωνται ἀμέσως αἱ λύσεις τοῦ προ- 
βλήματος καὶ ἐκ τῆς ἁπλῆς ὄψεως 
τοῦ σχήματος, κατὰ τὴν (παράλλη- 
λον) μετατόπιοιν τῆς εὐθείας ΧΥ͂. 


Λαμβάνοντες 


ΟΕ --ΟΖ-- -" λ, οΛλ-- οΚ--λ, 


εὑρίσκομεν 


ΕΖ2--Ξ-λ, ΛΙίά-Ξ-2λ 


καὶ ἡ μετατόπισις τῆς εὐθείας ΧΥ͂ ἀνάγεται εἰς τὴν ὀλίσθησιν τοῦ 
ρόμβου ΕΛΖΙΚ κατὰ μῆκος τοῦ ἄξονος ὕὑ0'. 


1) ᾿γπάρχουν τόσαι λύσεις ὅσαι καὶ κοιναὶ χορδαὶ τῆς περιφερείας καὶ 
τοῦ ρόμβουι Δηλαδὴ τέσσαρες ἐν γένει. 

2) Ὅταν αἱ πλευραὶ τοῦ ρόμβου συναντοῦν τὴν περιφέρειαν, τὸ ἄϑροι- 
σμια τῆς βάσεως καὶ ὕψους τοῦ ἀντιστοίχου ὀρϑογωνίου εἶναι αὶ ἢ β- Ἐυξξλ. 

3) ᾿Εὰν αἱ προδκτάσεις τῶν πλευρῶν τοῦ ρόμβου, αἱ πέραν τῶν κορυ- 
φῶν Λ καὶ Κὶ αὐτοῦ, συναντοῦν τὴν περιφέρειαν, ϑὰ ἔχωμεν ὃ -- ἢ ελ. 

4) ᾿Εὰν τοῦτο συμβαίνῃ διὰ τὰς προεκτάσεις τῶν πλευρῶν εἰς τὰ ἘΞ καὶ 
Ζ, ϑὰ εἶναι β --τὁ ξξελ. 

5) ᾿Εὰν δύο τῶν πλευρῶν τοῦ ρόμβου, λ. χ. αἱ ΕΛ, ΖΛ, ἀποβοῦν ἐφα- 
πτόμεναι τῆς περιφερείας, δύο λύσεις συμπίπτουν εἰς μίαν καὶ διὰ τὴν ἀντί- 
στοιχον, τῆς θέσεως ταύτης, ϑέσιν τῆς ΧῪ τὸ μῆκος ἃ εἶναι τὸ μέγιστον 
δυνατόν. 
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6) "Αναλόγως τῶν διαφόρων τιμῶν τῶν μηκῶν α, λ, ρ, τὸ πρόβλημα 
ἐπιδέχεται τέσσαρας, τρεῖς, δύο, μίαν ἢ καμμίαν λύσιν. 


Προόβλημα 494 


1609. Δίδονται περιφέρεια καὶ δύο σημεῖα Δ, Ζ. ᾿Νὰ εὑρεθῇ ση- 
μεῖον Γ τῆς περιφερείας τοιοῦτον, ὥστε αἱ συνδέουσαι αὐτὸ μετὰ τῶν 
σημείων Δ καὶ Ζ εὐθϑεῖαι νὰ τέμνουν τὴν περιφέρειαν κατὰ σημεῖα Α 
καὶ Β, ὁρίζοντα χορδὴν παράλληλον τῆς ΔΕ εὐϑείας. 


Α΄. Αὐσις. "Ὑὕ πενθυμίζομεν ἐν συντομίᾳ τὴν λύσιν ἣν ἀνεπτύξα- 
μεν εἰς τὰς Μεϑόδους (8 140). 

Ὑποθέτομεν τὸ πρόβλημα λελυμένον καὶ φέρομεν τὴν ἐφαπτο- 
ἐνην εἰς τὸ Α, τέμνουσαν τὴν εὐθεῖαν ΔΖ εἰς Ε (Σχ. 963). 
Επειδὴ τὰ τρίγωνα ΑΔΕ καὶ ΖΔΓ εἶναι ὅμοια, θὰ ἔχωμεν τὴν 
ἀναλογίαν 


᾿Επειδὴ ἡ τελευταία ποσότης εἷναι γνωστή, τὸ σημεῖον Ε κα- 
τασκευάζεται, ἄρα καὶ τὰ σημεῖα Α καὶ Γ. 


Β’. Λύσις (ΣΧ. 964). Γνωρίζομεν ὅτι αἱ περιφέρειαι, αἱ ἐφαπτό- 
μεναι ἀλλήλων ἐσωτερικῶς εἰς σημεῖον Θ, τέμνονται κατὰ χορδὰς 
παραλλήλους ὑπὸ τῶν πλευρῶν τυχούσης γωνίας ἐχούσης τὴν 
κορυφήν τῆς εἰς τὸ Θ. Τὸ πρόβλημα, συνεπῶς, ἀνάγεται εἰς τὴν 
κατασκευὴν περιφερείας, διερχομένης διὰ τῶν Δ, Ε καὶ ἐφαπτο- 
μένης τῆς δοθείσης: 


Κατασκενή. Διὰ τῶν σημείων Δ καὶ Ε γράφομεν τυχοῦσαν περι- 
φέρειαν, τέμνουσαν τὴν δοθεῖσαν κατὰ τὴν εὐθεῖαν ΜΝΟ. Αἱ δύο 
ἐκ τοῦ Ο ἐφαπτόμεναι ΟΘ, ΟΓ΄ δίδουν τὰς δύο λύσεις τοῦ προ- 
βλήματος. 


Παρατήρησις. Εϊῤς τὴν δευτέραν κατασκευὴν δυνάμεθα νὰ ὁδη- 
γηθῶμεν καὶ ἐκ τῆς παρατηρήσεως ὅτι τὸ σημεῖον Θ εἶναι τὸ κέν- 
τρον ὁμοιότητος τῶν τριγώνων ΘΑΒ, ΘΔΕ, ὡς καὶ τῶν περιγε- 
γραμμένων περιφερειῶν εἰς τὰ τρίγωνα ταῦτα, Ἑ πομένως, τὸ ση- 
μεῖον Θ εἶναι τὸ σηιιεῖον ἐπαφῆς μιᾶς τῶν περιφερειῶν τούτων, 
ὡς ἘΠ ΘΒε σὴς ΑΜΘ, καὶ τῆς διερχομένης διὰ τῶν σημείων 

καὶ Ε. 
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Πρόβλημα 4985 


1610. Δίδονται δύο σημεῖα Α,, Η, μία περιφέρεια καὶ μία εὐϑεῖα 
ΒΓ. Νὰ εὑρεθῇ ἐπὶ τῆς περιφερείας σημεῖον Ε τοιοῦτον, ὥστε αἱ συν- 
δέουσαι αὐτὸ μετὰ τῶν Α καὶ Η εὐϑεῖαι, νὰ ὁρίζουν ἐπὶ τῆς περιφε- 
ρείας χορδὴν ΖΘ παράλληλον τῆς εὐθείας ΒΓ. 


(έϑοδοι, 8 52). 
Πρόβλημα τοῦ Οωοἰοπ 496 


1611. Δίδονται περιφέρεια καὶ τρία σημεῖα. Νὰ ἐγγραφῇ εἰς τὴν 
περιφέρειαν τρίγωνον τοῦ ὀποίου αἱ πλευραὶ νὰ διέρχωνται, ἀνὰ μία, 
δι᾿ ἑκάστου τῶν͵ τριῶν δοϑέντων σημείων. 


(Μέϑοδοι, 8. 51). 


1611 α. Σημείωσις. .ὋΟ Πάππος ἔλυσε τὸ πρόβλημα τοῦτο εἰς τὴν 
περίπτωσιν καθ᾽ ἣν τὰ τρία δοθέντα σημεῖα κεῖνται ἐπ’ εὐθείας 
γραμμῆς. Ο Οδθτιεϊ Οταιμογ--εὶς τὸν ὁποῖον ὀφείλονται καὶ οἵ 
ὁμώνυμοι τύποι τῆς ᾿Αλγέβρας --ἐγενίκευσε τὸ πρόβλημα διὰ τυ- 
χοῦσαν θέσιν τῶν τριῶν σημείων καὶ τὸ προέτεινε πρὸς λύσιν εἰς 
τὸν (αβίι]οη. Ὁ μαθηματικὸς οὗτος ἔδωσεν μίαν συνθετικὴν λύ- 
σιν τοῦ προβλήματος τὸ 1776, συναγομένην ἐξ ἐκείνης τοῦ Πάππον. 

Τὸ ἵδιον ἔτος, ὁ Γαρτγαπρε ἐδημοσίευσε μίαν πολὺ ἀπλῆν ἀνα- 
λυτικὴν λύσιν. ἡ κομψοτέρα πόντως κατασκευὴ εἶναι αὐτὴ τὴν 
ὁποίαν δίδομεν καὶ ὀφείλεται εἰς τὸν Αππίραϊε Οἰοτάδπο ἀϊ Οἰία- 
ἴδπο. Καὶ ἄλλοι ἐπίσης ἐπελήφθησαν τοῦ ἰδίου προβλήματος, ὡς 
οἱ Μαϊξαίίι, βα 1 }||6 τ, ϑογνοὶβ καὶ ῬΡοποεοῖεῖ. 

(Βλ. σχετικῶς: Ν. Α., 1844, σ. 463, σημείωμα τοῦ Τεταιῖεατ, 
Α. ἃ. 4., τι ΠΠ, 1811] - 12, σ. 27-29 καὶ τόμ. ΧΙΝ, 1823 - 24, σ. 46 
καὶ 48. 


Πρόβλημα 496--] 


1611 β' Εῤς δοϑεῖσαν περιφέρειαν, νὰ περιγραφῇ τρίγωνον, ἔχον ἀνὰ 
μίαν τῶν κυρυφῶν του ἐπὶ ἑκάστης ἐκ τριῶν δοϑεισῶν εὐϑειῶν. 


Τὸ ἐναλλακτὸν τοῦ προηγουμένου τοῦ (αδε!]Π)οα πρόβλημα τοῦτο 
λύεται εὐκόλως διὰ τῶν ἀντιστρόφων πολικῶν (Α. ἃ. Ο6., τόμος [, 
1810 - 1811, σ. 125). ᾽Ο ϑεσνοῖβ, καθηγητὴς τότε εἰς τὴν σχολὴν 
ΤΙΡΟΡΟΝ ΩΣ τοῦ Ιμαἴέτε, ἐπέλυσε αὐτὸ διὰ τῆς χρήσεως μόνον 
τοῦ κανόνος (Αὐτόθι, σ. 337). 


Πρόβλημα 496--1| 


1612. Εἰς δοϑὲν τετράπλευρον ΑΒΓΔ, νὰ περιγραφῇ ἄλλο, ὅμοιον 
δοϑέντος εηζϑ (1.απιό, σ. 16, πϑ 129 τῶν ΕκδΙιθη κλπ, αὐτοῦ). 


᾿Εργαζόμενοι κατὰ τρόπον ἀνάλογον ἐκείνου ὃν ἐφηρμόσαμεν 
διὰ τὴν περιγραφὴν τετραγώνου εἰς δοθὲν τετράπλευρον (8 1020), 
ἀγόμεθα εἰς τὰ ἑπομένας κατασκευάς: 

Ἔπι τῶν πλευρῶν ΑΔ, ΑΒ καὶ ΔΓ τοῦ δοθέντος τετραπλεύρου 
γράφομεν κ τόξα, δεχόμενα γωνίας ἴσας ἀντιστοίχως πρὸς τὰς 
εηζ, ηεζ καὶ θζη γωνίας. 

᾿Αρκεῖ, προφανῶς, νὰ εὕρωμεν σημεῖον Η ἐπὶ τοῦ τόξου ΑΔ 
τοιοῦτον, ὥστε τὸ τρίγωνον ΕΗΖ νὰ εἶναι ὅμοιον πρὸς τὸ εηζ. 

Διαιροῦμεν πρὸς τοῦτο τὸ τόξον ΑΜΒ εἰς δύο μέρη τοιαῦτα, 
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΄ἣςςἷἰῬ ΄“΄-ς ΄͵ς ΄᾽΄-ς 
ὥστε ΑΕΜ --ἃηἐεζ καί, ἑπομένως, ΜΕΒ -- ζεθ. Ἧ διαίρεσις αὕτη 
ἐπιτυγχάνεται ἀμέσως διὰ τῆς κατασκευῆς τῆς γωνίας ΑΕ΄Μ ἴσης 
πρὸς τὴν ηεζ. 
᾿Αναλόγως, κατασκευάζομεν καὶ τὴν γωνίαν ΔΖ΄Ν ἴσην πρὸς 


Σγ. 909. 


τὴν ηζε. Εἶναι φανερὸν ὅτι ἡ εὐθεῖα ΜΙΝ ὁρίζει ἐπὶ τῶν τόξων 
ΑΕΒ καὶ ΔΖΊΓ τὰς κορυφὰς Ε καὶ Ζ τοῦ ζητουμένου τετραπλεύ- 
ρου ΕΗΖΘ. 

᾿Επειδὴ τοῦτο θὰ εἶναι ὅμοιον πρὸς τὸ δοθὲν εηζθ, ὡς ἀπο- 
τελουμένων ἀμφότερων ἐκ τριγώνων ὁμοίων (ἀντιστοίχως). 


1612 α. Σημεέίωσις. Δυνάμεθα νὰ λύσωμεν δι᾽ ἀπ᾽ εὐθείας με- 
θόδου τὴν ἑπομένην εἰδικὴν τοῦ ΠΥΘΤΕΡΟ προβλήματος περίπτωσιν: 
Δοϑεισῶν τεσσάρων εὐθειῶν α, β, γ, ὃ κειμένων εἰς τὸ αὐτὸ ἐπίπεδον, 
γώ ἀχϑῇ διατέμνουσα αὐτῶν συναντῶσα αὐτὰς εἷς σημεῖα Α, Β, Γ, Δ ἀντι- 
στοίχως, τοιαύτη, «ὥστε 
ΑΒ -- ΒΓ Ξ-- ΓΔ. 


Βλέπε : 68 Μέιμοάδθυ οηι αὀογιόίγΐε τοῦ Ῥϑμὶ] ϑεγγεῖ, σ, 13, πρόβλ. 
Ι καὶ Μαιϊμρ5ὶβ, 1903, σ. 88, 


Κατασκευαὶ Τριγώνων 


πρόβλημα 497 
1618. Νὰ κατασχευασθῇ τρίγωνον ἐκ τῆς βάσεως, τῆς ἀπέναντι αὖ- 
τῆς γωνίας καὶ τοῦ λόγου τῶν δύο ἄλλων πλευρῶν. 
Πρόβλημα 497--] 
1614. Νὰ κατασχευασϑῇ τρίγωνον ἐκ δύο πλευρῶν καὶ τοῦ ποδὸς 
τῆς ἐπὶ μίαν ἐξ αὐτῶν διχοτόμου. 
Πρόβλημα 498 
1616. Νὰ κατασχευασθῇ τρίγωνον ἐκ τῆς βάσεως, τῆς ἀπέναντι αὖ- 
τῆς γωνίας καὶ τοῦ γινομένον τῶν πλευρῶν τῆς γωνίας ταύτης. 
(Μέϑοδοι, 5. 106). 
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Πρόβλημα 499 


1616. Νὰ κατασκευασϑῇ τρίγωνον ἐκ μιᾶς γωνίας, τοῦ γινομένον α 
τῶν πλευρῶν αὐτῆς καὶ γνωστοῦ ὄντος ὅτι ἡ ἀπέναντι τῆς δοθείσης γω- 
νίας πλευρὰ εἶναι ἧ ἐλαχίστη δυνατή. 


Κατασκευάζομεν τρίγωνον ἰσοσκελὲς ΑΒΓ, ἔχον τὴν γωνίαν Β 
ἴσην πρὸς τὴν δοθεῖσαν καὶ ΒΑ, ΒΓ πλευρὰς 
ἴσας πρὸς α. Ἑστω δὲ τυχὸν ἄλλο τρίγωνον 
ΔΒΖ (Σχ. 966), κείμενον ἐπὶ τοῦ πρώτου 
(κατὰ τὸ σχῆμα) καὶ τοιοῦτον, ὥστε τὸ γινό- 
μενον ΒΔ.Β2Ζ τῶν πλευρῶν του νὰ εἶναι 
ἴσον πρὸς ΒΑ. ΒΓ ΞΞ αἍ. 

"Ἔστω Ε σημεῖον ἀπὶ τῆς ΓΖ εἰς ἀπόστα- 
σιν ΓΕ - ΓΔ εχ ἀπὸ τοῦ Γ. Θὰ ἔχωμεν 


ΒΔ. ΒΕ -ΞᾺα--- χ) (α -᾿ χ)-ΞΞ α -- χ". 


᾿Επειδή, ὁσονδήποτε μικρὰ καὶ ἂν εἶναι ἡ 
τιμὴ τοῦ μήκους χ, ἡ τιμὴ τοῦ γινομένου 
τούτου μένει μικροτέρα τοῦ α, εἶναι φανε- 
ρὸν ὅτι, ἐπειδὴ εἰς τὸ τρίγωνον ΔΒΖ εἶναι 
ΒΔ. ΒΖ -Ξ α᾽, τὸ μῆκος ΓΖ θὰ εἶναι μεγαλύ- 
τερον τοῦ ΓΕ ΞΞκ. 

Θὰ εἶναι, ἑπομένως, καὶ ΔΖ » ΔΕ. ᾿Αλλ’ εἶναι (δ 581) ΑΓ « ΔΕ, 
καὶ κατὰ μείζονα λόγον ἄρα 


ΑΓ «ΔΖ. 


Εἶναι δηλαδὴ τὸ ἰσοσκελὲς τρίγωνον ΑΒΓ τό, ἐκ τῶν διαφό- 
ρῶν τριγώνων ΔΒΖ, ἔχον την ἐλαχίστην πλευρὰν ἀπέναντι τῆς 
γωνίας Β. 


Σι. ϑ0ὺ. 


Πρόβλημα δ00 


1617. Νὰ κατασκενασθῇ τρίγωνον ἐκ τῆς βάσεως, τοῦ ἐπ᾽ αὐτὴν 
ὕψους καὶ τοῦ ἀϑροίσματος τῶν τετραγώνων τῶν δύο ἄλλων πλευρῶν 
αὐτοῦ. 

(Μέϑοδοι, 8 107). 

Προόβλημα δΟῚ 

1618. Νὰ κατασχευασθῇ τρίγωνον ἐκ δύο πλευρῶν καὶ τοῦ μήκους 
τῆς μεταξὺ αὐτῶν διχοτόμον. 

(Μέϑοδοι, 8 43). 

Εἰς τὴν ἀνωτέρω λύσιν δυνάμεθα νὰ παρα- 


θέσωμεν καὶ τὴν ἑπομένην (]. Μ. Ε. εἴ 8ρ.; 
1877, σ. 303): 


Ἔστω ΑΒΓ τὸ τρίγωνον καὶ ΔῈ παράλ- 
ληλος πρὸς τὴν ΑΒ. Θὰ ἔχωμεν 


ἀφοῦ “α΄ 
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4 
ἱ ΓΕ ΞΞΙΉ: -  - το ϑ- 
ὡ «ἘΥΚ αΓῪ 
8 
ΒΕ: 8}  - ΓΕ Ξ  Ξ:- 8 .Ξ ῦῦ΄ 
στ ΑΈΥ 


Εἶναι, κατὰ συνέπειαν, γνωσταὶ αἱ πλευραὶ τοῦ ἰσοσκελοῦς 
τριγώνου ΔΕΒ, τοῦτο κατασκευάσιμον κλπ. 


Παρατήρησις. Παραθέτομεν ἀκόμη καὶ τὴν ἀκόλουθον λύσιν ἐκ 
τοῦ ον ἀε Μαιμένιαϊμοϑ ἃ {᾿πἰϑασ6 ἀὅ68 
εαπαϊααίβ8 ἀ ᾿᾿εοϊεα Ορηίναϊο, τοῦ (οσαθε- 
τουβ8βα, τόμ. 2ος, σ. 224: 

ἼἜστω ΑΒΓ τὸ ζητούμενον τρίγωνον, 
ΒΕ Ξ ΒΑ καὶ ΜΔΝ παράλληλος πρὸς τὴν 
ΕΑ ἢ κάθετος ἐπὶ τὴν διχοΐζόμον ΒΔ. 


α ΓΔ 
Θὰ ἔχωμεν λα 


Ϊ [Δ α Σχ- 968. 
ΝΕ δὰ γ᾽ 
Δυνάμεθα νὰ εὕρωμεν οὕτω τὸ σημεῖον Ν, ἀφοῦ ἀρκεῖ πρὸς τοῦτο 
νὰ διαιρέσωμεν τὸ τμῆμα ΓΕ -ΞΕα -- Ὺ εἰς τμήματα ἀνάλογα τῶν 
ἁ καὶ γ. 

Διὰ τῆς κατασκευῆς τοῦ ὀρθογωνίου τριγώνου ΝΒΔ, τοῦ ὁποίου 
εἶναι γνωστὰ τὸ ὕψος ΒΔ καὶ ἡ ὑποτείνουσα ΒΝ, εὑρίσκομεν ἀμέ- 
σως τὴν γωνίαν ΑΒΓ. 


καὶ 


Πρόβλημα δΟ1-- 


1610. Νὰ κατασκενασϑῇ ὀρϑογώνιον τρίγωνον ἐχ τῆς ὑποτεινούσης 
καὶ ἧς διαφορᾶς τῶν τετραγώνων τῶν πλευρῶν 
τῆς ὀρϑῆς γωνίας. 

"Εστῶω α ἡ ὑποτείνουσα καὶ μ᾽ ἡ δοθεῖσα 
διαφορά. 


Α΄, Τρόπος. Ἔχομεν 


β᾽ -ἰ γ᾽" ΞΞ α", 
β5 --- γ᾽ ΞΞ μῦ, 
ἄρα ρ᾽---Θ' Ἐν γς- τ. 


Εἶναι, ἑπομένως, γνωστὰ τὰ ἰμάννν, τῶν καθέτων πλευρῶν τοῦ 
ζητουμένου τριγώνου καὶ τοῦτο ἀμέσως κατασκευάσιμον. 
Ἀπὸ ἀπόψεως κατασκευῆς, ὁ ἑπόμενος τρόπος εἶναι ταχύτερος. 


Β΄. Τρόπος. Γράφομεν ἐπὶ τῆς δοθείσης ὑποτεινούσης ΒΓ ἡμι- 
περιφέρειαν καὶ κατασκευάζομεν τὸν τόπον ΔΑ τῶν σημείων, τῶν 
ὁποίων ἡ διαφορὰ τῶν τετραγώνων τῶν ἀποστάσεων ἀπὸ τῶν Β 
καὶ Γ εἶναι μ᾽ (8 71). Τὸ κοινὸν σημεῖον Α τῶν δύο γραμμῶν 


εἶναι ἡ κορυφὴ τοῦ, κατὰ τὰ ἐπιτάγματα τῆς ἐκφωνήσεως, 
τριγώνου. 
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Πράβλημα 503 


1620. Νὰ κατασκευασϑῇ τρίγωνον ὅμοιον δοϑέντος ἄλλου (1) καὶ 
τοῦ ὁποίου αἱ κορυφαὶ νὰ εὑρίσκωνται ἐπὶ τριῶν δοϑεισῶν παραλλή- 
λων εὐθειῶν (Μὴ). (Ν), (Ρ). 


"Ἔστω (Τὴ τὸ δοθὲν τρίγωνον καὶ ΑΒΓ τὸ ζητούμενον. Ἢ περι- 
γεγραμμένη περιφέρεια εἰς τὸ 
τρίγωνον ΑΓ τέμνει τὴν εὖ- 
θεῖαν (Ν᾽ εἰς σημεῖον Δ, αἱ 
δὲ περὶ τὸ σημεῖον αὐτὸ γω- 
νίαι ΓΔΒ, ΒΔΑ καὶ ΓΔΑ εἴ- 
ναι ἴσαι ἀντιστοίχως πρὸς 
τὰς Α, Γ γωνίας τοῦ ΑΒΓ (ἢ 

᾿ :: τοῦ Τ) καὶ πρὸς τὸ παραπλή- 
Σχ. ὑτὸ. ρωμα [1809 - 8 τῆς τρίτης γω- 
νίας αὐτοῦ καὶ ἑπομένως εἶναι 


γνωστῶν μεγεθῶν. 


Ἔκ τῆς παρατηρήσεως ταύτης, καθίσταται φανερὸν ὅτι, ἐὰν 
σχηματίσωμεν τὰς γωνίας ταύτας περὶ αὐθαίρετόν τι σημεῖον Δ 
τῆς εὐθείας (Ν), ἡ εἰς τὸ τρίγωνον ΑΔΓ περιγεγραμμένη περιφέ- 
ρεια θὰ τέμνῃ τὴν εὐθεῖαν (Ν) εἰς δεύτερον σημεῖον Β, τὸ ὁποῖον 
θὰ εἶναι ἡ τρίτη κορυφὴ τοῦ ζητουμένου τριγώνου ΑΒΓ. 


Παρατήρησις. Ὑπάρχουν, ἐν γένει, ἕξ διάφοροι λύσεις, ἀναλό- 
γῶως τῆς τάξεως καθ᾽ ἣν λαμβάνονται αἱ εἰς τὸ Δ γωνίαι. 


Πρόβλημα δ02-- 


1520 α. Νὰ κατασχευασϑῇ τρίγωνον ὅμοιον ἄλλον (Τὴ καὶ τοῦ ὁποίου 
αἱ κορυφαὶ νὰ εὑρίσκων- 
ται ἐπὶ τριῶν δοϑεισῶν 
ὁμοκέντρων περιφερειῶν. 
"Ἔστω ΑΒΓ τὸ ζητού- 
μενον τρίγωνον, Α΄ΒΓ’ 
τὸ (Τὴ καὶ [|᾿ τὸ ὁμό- 
λογον τοῦ σημείου Ϊἰ εἰς 
τὰ ὅμοια τρίγωνα ΑΒΓ 
καὶ Α΄Β Γ΄. ᾿Επειδή: 
[Α΄ ΙΑ ρ 


Σχ. 271], ΓΒ’ ΙΒ ρ΄ 
4 
[Β΄ ΙΒ ρ΄ 
και ἼΓ᾽' ΞΞ--Ξ- ] ΞΞ ρ΄ ᾿ 


τὸ σημεῖον [΄ θὰ ἀνήκῃ εἰς τὴν περιφέρειαν (“', Β΄,-Π}) , ὡς καὶ 


εἰς τὴν (5, Γ΄ ΦῚ , Θὰ εἶναι ἑπομένως ἕν τῶν δύο, ἐν γένει, 


κοινῶν σημείων ἰ’, [΄΄ τῶν περιφερειῶν αὐτῶν. '᾿Εἀν λοιπὸν κατα- 
σκευάσωμεν ἕν τῶν σημείων τούτων, τὸ [|΄ λ. χ., καὶ ἐκ τοῦ κοινοῦ 
τῶν δοθεισῶν περιφερειῶν κέντρου ἰ φέρωμεν τὰς ἀκτῖνας ΙΑ, 
ΙΒ, ΙΓ παραχλήλους ἀντιστοίχως τῶν ᾿Α΄, [8΄, Γ΄’, εἶναι φανε- 


737 


ρὸν ὅτι τὸ λαμβανόμενον τρίγωνον ΑΒΓ θὰ εἶναι ὅμοιον πρὸς τὸ 
Α'ΒΊΎ' καὶ ἴσον ἑπομένως πρὸς τὸ ζητούμενον. 


Παρατηρήσεις. 1) Τὸ σημεῖον [΄΄ καὶ αἱ ἐκ τοῦ [ παράλληλοι πρὸς 
τὰς [Α΄, “Β΄, 1 Γ΄ δίδουν μίαν δευτέραν λύσιν τοῦ προβλήματος. 

2) Ἢ ἐναλλαγὴ τῶν θέσεων τῶν κορυφῶν Α, Β, Γ ἐπὶ τῶν 
τριῶν περιφερειῶν (ρ), (ρ᾽), (ρ΄) μᾶς ὁδηγεῖ εἰς δώδεκα, ἐν συ- 
νόλῳ καὶ διαφόρους ἐν γένει λύσεις. 


1620β. Σημείωσις. .Ο μηχανικὸς (Οτδῖος εἰς μίαν Νοίε (δ 
(έονγπέίνγὶα αὐτοῦ δίδει πληρεστάτην τριγωνομετρικὴν λύσιν τοῦ 
ἀνωτέρω προβλήματος καὶ ἐπιλαμιβάνεται ἰδιαιτέρως τοῦ προβλή- 
ματος τοῦ ὀρισμοῦ τριγώνου ἐκ τοῦ κέντρου βάρους, τοῦ κέντρου 
τῆς περιγεγραμμένης καὶ τοῦ κέντρου τῆς ἐγγεγραμμένης περιφε- 
ρείας εἰς αὐτό. Ἢ γεωμετρικὴ καταοκευὴ τοῦ προβλήματος εἶναι 
ἀνέφικτος διὰ τοῦ κανόνος καὶ διαβήτου (Βλ. σχετικῶς: Ν. Α., 
1870, σ. 311, Ιιετπηοὺπα καὶ {. ἃ. Μ. Ε. τῶν Βουτγγρεὶ καὶ ΚδΗΪΕτΓ, 
1879, σ. 120 καὶ 133). 


1620 .γ. Πρόβλημα τοῦ Εμίεν. Τὸ προηγούμενον πρόβλημα τοῦ 
Οοσιθίοτς ἀνάγεται εἰς τὸ ἑπόμενον τοῦ Επίενρ: Νὰ κατασκευασϑῇ 
τρίγωνον ἐκ τῶν σημείων ἱ, Θ, Ἡ (κέντρου ἐγγεγραμμένης περίφε- 
ρείας, κέντρου βάρους καὶ ὀρθοκένιτρου). ᾿Επειδὴ τὸ κέντρον Ο 
τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας λαμβάνεται διὰ προεκτάσεως 
τῆς ΗΘ κατὰ μῆκος ΘΟ ἴσον πρὸς τὸ ἥμισυ τῆς ΗΘ. 

Καὶ τὸ πρόβλημα τοῦτο, ὡς ἀνωτέρω ἐλέχθη, δὲν δύναται νὰ 
ἐπιλυθῇ γεωμετρικῶς διὰ τοῦ κανόνος καὶ διαβήτου. 

(Βλ. σχετικῶς : Ν. Α., 1870, σ. 311 καὶ 315. --- 1. ἃ. Μ., 1904, σ. 
301, πο 2815. Βτοςαγά, Μα]ο]). ἐπε τωνι Ῥιιεεμϑϑίου ἀπ ἰνϊαησίο 
ἀοππὸ μα ἰο8 ρμοῖὶπί8 γνεπιατημαὺϊεθ Ο, ͵, Η, ὑπὸ α. Ἐοπίεπέ (Ν.[Α., 
1905, ο. 241 καὶ 1908, σ. 658). 

Τὸ πρόβλημα τῆς κατασκευῆς τριγώνου ἐκ τριῶν ἀξιοσημειώτων ση- 
μείων τοῦ ἐπιπέδου αὐτοῦ, δύναται νὰ ὁδηγήσῃ εἰς μέγα ἀριθμὸν 
ἐνδιαφερουοῶν ὀοκήσεων καὶ μάλιοτα ὅταν μεταξὺ τῶν σημείων 
αὐτῶν περι θξανονται τὰ οημεῖα Κὶ, Ω, ῶ’, τῶν Ιιοπιοῖὶπε καὶ 
Βτοοαγά. Περιοριζόμεθα νὰ ὑποδείξωμεν τοὺς ἑξῆς συνδυασμούς: 

Α,Β,ΘΘ--Α,Θ,09.--Α,0θ,Κ--α,0,Κ--Α,Β,Κὶ 
Α, Β, ῶ-- Α, Ο, ὦ. 


(Μαιμεδὶδ. τομ. Ὑ}]1, 1887, σ. 24», κατὰ τὸν Ἐπιιποτίς 8). 
Διὰ τὴν κατασκευὴν τῶν ἀντιστοίχων τριγῴνων, βλέπε ἐπίσης 
καὶ τὴν σημείωσιν 8 1523,ε. 


Πρόβλημα δο0ϑ 

1621. Νὰ κατασκενασθῇ τρίγωνον ἐκ τῆς βάσεως, τῆς ἀπέναντι αὖ- 
τῆς γωνίας καὶ τοῦ λόγου τ τοῦ ἀϑροίσματος πρὸς τὴν διαφορὰν 
τῶν δύο ἄλλων πλευρῶν αὐτοῦ. 

"Ἔστω ΑΒΓ τὸ ζητούμενον τρίγωνον. 

Ὃ τόπος τῶν σημείων Δ τῶν τοιούτων, ὥστε διὰ πᾶν τρίγωνον 
ΑΒΓ, ἐγγεγραμμένον εἰς τὸ κυκλ. τόξον (Β, Γ, Α), νὰ εἶναι 

΄Ἐς 

ΒΔΈΞΒΑ -ἘΑΓ, εἶναι τὸ κ. τόξον (., Γ, 5) (8 921). 


Γεωμετρία 47 
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Ὁμοίως, ὁ τόπος τῶν σημείων Ε, διὰ τὰ ὁποῖα 
ΒΕ -Ξ- ΑΒ -- ΑΓ, 


εἶναι τὸ κ. τόξον (5. Ι; 90...) (8 922). 


᾿Επειδὴ δὲ ὁ λόγος εἶναι ὁ 


ΒΔ 
ΒΕ 
δοθεὶς -- , τὸ σημεῖον Ε θὰ ἀνήκῃ καὶ 


εἰς τὸν τόπον τῶν σημείων τῶν διαι- 
ρούντων τὰς χορδὰς ΒΔ τοῦ ἐξωτερι- 


κοῦ τόξου κατὰ τὸν λόγον Ἕ , δηλ. εἰς 


περιφέρειαν ((() μὲ διάμετρον τὸ τμῆ- 
μα ΒΝ, τῆς διαμέτρου ΒΜ τῆς πε- 
ριφερείας τοῦ τόξου τούτου, τὸ τοιοῦ- 


τον, ὥστε 
ΒΜ  μ 
ΒΝ ν 


Εἶναι, ἑπομένως, τὸ Ε τομὴ τοῦ τόξου (5, Γ, 909 -Ἡ " ) καὶ 


τῆς περιφερείας (Κ). Ἔκ τοῦ ὁρισμοῦ τοῦ ΠΉΜΕ ον τούτου, εὑρί- 
σκεται ἀμέσως καὶ τὸ ζητούμενον τρίγωνον ΑΒΓ. 


Πρόβλημα δ09--1 


1622. Νὰ κατασχενασθϑῇ τρίγωνον ΑΒΓ ἐκ τῆς διχοτόμον δα, τοῦ 
ὕψους να καὶ τοῦ γινομένου βγ -Ξ «3 τῶν πλευρῶν τῆς γωνίας Α. 


Ὑποθέτοντες τὸ πρόβλημα λελυμένον, παρατηροῦμεν ὅτι τὸ 
ὀρθογώνιον τρίγωνον ΑΗΙ εἷναι κατασκευάσιμον, ὡς ἔχον τὴν 
ὑποτείνουσαν καὶ μίαν τῶν καθέτων πλευρῶν ΑἩ γνωστά μήκη. 

Ἡ δὲ θέσις τῆς διαμέτρου ΑΔ ἐκ τῆς κορυφῆς Α εἶναι ὧρι- 
σμένη, ἐπειδὴ ἡ εὐθεῖα αὕτη εἶναι 
συ μετρικη; ὡς γνωστόν, τοῦ ὕψους 
ΑῊ πρὸς τὴν διχοτόμον ΑἹ. 

Γνωρίζομεν, ἀφ᾽ ἑτέρου, ὅτι 


βγτξ, Κ Ξε Ζῇυα 
καὶ ἑπομένως ἡ ἀκτὶς 


Ἐἱ τι βγ - κ' 
: τ Ξ- 2υα 
"ἢ ΤΣ τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας εἴ- 
τὐΐβωι ναι μῆκος γνωστόν. ᾿Εὰν λοιπὸν λά- 
- ἐπ, τυ βωμεν ἐπὶ τῆς εὐθείας ΑΔ τμῆμα 
Ὁ, 970. ΑΟ ΞΕ καὶ γράψωμεν τὴν περιφέ- 


ρειαν (Ο, Ε), τὰ σημεῖα τομῆς ταύ- 
τῆς καὶ τῆς εὐθείας; ἐφ᾽ ἧς κεῖται ἧ 
πλευρὰ ΙΗ τοῦ ὀρθογωνίου τριγώνου ΑἸΗ, θὰ εἶναι αἱ δύο ἄλλαι 
κορυφαὶ Β, Γ τοῦ ζητουμένου τριγώνου. 
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Πρόβλημα δ08--Π] 


1622 α. Νὰ κατασκενασϑῆ τρίγωνον ἐκ τῶν μηχῶν τριῶν τυχουσῶν 
ἐκ τῶν ἑπομένων εὐθειῶν, τῶν ἀγομένων ἐκ τῆς αὐτῆς κορυφῆς αὐτοῦ : 
ὕψους, διχοτόμου, διαμέσον καὶ συμμετροδιαμέσον. 


"Ἔστω Α ἡ κοινὴ κορυφὴ καὶ υ, ὃ, μ, μ΄ τὰ τέσσαρα μήκη. Θὰ 
ἔχωμεν τοὺς ἑξῆς συνδυασμοὺς αὐτῶν : 

(υ, δ, μ), (ὦ, δ, μ΄). (ὦ, μ, μ΄) καὶ (δ, μ, μ΄). 

1) Δίδονται τὰ μήκη υ, ὃ, μ. 

"Ἔστω ΑΗ (Σχ. 974) τὸ ὕψος. Μὲ κέντρον Α καὶ ἀκτῖνας μ 
καὶ ὃ, γράφομεν περιφερείας, τεμνούσας τὴν κάθετον ἐπὶ τὴν ΑΗ 
εἰς τὸ ΗΠ κατὰ τὰ σημεῖα Μ καὶ Ι. Προεκτείνομεν ἀκολούθως τὴν 
διχοτόμον ΑΙ μέχρι τοῦ σημείου Κί, καθ᾽ ὃ αὕτη συναντᾶ τὴν κά- 
θετον εἰς τὸ Μ ἐπὶ τὴν ΜΙΗ, καὶ φέρομεν κάθετον εἰς τὸ μέσον 
Ρ τῆς ΑΚ. Τὸ κοινὸν σημεῖον Ο τῶν τελευταίων δύο καθέτων 
εἶναι τὸ κέντρον τῆς περιγεγραμμένης εἰς τὸ ζητούμενον τρίγω- 
νον περιφερείας. 

Η περιφέρεια αὕτη τέμνει τὴν ΜΙῊ κατὰ τὰς δύο ἄλλας κο- 
ρυφὰς Β, Γ τοῦ ζητουμένου τριγώνου. 

2) Δίδονται τὰ υ, ὃ, μ΄. 

᾿Αναγόμεθα εἰς τὴν προηγουμένην περίπτωσιν, εὑρίσκοντες τὴν 
ΑΜ, ὡς συμμετρικὴν τῆς ΑΣ -ΞΞ μ΄ πρὸς 
τὴν διχοτότον ΑἹ. 

3) Δίδονται υ, μ, μ΄. 

᾿Αναγόμεθα πάλιν εἰς τὴν πρώτην 
περίπτωσιν, φέροντες τὴν διχοτόμον 
ΑΙ τῆς γωνίας τῶν ΑΣ καὶ ΑΜ. 

4) Δίδονται τὰ ὃ, μ, μ΄. 

Διὰ νὰ ἀναχθῶμεν καὶ πάλιν εἰς τὴν 
πρώτην. περίπτωσιν, θὰ πρέπει νὰ κατα- 
σκευάσωμεν πρῶτον τὸ τρίγωνον ΜΑΣ, 
ἔχον ὡς μῆκος τῆς διχοτόμου τῆς γω- 
νίας Α αὐτοῦ τὸ δοθὲν ὃ. ΩΣ : 

Πρὸς τοῦτο, λαμβάνομεν τμῆμα ΑΙ δ το 
μήκους ὃ καὶ γράφομεν περιφερείας 
μὲ κοινὸν κέντρον τὸ σημεῖον Α καὶ 
ἀκτῖνας μ καὶ μ΄. ᾿Επειδὴ 


ἀρκεῖ διὶ τοῦ σημείου ἰ νὰ φέρωμεν εὐθεῖαν ΜΙΣ, τέμνουσαν τὰς 
γραφείσας περιφερείας εἰς σημεῖα Μ καὶ Σ τοιαῦτα, ὥστε 


Ἡ εὕρεσις τῶν σημείων τούτων ἐπιτυγχάνεται διὰ τοῦ γνω- 
στοῦ γ. τόπου (Μέϑοδοι, δ 65). 


Παρατήρησις. Δυνάμεθα νὰ ἀντικαταστήσωμεν τὴν ἐσωτερικὴν 
διχοτόμον ὃ τῆς γωνίας ΒΑΓ διὰ τῆς διχοτόμου δ΄ τῆς ἐξωτερι- 
κῆς τῆς ἰδίας γωνίας. 

᾿Επειδὴ αἱ διχοτόμοι ὃ, δ’ εἶναι αἱ κάθετοι πλευραὲ ὀρθογω- 
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νίου τριγώνου ΙΑΕ, μὲ ὄψος ΑΗ ἐπὶ τὴν ὑποτείνουσαν ἴσον πρὸς 
τὸ υ, εἶναι φανερὸν ὅτι τὰ δεδομένα (δ, δ᾽, υ) ἀντισοτοιχοῦν, ἐν 
ἐν τῇ πράξει, εἰς δύο μόνον δεδομένα ἐκ τῶν τριῶν τούτων μη- 
κῶν καὶ ἑπομένως δὲν ὁρίζουν τρίγωνον. ᾿ΑΦ᾽ ἑτέρου, τὰ δεδομένα 
(υ, δ, μ), (υ, ὃ, μ"Κ,)2ἢ ἰσοδυναμοῦν προφανῶς πρὸς τὰ (υ, δ΄, μ) καὶ 


(υ, δ', μ᾽). 
Πρόβλημα δΟ08--111 


1622 β. Νὰ κατασκευασϑῇ τρίγωνον ΑΒΓ ἐκ τῆς διχοτόμον ΑΙ τῆς 
γωνίας Α, τοῦ γινομένου βγ-Ξ κ᾿ τῶν πλευρῶν τῆς γωνίας αὐτῆς καὶ 
τῆς διαφορᾶς ὃ τῶν παρὰ τὴν πλευρὰν ΒΓ γωνιῶν τοῦ τριγώνον 
(ΣΧ. 973, 974). 

Ἢ διαφορὰ τῶν ἐφεξῆς παραπληρωματικῶν γωνιῶν εἰς τὸ ση- 
μεῖον ἰ εἶναι ἴση πρὸς Β --- Γ τῷ ὃ (8 465). Εἵἴναι ἑπομένως κατα- 
σκευάσιμον τὸ τρίγωνον ΑΗΙ καὶ γνωστὸν ἄρα τὸ ὅψος ΑΗ. 


. ΑἸ ΨΕΟΝ Η σοῖς βγ δ τ τὰ κ' 
Ἐπειδὴ δὲ βγ-Ξ ΖΕ υα καὶ Εὶ Ξξ σὺ: Ξ 5 Ἀπ’ εἶναι γνωστὸν ἐπίσης 


καὶ τὸ μῆκος τῆς ἀκτῖνος ΑὉ τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας, 
ὡς καὶ ἡ διεύθυνσις τῆς διαμέτρου ΑΟ, ἀφοῦ ἡ ΑΙὶ’ εἶναι διχο- 
τόμος τῆς γων. ΗΑΟ (Σχ. 973) 


Τὸ πρόβλημα τοῦτο εὑρίσκεται εἰς .. Μ. Ε. τοῦ ΟΣ ζΟΒαπΡ5, 
1883, σ. 158. 
Ποόβλημα δ08---}»ν 


1622 γ. Νὰ κατασχευασϑῇ τρίγωνον ΑΒΓ ἐκ τῆς βάσεως ΒΓ', τῆς 
ἐπ᾽ αὐτὴν διαμέσον καὶ τῆς διαφορᾶς 
ὃ τῶν παρὰ τὴν βάσιν γωνιῶν τοῦ 

-..Πὺ μι στις ᾳ τοιγώνου. 
ἣ ἽἝστω: ΑδΔεξμ, ΒΓΞξα, Β--Γ-ΞΞδ. 
τ ]1η Λύσις. Ὑποθέτοντες τὸ πρό- 
"᾽ς βλημα λελυμένον, παρατηροῦμεν ὅτι: 


ὦν -«- 


ΑΔ. ΔΜ -- ΒΔ" -- τὸ, 


α3 
Ἶ 4 Δ Ε ἐξ οὗ ΔΜ -Ξ- 4μ΄ 
Ὡς Ἧ μ καί, ἂν ΑΕ παράλληχος τῆς ΒΓ, 
δ τ το ᾿ γῶν. ΑΟΗ ΞΕ ΑἈΜΕ --δὃ 
Σχ. 9175 ἢ ΑΟΔ -Ξ 1809 .- ὃ. 


᾽Εκ τῶν σχέσεων αὐτῶν ἕπεται ἡ ἀκόλουθος κατασκευή. 
πὶ τοῦ τμήματος ΑΔ ΞΞμ γράφομεν κ. τόξον δεχόμενον γω- 
νίαν ἴσην πρὸς 1809 -- δ. Προεκτείνομεν ἀκολούθως τὴν ΑΔ κατὰ 


μῆκος δΔΜ- τ καὶ εἰς τὸ μέσον τῆς εὐθείας ΑΜ ὑψοῦμεν κάθε- 


τον, συναντῶσαν εἰς Ο τὸ τόξον ΔΟΑ. 

Τὸ σημεῖον Ο εἶναι τὸ κέντρον τῆς περὶ τὸ ζητούμενον τρὶ - 
νον ΑΒΓ περιφερείας καὶ ΟΑ ἡ ἀκτὶς αὐτῆς. Αἱ τομαὶ Β, Γ, “τῆς 
περιφερείας ταύτης καὶ τῆς καθέτου εἰς τὸ Δ ἐπὶ τὴν ΟΔ, εἶναι 
αἱ δύο ἄλλαι κορυφαὶ τοῦ τριγώνου ΑΒΓ. 


741 


9α Λύσις. Ἔστω ΑΒΓ πάλιν τὸ ζητοῤμενον τρίγωνον καὶ ΑΔΜ 
τρίγωνον εὐθέως ὅμοιον πρὸς τὸ ΔΒΑ καὶ ἔχον τὴν πλευρὰν ΑΔ 
ὁμόλογον τῆς ΔΒ (Σχ. 976). Ἔκ τῶν ἐκ τῆς ὁμοιότητος ταύτης 
ἀναλογιῶν εὑρίσκομεν 


. ΔΑ μ' 2Ζ2μ: 
ἀὐνασ τ ον τὰ 
2 
᾿Επειδὴ δὲ 


γων. ΒΑΜΈ ΓΔΑ 

ΑΒ. ΔἀΔΒ ΔΓ 

ΑΜ δὰ ΔΑ᾽ 

τὰ τ γονα ΒΑΜ καὶ ΑΔΓ εἴναι ὅμοια 


καὶ 


καὶ ἑπομένως 
γων. ΑΒΜ --ς Ί, γων. ΜΒΓ -Ξὅ. 
Ἔκ τῶν παρατηρήσεων αὐτῶν ἀγόμεθα Σχ. 016. 


εἰς τὴν ἑπομένην κατασκευήν: 
1) Γράφομεν εὐθεῖαν ΒΜ, σχηματίζουσαν μετὰ τῆς δοθείσης 
ΒΓ γωνίαν ΔΒΓ ἴσην πρὸς ὅ, 


3 
2) Κατασκευάζομεν τὸ μῆκος ΔΜ -Ξ ΞΕ καὶ μὲ κέντρον Δ καὶ 


ἀκτῖνα ΔΜ γράφομεν περιφέρειαν, τέμνουσαν τὴν ΒΜ εἰς Μ. 
3) ᾿Επὶ τῆς διχοτόμου᾽ τῆς γωνίας ΒΔΜ λαμβάνομεν μῆκος 
ΔΑ Ξε μ. Οὕτω ὁρίζεται ἡ κορυφὴ Α, ἄρα καὶ τὸ τρίγωνον ΑΒΓ. 


1622 ὃ. Σημείωσις. Ἢ πρώτη λύσις εἶναι τῶν Ν͵Θ ΘΗ ον ΒἸκὶ 
καὶ ΜΙ4ἃ καὶ ἡ δευτέρα τοῦ [Ι,αἰϑαπί. Εἰς τὰ πρακτικὰ τῆς 490- 
οἰαίϊοη γαπραῖδο ρου" ἰ᾿αυαποοτθηΐί 468 ϑείοποοβ, τῶν συνεδρίων αὐ- 
τῆς εἰς Βοιίοση - 8". Μὸν (1899) καὶ εἰς Παρισίους (1900), ὁ 1,6- 
πιοὶηπς συγκρίνει δέκα τέσσαρας γεωμετρικὰς λύσεις τοῦ ἀνωτέρω 
προβλήματος καί, ἀπὸ ἀπόψεως γεωμετρικογραφικῆς, δίδει τὴν 
- προτίμησίν του εἰς τὴν λύσιν τοῦ [Γ,αἴϑαπέ. Αἱ ἄλλαι λύσεις ἀνή- 
κουν εἰς τοὺς Ρ. ΝΊ απ κΊονϑ κί, ΒΕ. ΟοΙΠἰσποπ, αβθονεβ, Βαϑβοϊ, κλπ. 


Πρόβλημα δ06ὅ-- ν 


Ι 1δ22ε. Νὰ κατασχενασϑῇ τρίγωνον ἐκ τοῦ γινομένου δύο πλευρῶν, 
τῆς διαφορᾶς τῶν ἀπέναντι αὐτῶν γωνιῶν καὶ ἐκ τῆς τρίτης πλευρᾶς. 
([πι|. ἀ. Μαί., 1909, σ. 7, πϑ 3511’ Απϑογπιοῖ). 


Λύσεις τοῦ προβλήματος τούτου δίδονται, εἰς τὴν αὐτὴν συλ- 
λογὴν καὶ τεῦχος, ὑπὸ Βατθατίπ, σ. 167, ᾿εῖϑεοι, σ. 179. 


Πρόβλημα δ0ά 


1523. Νὰ κατασκενασθῇ τρίγωνον ἐκ τῶν ἀκτίνων δύο ἐκ τῶν περι- 
φερειῶν. τῶν ἐφαπτομένων τῶν τριῶν πλευρῶν αὐτοῦ καὶ ἐκ τῆς ἀκτῖνο: 
τῆς περιγεγραμμένης εἰς τὸ τοίγωνον περιφερείας. (νη Ατπϑεῖ. Νοι- 
νεῖϊα Οονγνοθροπάάαποθ τλαϊμότπαϊίᾳμα, 1876, ο. 315). 


Ἕστω ΑΒΓ τὸ ζητούμενον τρίγωνον. 
Γνωρίζομεν ὅτι τὰ τέσσαρα σημεῖα Β, Γ, Ο, Ο’ ἀνήκουν εἰς 
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τὴν αὐτὴν περιφέρειαν καὶ τῆς ὁποίας κέντρον εἶναι τὸ μέσον Ζ 
τοῦ τόξου ΒΖΓ (8 1259). ᾿'Ε πομένως, 


ΑΖΞΞΕ. 
᾿Αφ᾽ ἑτέρου, κατὰ τὸ θεώρημα τοῦ Ευΐεν (5 327): 
ΟΔ’ -Ξ- Ε (Ε -- 2ρ), 
Ο΄ Δ᾽ ΞΞ  (Ε - 2ρα), 


ποσότητες κατασκευάσιμοι. 
Εἰς τὸ τρίγωνον, ἄρα, ΟΔΟ΄ εἶναι γνωσταὶ δύο πλευραὶ καὶ ἡ 


μεταξὺ αὐτῶν διάμεσος καὶ ἑπομένως (δ 980, 2)) εἶναι τοῦτο κα- 
τασκευάσιμον. Αἱ δὲ κοιναὶ ἐφαπτόμεναι ΒΓ, ΑΓ, ΑΒ, τῶν περι- 
φερειῶν μὲ κέντρα Ο, Ο᾽ καὶ ἀκτῖνας τὰς δοθείσας ρ καὶ ρα. κα- 
θορίζουν τὸ τρίγωνον ΑΒΓ. 


Πρόβλημα δ04--] 


1648 α. Νὰ κατασκενασθῇ ὀρϑογώνιον τρίγωνον, γνωστοῦ ὄντος ὅτι 

διαφορὰ τῶν τετραγώνων τῶν καϑέτων 
πλευρῶν αὐτοῦ εἶναι δοϑὲν τετράγωνον [κῦ", 
αἱ δὲ κορυφαί του εὑρίσκονται ἐπὶ τριῶν δο- 
ϑεισῶν παραλλήλων εὐθειῶν. 


, "“Ἑστω ΑΒΓ τὸ τρίγωνον, μ, ν αἱ ἀπο- 
« οτάσεις δύο τῶν παραλλήλων ἀπὸ τῆς 
μιᾶς ἐξ αὐτῶν 2Ζ’ καὶ β8 --- γ᾽ ΞΞ κ5. 

᾽Εὰν ὡς κορυφὴν Α ἐκλέξωμεν τυχὸν 
Ἡμ φασι τῆς εὐθείας ΖΖ΄, τὸ τρίγωνον 


ΞΘ ἃ, » 


ΑΛ 
} 
ι 
! 
Π 


ὑ 


ΑΒΓ θὰ εἶναι τελείως ὡρισμένον ἐάν γνω- 
Σχ. 918 ρίσωμεν τὸ μῆκος ΔΒ. ΓΕστω τοῦτο τ 
καὶ ΕΓ -- χ. 
'Εκ τῶν ἰσοτήτων 
3 -- μ᾽ -- χἢ, 
γ᾽ ΞΞ ν" -Ἡ γ᾽, 


εὑρίοκομεν, δι᾽ ἀφαιρέσεως κατὰ μέλη, τὴν 
β' -- γ᾽ -Ξ- κ' ΞΞϑ μ᾽ -- ν᾿ -Ἐ χϑ -- ν᾿", 
ἐξ ῆς χ᾽ -- τ" τε κ' -Ἐν' - μῆ. (1) 


743 


Ἔκ τῶν ὁμοίων ἀφ᾽ ἑτέρου ὀρθογωνίων τριγώνων ΑΕΓ, ΑΒΔ 
(ἀφοῦ γων. ΑΓΕ -Ξ ΒΑΔ), ἕπεται 


Ἐπ ἢ ἀρεεμν. 2 


Εἶναι, ἑπομένως, τὰ μήκη χ, » τῶν σχέσεων (1) καὶ (2) κατα- 
σκευάσιμα, ἄρα καὶ τὸ τρίγωνον ΑΒΓ. 


πρόβλημα δ04--11 


1623 β. Νὰ κατασκευασϑὲ τρίγωνον ΑΒΓ ἐκ τῶν τομῶν Δ, Ε,, Ζ, 
τῶν προεκτάσεων τῶν ἐσωτερικῶν διχοτόμων αὐτοῦ καὶ τῆς περιγε- 


γραμμένης εἰς αὐτὸ περιφερείας. 


Ἐπειδὴ ἡ περιγεγραμμένη περιφέρεια εἶναι ἡ διὰ τῶν Δ, 
Ε, Ζ γραφομένη, ἄρα ὧρι 
σμένη, αἱ δὲ ἐφαπτόμεναι αὐ- 
τῆς εἰς τὰ Δ, Ε, Ζ, μέσα τῶν 
τόξων ΒΓ κλπ., παράλληλοι, 
προφανῶς, πρὸς τὰς πλευρὰς 
τοῦ ΑΒΓ, ἡ ἀγωγὴ τῶν εὐ- 
θειῶν αὐτῶν ΒΓ΄, ΓΑ’, Α΄ Β’ 
ὁρίζει τρίγωνον Α΄ Β᾽Γ᾽ ὁμοιό- 
θετον τοῦ ΑΒΓ. 

᾿Επειδὴ δὲ τὸ σημεῖον το- 
μῆς Ο, τῶν ἐσωτερικῶν διχο- 
τόμων τοῦ τριγώνου Α΄Β Τ΄, 
εἶναι τὸ ἐν τῇ ὁμοιοθεσίᾳ ὁ- 
μόλογον τοῦ ἀντιστοίχου ση- 
μείου 1 τοῦ δ το ΑΒΓ, αἱ Σχ, Ὁ10. 
κορυφαὶ Α, Β, Γ τοῦ ζητου- 
μένου τούτου τριγώνου εὑρίσκονται ἀμέσως, ὡς τομαὶ τῆς περιφε- 
ρείας (ΔΕΖ) καὶ τῶν ἐκ τῶν σημείων Δ, Ε, Ζ ἀγομένων παραλ- 
,λήλων πρὸς τὰἀς διχοτόμους ΟΑ΄, ΟΒ΄, ΟΓ’ τοῦ τριγώνου ΑΒ Γ΄. 


1629 .. Σημείωσις. 1) Βλ. σχετικῶς Ψ. ἀ. Μ. Ε. εἰ 8». τοῦ Βουτς- 
Βεῖ, 1880, σ. 542. 

2) Ἢ κατασκευὴ τριγώνου ΑΒΓ ἐκ τῶν σημείων καθ’ ἃ αἱ προ- 
ἐκτάσεις τῶν ὑψῶν τέμνουν τὴν περιγεγραμμένην περιφέρειαν, 
εἶναι πολὺ ἁπλῆ (8 666). 

3) Γνωρίζομεν νὰ καταοκευάσωμεν τρίγωνον ἐκ τῶν σημείων 
καθ᾽ ἃ αἱ διάμεσοι αὐτοῦ τέμνουν τὴν περιγεγραμμένην περιφέ- 
ρειαν. ᾽Π λύσις τοῦ προβλήματος τούτου ἐδόθη ὑπὸ τοῦ ΕἸ2 - 
Ῥαιγίοκ καὶ εἶναι ὡραιοτάτη, ὡς παρατηρεῖ καὶ ὁ ]. Νεῦδετρ εἰς 
τὴν Μαιβεδὶβ (1904, σ, 107 - 110). 

η ᾿Επίσης κατασκευάζεται εὐκόλῳς τὸ τρίγωνον ἐκ τῶν σημείων 
Α΄, Β΄, Γ΄, καθ᾽ ἃ αἱ εὐθεῖαι Ἀ!, ΒΙ, ΓῚ συναντοῦν τὴν ἐγγεγραμ- 


γσ΄ς 
σος 
μένην περιφέρειαν ()" ἐπειδὴ Ξ -- ΒΊΤΓ’ --- 909, (Ὁγιβίεδοο, Μαΐμο- 


818. 1904, σ. 158, π5 9). 

5) Τὸ πρόβλημα: Νὰ κατασκευασϑῇ τρίγωνον ΑΒΓ ἐκ τῶν συμμε- 
τρικῶν Α΄, Β΄, Γ΄ τῶν κορυφῶν αὐτοῦ πρὸς τὰς ἀπέναντι πλευράς, ὁδηγεῖ 
εἰς ἐξίσωσιν ἑβδόμου βαθμοῦ. Ἢ κατασκευὴ εἴται ἀδύνατος διὰ 
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τοῦ κανόνος καὶ τοῦ διαβήτου, ἐκτὸς δι᾽ ὡρισμένας εἰδικὰς περίι- 
πτώσεις (1]. ἀ. Μ., 1900, σ. 356 καὶ 1902, σ. 17 ἕως 20. Ο. Εβραπεοί). 

6) "Ἢ κατασκευὴ τριγώνου. ἐκ τῶν ποδῶν τῶν ἐσωτερικῶν δι- 
χοτόμων ((Ἡ. Βίοςε), ὁδηγεῖ εἰς ἐξίσωσιν τετάρτου βαθμοῦ (1. Η., 
1898, σ. 33. Ο. Εἰς614:). 

7) “Ομοίως. ἡ κατασκευὴ τριγώνου ἐκ τῶν ποδῶν τῶν συμμε- 
τροδιαμέσων αὐτοῦ (Ε. -Ν. Βατὶϑἰεη), ὁδηγεῖ εἰς ἐξίσωσιν δωδεκά- 
του βαθμοῦ. (6. Βϑραπεῖ, 1. Μ.-, 1905, ο. 21, τὸ 2585). 


Πρόβλημα δ04-- 111 
1628 δ. Νὰ κατασκενασϑῦ τρίγωνον ΑΒΓ ἐκ τῶν τριῶν ὑψῶν 
να, υβ, υγ αὐτοῦ. 


Ἔκ τῶν ἰσοτήτων 
(2 -Ξ) αυα Ξ-βυρ Ξ- γυν 
ἕπονται καὶ. αἱ 


ττ τ ἡΡ Ξυύνονς ὗν 
υβ υα υβ.υα υαὺβ 
υγ 
Εἶναι δηλ. τὸ ζητούμενον τρίγωνον (α, β, γ) ὅμοιον τοῦ ἔχον - 


ϑαυβ 


τος πλευρὰς τὰ γνωστὰ μήκη υὑβ,υα, Μετὰ τὴν κατα- 


Υ 
σκευὸν τοῦ τριγώνου τούτου, τὸ τρίγωνον ΑΒΓ εὑρίσκεται. εὐκό- 
δῶς κατὰ τὸν ὑποδεικνυόμενον τρόπον ἐν τῇ παραγράφῳ 161|]7 
(ἐπμ.). 

1628 ε. Σημείωσις. Γνωρίζομεν νὰ κατασκευάσωμεν τρίγωνον 
ἐκ τῶν τριῶν διαμέσων ἢ τῶν τριῶν ὑψῶν αὐτοῦ (588 980 καὶ 
1617)" ἀλλὰ αἱ περιπτώσεις αὐταὶ εἶναι σχεδὸν αἱ μόναι. Οὕτω, 
ὁ Οεδίδίαη προέτειγε εἰς τὸ Μαπιμοὶ ἀε95 (απάϊάαί8 α ἰ’εοία Ροίυ- 
ἐρομβπίᾳμο αὐτοῦ (1857 - 1658, εἰς δύο τόμους) τὴν κατασκευὴν τρι- 
γώνου ἐκ τῶν τριῶν ἐσωτερικῶν διχοτόμων' καὶ μολονότι πολλαὶ 
ἀπόπειραι ἔγιναν διὰ τὴν λύσιν τοῦ προβλήματος τούτου, παρα- 
φῶμεν ἀκόμη ᾿ἄλυτον. Ὁ Βατθατίη, τὸ 1896, ἀπέδειξεν διὰ τοῦ 

ογισμοῦ ὅτι ἡ κατασκευὴ τριγώνου τοῦ ὁποίου δίδονται τρεῖς διὰ 
τοῦ αὐτοῦ. σημείου διερχόμεναι διχοτόμοι ἐξσρτᾶται ἐκ τῆς λύ- 
σεὼς ἐξισώσεως δεκάτου τετάρτου βαθμοῦ. (Βλ. σχ. : Μαίεϑὶ5, 
1696, σ. 143 καὶ 154' 1902, σ. 159, ὡραῖον ἄρθρον τοῦ [1)εϊ]ϊ414. 
᾿Επίσης : 1. ἀ. Μ., 1896, σ. 275: 1903, σ. 64- 1904, σ. 149, ζήτ. 270, 
Ἡ. [1.62 1904, σ. 171. Βιβλιογραφικαὶ σημειώσεις τοῦ. Η. Ὠτγοςατγά. 

Δυνάμεθα νὰ ἀναφέρωμεν ἀκόμη τὰ ἀκόλουθα δύο προβλήματα: 

Νὰ κατασκευασϑῇ τρίγωνον ἐκ τῶν ἀποστάσεων τοῦ κέντρου Ο τῆς πε- 
ριχεγραμμένης περιφερείας ἀπὸ τῶν πλευρῶν του ἢ ἐκ τῶν ἀποστάσεων τοῦ 
κέντρου ἷ τῆς ἐ)γεγραμμένης περιφερείας ἀπὸ τῶν κορυφῶν του. 

᾿Αλγεβρικῶς λύονται τὰ προβλήματα ταῦτα ἀλλὰ δὰν κατα- 
σκευάζονται γεωμετρικῶς. ᾿Επειδὴ ἀμφότερα ὁδηγοῦν εἰς ἐξισώ- 
σεις τρίτου βαθμοῦ (Νναϊϊὲ5). Β8λ. 4, ἀ. α., τόμος ΧΧΙ, σ. 65 καὶ 
σ. 98, ὅπου τὰ προβλήματα ταῦτα ἀνάγονται εἰς τὸ πρόβλημα τοῦ 
Νεύτωνος : 

Νὰ κατασκευασϑῇ ποριφέρδια ἐκ τριῶν χορδῶν αὐτῆς, ὑποτεινουσῶν 
τόξα ἔχοντα ἄϑροιομα τὸ ἥμισυ τῆς περιφερείας. Ἢ λύσις τοῦ προβλή- 
μαῖος τούτου εὑρίσκεται εἰς τὴν ᾿"ἄναλ. Γεωμετερίαν τοῦ ιεἔέδατε. 
Βλ. ἐπίσης καὶ προηγουμένην σημείωσιν 8 1520 β. 
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1628 ζ. Δυνάμεθα νὰ θέσωμεν ἀκόμη καὶ τὸ πρόβλημα : Νὰ κα- 
τασχευασϑῇ τρίγωνον ἐξ ἑνὸς ὕψους, μιᾶς διχοτόμου καὶ μιᾶς διαμέσου, τῶν 
ἀγομένων ἀπὸ τριῶν διαφόρων κορυφῶν (Ε. (ουρν). Ἢ λύσις ἡ διδο- 
μένη ὑπὸ τοῦ Ρουᾶτα ἀνάγεται εἰς τὴν τομὴν μιᾶς περιφερείας 
καὶ μιᾶς καμπύλης τρίτου βαθμοῦ. (Ν, Α., 1855, σ. 117 καὶ 413).--- 
Τὸ αὐτὸ πρόβλημα, τεθὲν ὑπὸ τοῦ Α. Βεδϊὲτε εἰς τὸ 1. ἃ. Μ., 
(1895, σ. 203, πο 600), ἐπελύθη ἀλγεβρικῶς ὑπὸ τοῦ ΡΒ. Κὰν διὰ 
μιᾶς ἐξισώσεως ἕκτου βαθμοῦ. 


Προόβλημα δ04--.} }Κ 


1628 η. Τροίγωνον ΑΒΓ στρέφεται περὶ σταϑερὸν σημεῖον Χ τοῦ 
ἐπιπέδου του, ἔστωσαν δὲ Α᾿, Β΄, Γ΄ αἱ τομαὶ τῶν ὁμολόγων πλευρῶν 
εἰς δύο τυχούσας ϑέσεις Α,Β,Γ, καὶ 4.8. αὐτοῦ. 

Δείξατε ὅτι τὸ τετράπλευρον ΧΑ Β΄ Γ΄ μένει πάντοτε ὅμοιον ἑαυτῷ 
καὶ εὕρετε τρόπον ὁρισμοῦ τοῦ σημείου Χ, ἐν σχέσει πρὸς τὸ ΑΒΓ, 
ὥστε τὸ σημεῖον τοῦτο νὰ εἶναι πάντοιε τὸ κέντρον τοῦ περιγεγραμμέ- 
νου ἢ ἐγγεγραμμένον εἰς τὸ τρίγωνον Α΄ Β΄ Γ᾽ χύκλου, ἢ τὸ ὀρϑόκεντρον 
ἢ τὸ κέντρον βάρους τοῦ ἰδίου τριγώνον. (]. Νευδεγρ, Παϊποβὶθ, τόμ. 
ΙΧ, 1889, ο. 149 ἕως 151). 


Κατασπευαὶ τετραπλεύρων 


1684. Λολονότι τὰ προβλήματα τὰ ἀναφερόμενα εἰς κατα- 
σκευὰς τριγώνων δύνανται, εἰς πολλὰς περιπτώσεις, νὰ ὁδηγή- 
σουν εἰς κατασκευὰς καὶ τετραπλεύρων, ἐν τούτοις δὲν θὰ ἐπιμεί- 
νῶώμεν ἀπὶ τοῦ θέματος τούτου. 

“Αλλωστε ἔχουν δοθεῖ ἤδη εἰς προηγουμένας παραγράφους 
(1490... 1499, 1512) ἀρκετὰ ἐνδιαφέροντα παραδείγματα. Θὰ πε- 
ριορισθῶμεν διὰ τοῦτο εἰς τὰἀ ἑπόμενα εἰς ἔν μικρὸν ἀριθμὸν 
σχετικῶν προβλημάτων. 

Ἢ σπουδὴ τῶν τετραπλεύρων παρουσιάζει πολὺ ἐνδιαφέρον, 
ἕνεκα τῶν ἐφαρμογῶν τῶν ἰδιστήτων αὐτῶν εἰς τοὺς ἀντισεροφεῖς 
καί, γενικώτερον, εἰς τὰ ἀρϑρωτὰ συστήματα (58 1195, 1203). 


Πρόβλημα δοδ 


1624«α. Νὰ κατασχευασϑῇ ὀρϑογώνιον παραλληλόγραμμον ἐκ τῶν 
ἀκολούϑων δεδομένων : 

1) Τῆς περιμέτρυν καὶ τοῦ ἀϑροίσματος τῶν τετραγώνων δύο διαδο- 
χικῶν πλευρῶν αὐτοῦ. 

Δ) Τῆς περιμέτρου καὶ τῆς διαφορᾶς τῶν τετραγώνων τῶν ἰδίων 
πλευρῶν. 

8) Τῆς περιμέτρου καὶ τοῦ λόγου τῶν ἰδίων πλευρῶν. 


1) (Βλ. Μέϑοδοι, 5. 104). 

2) Κατασκευάζομεν τὸ ἰσοσκελὲς τρίγωνον ΑΔΕ (Σχ. 62) 
καὶ Ὑρθφομεν τὴν εὐθεῖαν ΡΜ - τόπον τῶν σημείων ΔΛ δι᾽ ἃ 
ΜΑ -- ΜΕ1-Ξ- κι, ᾿Επειδή, ἂν ληφθῇ τὸ σημεῖον Ρ οὕτως, ὥστε 

ΡΑ".--- ΡΕ3 Ξε κἢ, 
θὰ εἶναι 
ῬΑ"- ΡΜ:-:-ΕΡΑΞ -- ἑ ΕΞ ΞΞ κ". 
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3) Κατασκευάζομεν πάλιν τὸ ἰσοσκελὲς τρίγωνον ΑΔΕ καὶ εὖ- 
ρίσκομεν τὴν τομὴν Μ τῆς πλευρᾶς τούτου ΔΕ μετὰ τῆς εὐθείας 
διὰ τοῦ Α «τόπου τῶν σημείων ΜΔ, δι᾽ ἃ ὁ λόγος τῶν ἀποστάσεων 


αὐτῶν ἀπὸ τῶν ΑΧ, ΑΥ̓ εὐθειῶν εἵναι ὁ δοθεὶς Ἑ. 


Πρόβλημα δ08-- 


1625. Νὰ κατασχευασϑὲ τραπέζιον ἐκ τῶν γωνιῶν καὶ διαγωνίων 
αὐτοῦ. 
(Μέϑοδοι, 8 110). 
Πρόβλημα δ08--] 


1628 α. 1) Νὰ κατασχευασϑῇ ἐγγράψιμον εἷς περιφέρειαν τετράπλευ- 
ον ἐκ τῶν ἀποστάσεων τῶν τεσσάρων πλευρῶν ἀπὸ τοῦ σημείου τομῆς 
τῶν διαγωνίων αὐτοῦ. 

2) Νὰ κατασκευασϑῇ περιγράψιμον εἰς περιφέρειαν τετράπλευρον ἐκ 
τῶν ἀποστάσεων τῶν κορυφῶν ἀπὸ τοῦ κέντρου τῆς ἐγγεγραμμένης εἰς 
αὐτό περιφερείας. 


(Μαιμεϑὶδ, 1885, σ. 68, ζήτημα 378). 
Πρόβλημα τοῦ δέμγπι 6060 


1626. Νὰ κατασκευασϑῇ ἐγγράψιμον εἷς περιφέρειαν τετράπλευρον 
ἐχ τῶν τεσσάρων πλευρῶν αὐτοῦ. 


(Μέϑοδοι, ὃ 151). 


1626. Σημείωσις. .1) 'Ο [μαι ἐπεξειργάσθη τὸ ἴδιον θέμα εἰς 
μίαν ἀξιωσημείωτον ἐργασίαν του: Επαγιοη (68 αὐ{ξέγοη! 65 γιόέμο- 
{π ΕἾ ομεε Ῥομν γόοϑομαᾶγο ἰε8 τγοδιόνηοβ ἐδ Οἐοπιόίΐθιο (1818, σ. 

ν π9 . 

2) Δυνάμεθα νὰ κατασκευάσωμεν τρία διάφορα τετράπλευρα, 
ἔχοντα ὡς πλευρὰς δοθέντα μήκη καὶ ἐγγεγραμμένα εἰς τὴν αὐὖ- 
τὴν περιφέρειαν. Τὰ τετράπλευρα ταῦτα εἶναι ἰσοδύναμα ((μέ- 
ποαι α’Απμπιοτί, Δ. 6., 1822, σ. 269). 

᾽Εὰν χ, τι εἶναι αἱ τρεῖς διάφοροι ἀλλήλων διαγώνιοι τῶν 
τριῶν τούτων σχημάτων, Ε ἡ κοινή τῶν ἐπιφάνεια καὶ Ἑ ἡ ἀκτὶς 
τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας, θὰ ἔχωμεν τὴν σχέσιν τοῦ 
Ο. Ἐοπίεπόά: 

ΧΥΧΞΞ4ΕᾺΆ. 

(Βιειἰοελ τῶν σέναναὰ καὶ Μιομεὶ, 1903 . 1904, σ. 147). 

3) Κατ᾽ ἀνάλογον τρόπον κατασκευάζομεν καὶ ἕν τυχὸν τετρά- 
πλευρον ἐκ τῶν τεσσάρων πλευρῶν καὶ τοῦ ἀθροίσματος δύο ἀπέ- 
ναντι γωνιῶν αὐτοῦ. (Μαιμε815, 1903, σ. 61 καὶ 63: κομψὴ λύσις 
καὶ ὡραία σπουδὴ τοῦ θέματος ὑπὸ [,ατινετπαγ). 

4) Διὰ τὰ ἐγγράψιμα τετράπλευρα, βλ. ἄρθρον τοῦ ΝειυδεΓγρ 
εἰς Μαϊπμεδὶς, 1906, σ. 14.--- ὠφέλιμος εἶναι ἐπίσης καὶ ἡ ἀνάγνω- 
σις μιᾶς ἐργασίας τοῦ Ποβίον : Ῥγ»οργιἐ(ἐβ πομυοὶ ε8 ἀρ8 φιιααγιαἰόγο5 
ἢ σόπόναϊ, αὐεοὸ αρρίἰϊοαϊϊοτιδ αμαὰ σμααναἰέγει ἱπδορὶριδῖοβ, οἱγοοη- 


σογιριυῖε8, εἰς. 
Προόβλημα δ06--1 


1626 β. Δίδονται δύο τρίγωνα ΟΑΒ, ΟΓΔ, κείμενα ἐπὶ τοῦ αὐτοῦ 
ἐπιπέδου καὶ ἔχοντα κοινὴν τὴν χορυφὴν Ο. Νὰ στραφῇ τὸ ἔν ἐξ αὖ. 
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τῶν περὶ τὸ σημεῖον Ο κατὰ γωνίαν τοϊαύτην, ὥστε τὰ τέσσαρα σημεῖα 
Α, Β, Γ, ἃ νὰ καταστοῦν ὁμοχυκλικὰ (Εὐποατοπ 81 Τῖτῃ 68). 
Βλ. Μαιμεδὶϑ, 1902, σ. 71, ζτμ. 1802: λύσις ὑπὸ Επιπιετίςῃ. 


Κέγντρον ὁμοιότητος δΟΌ---1 1 


1627. Νὰ προσδιορισϑῇ τὸ κέντρον ὁμοιότητος ἢ διπλοῦν σημεῖον 
δύο σχημάτων εὐθέως ὁμοίων. 

᾿Ονομάζονται σχήματα εὐθέως ὅμοια, δύο ὅμοια σχήματα 
ΑΒΓ, Α' ΒΓ’ ἐὰν δύνανται νὰ καταστοῦν ὁμοιόθετα ἀλλήλων διὰ 
στροφῆς τοῦ ἑνὸς ἐξ αὐτῶν περὶ τὸ κέντρον ὁμοιότητος αὐτῶν 
Σ (8 1146}. 

Ἔστωσαν ΑΒ καὶ Α΄Β’ δύο ὁμόλογα εὐθύγραμμα τμήματα 
τῶν δύο σχημάτων καὶ Δ' τὸ κοινὸν σημεῖον τῶν εὐθειῶν ἐφ᾽ ὧν 
ταῦτα κεῖνται. 

Α΄. Τρόπος. ᾿Ορίζομεν τὸ σημεῖον τοῦ Μισιιεὶ Σ τοῦ κυρτοῦ τε- 
τραπλεύρου ΑΒΒ΄Α΄ (8 21), διὰ τοῦ σημείου τομῆς, τοῦ διαφόρου 
τοῦ Δ΄, τῶν περιφερειῶν (ΑΑ΄ Δ καὶ (ΒΒ΄ Δ΄) (Σχ. 980). Τὸ ση- 
μεῖον τοῦτο Σ εἵναι τὸ ζητούμενον διπλοῦν σημεῖον τῶν δύο σχη- 
μάτων' πράγματι, τὰ τρίγωνα ΣΑΒ, ΣΑ΄Β᾽ εἶναι εὐθέως ὅμοια, 
ἀφοῦ αἱ γωνίαι ΣΑΒ, ΣΑ΄Β΄ ἔχουν τὸ αὐτὸ μέτρον, καθὼς καὶ αἱ 
ΣΒΑ καὶ ΣΒ΄ Α΄. 'Επομένως, 

ΣΑ'. ΣΒ ΑΒ 
ΣΑ΄  ΣΒ΄ ΑΒ’ 

Διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου Σ διέρχονται καὶ αἱ περιφέρειαι (ΔΑΒ) 
καὶ (ΔΑ΄ Β΄). Αἱ τέσσαρες αὖται περιφέρειαι δύνανται νὰ κλη- 
θοῦν καὶ περιφέρειαι τοῦ Μισιιοεὶ τοῦ τετραπλεύρου ΑΑ΄ ΒΒ. 


Β’. Τρόπος. Θεωρήσωμεν τὰ συζυγῆ ἀλλήλων σημεῖα Μ, Μ΄, 

τὰ τοιαῦτα, ὥστε: 

ΜΑ ΜΆ ΑΒ 

ΜΑ' ΜᾺ’ Α'Β' 
. ἯἩ περιφέρεια μὲ διάμετρον ΜΜ΄’ εἶναι ὁ τόπος τῶν σημείων 
τῶν ὁποίων ὁ λόγος τῶν ἀποστάσεων ἀπὸ τῶν σταθερῶν σημείων 
Α καὶ Α΄’ εἶναι ἴσος πρὸς τὸν λόγον τῶν ὁμολόγων τμημάτων 
ἈΒ καὶ Α΄ Β΄. Διέρχεται, ἑπομένως, ἡ περιφέρεια αὕτη διὰ τοῦ 
σημείου Σ 

Διὰ τοῦ αὐτοῦ “ΗΕ ου (καὶ διὰ τὸν αὐτὸν λόγον) διέρχεται 
καὶ ἡ περιφέρεια μὲ διάμετρον τό, ἀναλόγως πρὸς τὸ ΜΜ΄ κατα- 
σεευ ας ὀμενον, τμῆμα ΝΝ΄, Εἶναι, κατὰ συνέπειαν, τὸ διπλοῦν 
σημεῖον τὸ ἕν τῶν σημείων τομῆς τῶν περιφερειῶν (Μ, Μ΄) 
καὶ (Ν, Ν᾽. 

Τὸ δεύτερον κοινὸν σημεῖον Σ΄ τῶν περιφερειῶν τούτων εἶναι 
τὸ κέντρον ὁμοιότητος τῶν δύο ἀντιστρόφως ὁμοίων σχημάτων 
ΑΒΓ καὶ Α'ΒΓ΄΄ 

᾿Επειδὴ τὸ σημεῖον τοῦ Μίσφωεί Σ εἶναι ἐπίσης τὸ κέντρον εὐθείας 
ὁμοιότητος διὰ τὰ τμήματα ΑΑ΄ καὶ ΒΒ΄, συμπεραίνομεν ὅτι αἱ 
περιφέρειαι μὲ διαμέτρους ΡΠ καὶ Ρ΄Π’', ὅπου Ρ, Π, Ρ΄, Π’ ση- 
μεῖα τοιαῦτα, ὥσϊε 

ΡΑ ΠᾺ ΑΑ’ ᾿ οὶ ΡΑ' ΠΑ’ ΑΑαΑ΄' 
ΡΒ ΠΒ ΒΒ “" ΡΒ’ ΠΒΈ ΒΒ᾽ 
διέρχονται ἐπίσης διὰ τοῦ σημείου Σ. 
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ΑΙ τέσσαρες περιφέρειαι (Μ, Μ'),, (Ν, ΝῚ, (Ρ, Π), (Ρ’ Π) δύ- 
νανται νὰ ὀνομασθοῦν περιφέρειαε τοῦ "Απολλωνίου τοῦ τετραπλεύ- 
ρου ΑΒΒ΄ Α΄. “γπάρχουν, ἑπομένως, ὀκτὼ περιφέρειαι διερχόμεναι 
διὰ τοῦ διπλοῦ σημείου δύο σχημάτων εὐθέως ὁμοίων. 


Γ΄. Τρόπος. Δυνάμεθα νὰ κατασκευάσωμεν τὴν εὐθεῖαν (ε), ἥτις 
εἶναι ὁ τόπος τῶν σημείων τῶν ἐχόντων ἀποστάσεις ἀπὸ τῶν δύο 
εὐθειῶν ΑΒ καὶ Α΄Β΄ ἀναλόγους τῶν μηκῶν τῶν τμημάτων τούτων 
(8 2395), καθὼς καὶ τὴν εὐθεῖαν (ε᾽) - τόπον τῶν ἀναλόγων διαι- 
ρέσεων τῆς 85 2396, Αἱ δύο αὖται εὐθεῖαι διέρχονται διὰ τοῦ 
σημείου Σ, ἀφοῦ τὸ σημεῖον τοῦτο μετέχει καὶ τῶν δύο χαρακτη- 
ριστικῶν ἰδιοτήτων τῶν σημείων τῶν εὐθειῶν αὐτῶν. 


-- 
ὡ- 95 “«..» 


Σ.. 990. 


Διὰ τοῦ σημείου Σ διέρχονται καὶ αἱ, ἀνάλογοι πρὸς τὰς προ- 
ηγσυμένας δύο, εὐθεῖαι διὰ τὰ τμήματα ΑΑ΄ καὶ ΒΒ’, καθὼς καὶ 
ὀκτὼ ἄλλαι εὐθεῖαι, ἀνάλογοι ἐπίσης πρὸς τὰς ἰδίας εὐθείας, 


4’. Τρόπος. Ὑποθέτοντες γνωστὸν τὸ ζητούμενον σημεῖον Σ, 
παρατηροῦμεν ὅτι ἡ γωνία ΑΣΑ΄ εἶναι ἴση πρὸς τὴν γνωστὴν 
γωνίαν ΑΔ΄Α΄ τῶν εὐθειῶν ΑΒ καὶ Α΄ Β΄. ᾿Αφ’ ἑτέρου, ἐπειδὴ θὰ 


εἶναι 

ΣΑ ΑΒ 

ΣΑ' ΑΓΒ 
τὸ σημεῖον Σ θὰ κεῖται καὶ ἐπὶ τῆς διχοτόμου ΕΜΣ τῆς γωνίας 
ΑΣΑ΄. Ἐκ τῶν παρατηρήσεων τούτων συνάγομεν εὐκόλως τὴν 
ἑπομένην κατασκευήν : 

Γράφομεν κ. τόξον ΑΔ΄Α’ δεχόμενον γωνίαν ἴσην πρὸς γωνίαν 

Δ’ τῶν εὐθειῶν ΑΒ, Α΄Β’ καὶ διαιροῦμεν τὸ τμῆμα ΑΑ’ εἰς μέρη 
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ΜΑ, ΜΑ' ἀνάλογα τῶν τμημάτων ΑΒ καὶ Α΄ Β΄. Ἡ εὐθεῖα, 
ἥτις συνδέει τό μέσον Α τοῦ τόξου ΑΕΑ' μετὰ τοῦ σημείου Μ 
τέμνει τὸ τόξον ΑΔ΄Α΄ κατὰ τὸ ζητούμενον σημεῖον Σ 

Δυνάμεθα ἐπίσης νὰ ὁρίσωμεν καὶ τὸ σημεῖον Μ΄ τῆς εὐθείας 
ΑΑ’, δι᾽ ὃ ΜΙΆ “- ΑΞ’ καὶ νὰ φέρωμεν τὴν ΜΈ΄ (ὅρα σχῆμα). 

Ἡ εὐθεῖα αὕτη διέρχεται ἐπίσης διὰ τοῦ σημείου Σ, ὡς ἐξω- 
τερικὴ διχοτόμος τῆς γωνίας ΑΣΑ΄. 

Δι’ ἕκαστον τῶν τριῶν ἄλλων κύκλων τοῦ Μίᾳιεϊ (τοῦ τετρα- 
πλεύρου ΑΒΒ΄ Α΄), ὁρίζονται καθ᾽ ὅμοιον τρόπον ἀνὰ δύο, αἱ ἀνά- 
λογοι πρὸς τὰς ΜΕ ἢ ΜΈ᾽, εὐθεῖαι. Δυνάμεθα, ἑπομένως, νὰ δια- 
τυπώσωμεν τὸ ἑπόμενον Θεώρημα: 


1627 α. Θεώρημα. ᾿Οκτὼ περιφέρειαι καὶ δώδεκα εὐϑεῖαι, εὐκόλως 
προσδιοριζόμεναι, διέρχυνται διὰ τοῦ διπλοῦ σημείον δύο σχημάτων 
εὐθέως ὁμοίων. 


1627 β. Πλῆϑος διακεκριμένων κατασκενῶν. Δύο γραμμαὶ--εὐθεῖαι, 
περιφέρειαι ἢ εὐθεῖα καὶ περιφέρεια--ἀρκοῦν διὰ τὸν προσδιορι- 
σμὸν τοῦ σημείου Σ. ᾿Αλλ’ ἡ κατασκευὴ τῆς διχοτόμου ΕΜΣ λ.χ. 
ἀπαιτεῖ καὶ τὴν χάραξιν τῆς περιφερείας ΑΑΈ΄. ᾿Επομένως δὲν 
ὑπάρχει λόγος νὰ θεωρήσωμεν τὴν τομὴν τῆς ΕΜΣ καὶ μιᾶς τῶν 
ἑπτὰ ἄλλων (2ος τρόπος) περιφερειῶν. 

Οὕτω, αἱ κατασκευαὶ τῶν διχοτόμων λαμβάνονται διὰ ὀκτὼ 
διαφόρων κατασκευῶν' ὅσον ἀφορᾷ τὰς ὀκτὼ περιφερείας καὶ τὰς 
τέσσαρας ἄλλας εὐθείας, λαμβάνομεν {) -ἶθο Ξ- 66 διαφό- 
ρους κατασκευάς. Δυνάμεθα ἑπομένως νὰ ἔχωμεν τὸ σημεῖον Σ 
διὰ 66 -Ἐ 8 ΞΞ- 74 διαφόρων κατασκευῶν. 

Διὰ δύο τρίγωνα ΑΒΓ, Α΄ Β΄Γ' εὐθέως ὅμοια, τὸ σημεῖον Σ δύ- 
ναται νὰ ὁρισθῇ διὰ 453 διακεκριμένων κατασκευῶν' τοὐλάχιστον 
εἰς τὴν περίπτωσιν καθ’ ἣν τὸ τετράπλευρον ΑΒΑ΄Β᾽ εἶναι κυρ- 
τὸν--καὶ τὴν μόνην ἄλλωστε ἣν ἐξητάσαμεν (Βλ. καὶ ἕπμ. 8 1546 ζ). 


Προόβλημα δΟ06-- 111 


1627. Νὰ προσδιορισϑῇ ὁ ἄξων συμμετρίας (ἢ διπλῆ εὐθεῖα) 
καὶ τὸ κέντρον ὁμοιότητος δύο σχημάτων ἀντιστρόφως ὁμοίων. 


Ἔστωσαν ΑΒΓ καὶ Α΄ ΒΓ΄ τὰ σχήματα ταῦτα (Σχ. 980). 

Αἱ ΠΕΡΙΦΕΩΕ Οἱ μὲ διαμέτρους ΜΜ΄’, ΝΙΝ’ ὁρίζουν ἀμέσως τὸ 
κέντρον Σ΄ τῆς ἀντιστρόφου ὁμοιότητος, ἀφοῦ τὰ τρίγωνα ΑΣ'Β 
καὶ Α΄Σ΄Β’ εἶναι ἀντιστρόφως ὅμοια. 

ο ΑἹ δύο εὐθεῖαι-- τόποι τῶν παραγράφων 2395 καὶ 2396 τέμνον- 
ται ἐπίσης εἰς τὸ σημεῖον Σ΄. 

Ὁ ἄξων συμμετρίας (ε) εἶναι ἡ διχοτόμος τῶν γωνιῶν ὡς αἱ 
ἡ ες ἀρ κλπ. καὶ ὁρίζεται ἐπομένως εὐκόλως διὰ τοῦ ση- 
μείου Σ΄. ᾿ 

Δυνάμεθα, ἀντιστρόφως, νὰ εὕρωμεν πρῶτον τὸν ἄξονα συμ- 
μετρίας καὶ δι᾿ αὐτοῦ νὰ φθάσωμεν εἰς τὸ σημεῖον Σ΄. 

Ο ἄξων οὗτος εἶναι ἡ εὐθεῖα ΜΝ --ἐπειδὴ τὰ σημεῖα Μ καὶ 
Ν᾽ διαιροῦν τὰ τμήματα ΑΑ΄ καὶ ΒΒ΄, ἀντιστοίχως, εἰς μέρη ἀνά- 
λογα τῶν ὁμολόγων μηκῶν ΑΒ καὶ Α΄ Β΄. Ἂν δὲ Β, εἶναι τὸ 
συμμετρικὸν τοῦ Β πρὸς τὴν εὐθεῖαν ταύτην, ἡ εὐθεῖα Β΄Β, τέμνει 
αὐτὴν εἰς τὸ ζητούμενον σημεῖον Σ 
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Τέλος, τὸ σημεῖον Σ΄ λαμβάνεται καὶ διὰ τῆς τομῆς τῶν εὐ- 
θειῶν ΜΝ καὶ Μ΄Ν΄. 

Διὰ στροφῆς κατὰ 1800 περὶ τὴν εὐθεῖαν ΜΝ ἑνὸς ἐκ τῶν δύο 
δοθέντων ἀντιοτρόφως ὁμοίων σχημάτων, τὸ ἄλλο σχῆμα καὶ τὸ 
διὰ τῆς στροφῆς ταύτης λαμβανόμενον καθίστανται ὀμοιόθετα 
ἀλλήλων. 


1627 ὃ. Ἴσα σχήματα. Διὰ δύο σχήματα ἴσα δυνάμεθα νὰ χρη- 
οιμοποιήσωμεν τὴν κατασκευὴν τοῦ (45]1.5 (885 770 καὶ 920) ἢ 
καὶ τὰς ἀνωτέρω ὑποδειχθείσας διὰ δύο ὅμοια σχήματα, ἀλλὰ 
ιἰὲ τὰς καταλλήλους ἀπλοποιήσεις. 

Ἢ χάραξις λ-χ. τῶν ἐσωτερικῶν διχοτόμων καὶ τῶν περιφε- 
ρειῶν μὲ διαμέτρους ΜΜ' καὶ ΝΙΝ’, γίνεται διὰ τῆς κατασκευῆς 
τοῦ σμαβῖος. ᾿Επειδὴ αἱ δύο τελευταῖαι αὗται γραμμαὶ εἶναι αἱ 
κάθετοι εἰς τὰ μέσα τῶν ΑΑ’ καὶ Β5Β᾽ (98). 


Πρόβλημα δ606--Ῥ 


1627 ς. Ἑἰὶς δοθεῖσαν περιφέρειαν νὰ ἐγγραφῇ τετράπλευρον ΑΒΓΔ, 
τοῦ ὁποίου εἶναι γνωστὰ τὰ μήχη τῶν τριῶν διαγωνίων ΑΓ', ΒΔ καὶ 
ΕΖ. (Τταϊιό ἄε σέοπιέίτίε τῶν Βουοπό χαὶ Γσοιηρογοῦξβε, Τη ἔκδ. σ. 
400, πο 868). 


Ἡ πολὺ κομψὴ λύσις τοῦ προβλήματος αὐτοῦ, ἡ διδομένη ὑπὸ 
τῆς Μαϊμοεὶς (1895, σ. 12, πὸ 2), κατὰ τὸ Εἰ ργοσήεβ8ο πιαίοτναίϊοο, 
ἀπαιτεῖ τὴν στοιχειώδη γνῶσιν τῆς θεωρίας τῶν πόλων καὶ πο- 
λικῶν. 


᾿Εφαομογαὶ τῶν ἀριϑμητικῶν σχέσεων 


Προόβλημα δ07 


1628. Διὰ δύο δοϑέντων σημείων μιᾶς περιφερείας νὰ ἀχϑοῦν δύο 
παράλληλοι χορδαὶ καὶ τῶν ὁποίων τὸ ὀρϑο- 
γώνιον νὰ εἶναι ἰσοδύνάμον πρὸς δοϑὲν τε- 
τράγωνον μϑ. 


᾽Ας εἶναι Α καὶ Β τὰ δοθέντα σημεῖα, 
ΑΒΓΔ τὸ ζητούμενον ἰσοσκελὲς τραπέ- 
ζιον. Θὰ ἔχωμεν 


ΑΒ -Ξ-. ΓΔ καὶ ΑΓ -Ξ- ΒΔ. 


Γνωρίζομεν ὅτι, εἰς πᾶν τραπέζιον, τὸ 
ἄθροισμα τῶν τετραγώνων τῶν διαγωνίων 
εἶναι ἴσον πρὸς τὸ ἄθροισμα τῶν τετρα- 
γώνων τῶν μὴ παραλλήλων πλευρῶν πλέον 
τὸ διπλάσιον τοῦ γινομένου τῶν βάσεων. 
Παριστῶντες ἐπομένως τὰ μήκη τῶν βάσεων διὰ α καὶ β, διὰ ὃ 
τὸ κοινὸν μῆκος τῶν διαγωνίων καὶ διὰ γΥ τὸ γνωστὸν τῶν πλεὺ- 
ρῶν ΑΒ καὶ ΓΔ, θὰ ἔχωμεν τὴν σχέσιν 


28δ"-- 2γ᾽ -ἰ 2αβ-Ξ:2γ" -2μ᾽, 
ἐξ ἧς 
δ᾽ -- γ᾽ τ μ᾽. 


86. ΣἼβ. μδτ. Πράγματι, τὸ Μ λ.χ. θὰ εἶναι τότε τὸ μέσον τῆς 
ΑΑ΄ καὶ τὸ Μ΄ τὸ ἐπ᾽ ἄπειρον σημεῖον αὐτῆς. 


ΣλΧλ. θ8|. 
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Τὸ πρόβλημα ἑπομένως λύεται διὰ τῆς κατασκευῆς τοῦ ὀρθο- 
γωνίου τριγώνου ΑΜΒ, ἔχοντος καθέτους πλευρὰς γ καὶ μ, και 
τῆς μεταφορᾶς, κατὰ τὸ σχῆμα, τοῦ μήκους ΑΜ εἰς τὴν θέσιν ΑΓ. 


Πρόβλημα δ08 


1629. Δίδονται δύο ἐφαπτόμεναι μιᾶς περιφερείας καὶ ζητεῖται νά 
ἀχϑῇ τρίτη ἐφαπτομένη τοιαύτη, ὥστε τ 
τμῆμα αὐτῆς, τὸ μεταξὺ τῶν δύο πρώτων 
περιεχόμενον, νὰ ἔχῃ δοϑὲν μῆκος. 


1) Δυνάμεθα νὰ χρησιμοποιήσωμεν 
ἀλγεβρικὴν σχέσιν (8 239), ἢ νὰ ἀνα- 
τρέξωμεν εἰς γραφικὴν καταοκευὴν 
(5 978 α). 

2) Γνωρίζομεν ὅτι τὸ μέγεθος τῆς 
γωνίας ΜΟΝ εἶναι ὡρισμένον καὶ ἴσον 
πρὸς τὸ ἥμισυ τοῦ παραπληρώματος 
ΡΟΠ τῆς γωνίας Γ. ᾿Εκ τῆς παρατηρή- 
σεως ταύτης ὁδηγούμενοι, ἀγόμεθα εἰς 
τὸ ἀντείϑοτον πρόβλημα τοῦ δοθέντος καὶ κατασκευάζομεν τὸ τρίγω- 
γον ΜΟΝ, τοῦ ὁποίου εἶναι γνωστὰ ἡ βάσις ΜΝ, ἡ ἀπέναντι αὖ- 
τῆς γωνία ΜΟΝ καὶ τὸ ὕψος ΟΗ (8 105). 

3) Δυνάμεθα νὰ ἀναχθῶμεν ἐπίσης εἰς γνωστὰ ἤδη προβλή- 
ματα (858 262 καὶ 978 α). 


δχ 932 


Πρόβλημα δ08--1 
1680. Νὰ διαιρεϑῇ τόξον περιφερείας εἰς δύο μέρη τοιαῦτα, ὥστε 
αἱ ὑποτείνουσαι αὐτὰ χορδαὶ νὰ ἔχουν λόγον τ. δοϑέντα. 


Τὸ ἤδη λυθὲν τοῦτο πρόβλημα (8 1418) ἀναφέρεται ἐνταῦθα 
ὡς ἀνῆκον φυσικῶς εἰς τὴν ὁμάδα τῶν ἑπομένων προβλημάτων 
(88 1531 ἕως 1535). 


Πρόβλημα δ08--11 
1681. Νὰ διαιρεθῇ τόξον περιφερείας εἰς δύο μέρη τοιαῦτα, ὥστε 
αἱ ὑποτείνουσαι αὐτὰ χορδαὶ νὰ ἔχουν ἄϑροισμα δοϑὲν λ. 


Τὸ ζήτημα ἀνάγεται εἰς τὴν κατασκευὴν τριγώνου ἐκ τῆς βάσεως, 
τῆς ἀπέναντι αὐτῆς γωνίας καὶ τοῦ ἀϑροίσματος τῶν ἄλλων δύο πλευρῶν 
αὑτοῦ, 


(Μέϑοδοι, 8 115 καὶ 88 921, 989). 
Πρόβλημα δ08--111 
1652. “Ὅμοιον πρόβλημα ἀλλ᾽ ὅπου ἡ διαφορὰ τῶν χορδῶν ἰσοῦται 
πυνὸς τὸ μῆκος λ. : 
[αὶ τὸ πρόβλημα τοῦτο ἀνάγεται εἰς τὸ ἑπόμενον (88 922, 989): 


Νὰ κατασκευασϑῇ τρίγωνον ἐκ τῆς βάσεως, τῆς ἀπέναντι αὐτῆς γωνία; 
καὶ τῆς διαφορᾶς τῶν δύο ἄλλων πλευρῶν αὑτοῦ. 
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Πρόβλημα 608 --ν᾿ 


1688. ᾿Ομοίως : Τὸ ἄϑροισμα ἢ ἣ διαφορὰ τῶν τετραγώνων τῶν 
χορδῶν νὰ εἶναι δοϑὲν τετράγωνον Κ. 


1) Χρησιμοποιοῦμεν τὸν τόπον τῆς δ 69. 
Ἢ τομὴ Γ τοῦ δοθέντος τόξου ΑΒ καὶ τῆς 
περιφερείας ταύτης, εἶναι τὸ σημεῖον δι- 
αιϊἱρέσεως. 

2) Διὰ τοῦ τόπου τῆς 8 7]. 


Προόβλημα δ08--Υ 


1684. ᾿Ομοίως : Τὸ γινόμενον τῶν χορ- 
δῶν νὰ εἶναι δοϑὲν τετράγωνον 15. 


Σχ. 080. ᾿Επειδὴ τὸ γινόμενον δύο πλευρῶν τρι- 

γώνου εἶναι ἴσον πρὸς τὸ γινόμενον τῆς 

διαμέτρου τῆς περιγεγραμμένης εἰς αὐτὸ περιφερείας ἐπὶ τὸ ἐπὶ 

τὴν τρίτην πλευρὰν ὕψος, θὰ ἔχωμεν (Σχ. 983). 

ἰς3 

ΓΗ - ἸΝΞΖΕ,. 

Τὸ πρόβλημα ἀνάγεται οὕτω εἰς τὴν κατασκευὴν τριγώνου ἐκ 

ἰᾶς πλευρᾶς, τῆς ἀπέναντι αὐτῆς γωνίας καὶ τοῦ ἐπ᾽ αὐτὴν 


ὕψους (δ 105). 
Πρόβλημα δ08ὅ-- Μ»ῖ 


1686. Δίδεται περιφέρεια μὲ διάμετρον ΒΓ. Νὰ ἀχϑῆ χορδὴ ΒΑ 
τοιαύτη, ὥστε τὸ μῆκος αὐτῆς νὰ συνδέεται διὰ δοϑείσης σχέσεώς μετὰ 
τοῦ μήκους ΒΔ, τῆς προβολῆς της ἐπὶ τὴν διάμετρον. 

᾽Ας εἶναι ρ ἡ ἀκτὶς τῆς περιφερείας, Υ ἡ ζητουμένη χορδὴ καὶ 
πα ἡ προβολή τῆς ἐπὶ τὴν διάμετρον ΒΓ. Θὰ ἔχωμεν πρῶτον τὴν 
γνωστὴν γενικὴν σχέσιν: 


ΞΞ ποσότης γνωστή. 


γῆ ΞΞρχ. 


᾿Εὰν εἶναι γνωστὰ τὸ ἄϑροισμα ἢ ἡ διαφορὰ τῆς χορδῆς καὶ τῆς 
προβολῆς τῆς ἢ τὸ ἄθροισμα ἢ ἡ διαφορὰ τῶν τετραγώνων τῶν 
ἰδίων μηκῶν, ἀγόμεθα εἰς ἐξίσωσιν β΄. βαθμοῦ πρὸς τὸν ἕνα ἐκ 
τῶν ἀγνώστων χ καὶ γ. 

Τὸ μέγιστον τοῦ ἀθροίσματος τῶν δύο αὐτῶν μηκῶν εἶναι 4ρ 
καὶ τῆς διαφορᾶς τῶν ξ-. Εἰς τὴν τελευταίαν ταύτην περίπτω- 
σιν, ἡ χορδὴ εἶναι ἴση πρὸς τὴν πλευρὰν ρ τοῦ ἐγγεγραμμένου 
εἰς τὴν περιφέρειαν κανονικοῦ ἑξαγώνου. 

᾿Εἀν εἷναι γνωστὸς ὁ λόγος τῆς χορδῆς πρὸς τὴν προβολήν της, 
ὁδηγούμεθα εἰς ἐξίσωσιν πρώτοι' βαθμοῦ, τρίτον δὲ ἐὰν δίδεται τὸ 
γινόμενον αὐτῶν. 

Τῆς τελευταίας ταύτης ἐξισώσεως τὴν πραγματικὴν ρίζαν δὲν 
δυνάμεθα νὰ κατασκευάσωμεν διὰ τοῦ γνώμονος καὶ τοῦ διαβήτου. 


Πρόβλημα δ08--»ῖΆΈη 


1636δ α. Διὰ δοϑέντος σημείου Ρ νὰ ἀχϑῇ τέμνουσα ῬΡΑΒ περιφε- 
ρείας δοϑείσης τοιαύτη, ὥστε ἦ προβολὴ τῆς χορδῆς ΑΒ ἐπὶ τὴν διὰ 
τοῦ Ῥ διάμετρον νὰ ἔχῃ δοϑὲν μῆκος. 
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Βλέπε: Ομοϑίϊοη ἀο (ὐδομιέίνὶε τοῦ )εβθονοβ. 2α ἔὄκδ., σ. 344. 
πὶ. ἃ. Μαῖδι., 1899, σ. 165, υ9 1412. 


Πρόβλημα δ09 


1686. Διὰ τοῦ μέσου δοϑέντος τόξου μιᾶς περιφερείας, νὰ ἀχθῇ 
εὐθεῖα τοιαύτη, ὥστε τὸ τμῆμα αὐτῆς, τὸ μεταξὺ τῆς χορδῆς τοῦ τόξου 
καὶ τοῦ ἄλλου μέρους τῆς περιφερείας, νὰ ἔχῃ δοϑὲν μῆχος (4 λύσεις). 
(Εταποοδιγ, ουτα ἀε5 Μαεϊιπέστηριίαυεβ, τόμ. 1). 


(μέϑοδοι, 5 320). 
Προόβλημα δ09--] 


1686 α. Νὰ γραφῇ περιφέρεια δοϑείσης ἀχτῖνος ἡ ἀπὸ τῆς ὁποίας 
τρία δοθέντα σημεῖα Α, Β, ]", 
ἐπ᾿ εὐθείας γραμμῆς κείμενα, 
ἀπέχουν ἴσας ἀποστάσεις. 


᾿ς ἤΑς εἶναι ΑΛΞΞΒΜΞΕΓΝ, 
ΟΑπξα, ΟΒ -ΞΟΓ -Ξβ. 

Τὸ κέντρον Δ τῆς ζητουμέ- 
νης περιφερείας θὰ εὑρίσκεται 
ἐπὶ τῆς καθέτου ΥΥ̓΄ εἰς τὸ 
μέσον Ο τοῦ τμήματος ΒΓ. 

Πρὸς προσδιορισμὸν τῆς 
ἀποστάσεως ΟΔ-Ξεν, παρα- 
τηροῦμεν ὅτι, ἐκ τῶν ὀρθογω- 
νίων τριγώνων ΔΟΒ καὶ ΔΟΑ, 
δυνάμεθα νὰ ἐκφράσωμεν τὰ Σχ, 984. 
μήκη τῶν ΑΔ, ΒΔ συναρτήσει 
τῶν γνωστῶν ποσοτήτων α, βὶ καὶ τῆς ἀγνώστου νχ. 

Θὰ ἔχωμεν : 

ΑΛ --ὐ απ γ"--ρ, ΒΜΞ-ΞΡρ -- Υ̓Ββ᾽-Ὲ νυ" 
καὶ ἡ σχέσις ΑΛ ΞΞ ΒΜ ἀνάγεται εἰς τὴν ἐξίσωσιν 
γα" Ἐγ" ἘΥ̓ΒΡ ν' -- 2ρ. 
Εὐρίσκομεν δύο τιμάς, ἴσας καὶ ἀντιθέτων σημείων, διὰ τὸ ν. 


Παρατήρησις. ᾿ἘΔν, ἀντὶ τῶν Β καὶ Γ, τὰ Α καὶ Β πρέπει νὰ 
εὑρίσκωνται εἰς τὸ ἐσωτερικὸν τῆς περιφερείας, τὸ πρόβλημα ἐπι- 
δέχεται ἄλλας δύο λύσεις. Δύο ἄλλας ἐπίσης λύσεις λαμβάνομεν 
ἐὰν τό Α καὶ Γ πρέπει νὰ εὑρίσκωνται εἰς τὸ ἐξωτερικὸν τῆς πε- 
ριφερείας καὶ τὸ Β' εἰς τὸ ἐσωτερικὸν αὐτῆς. 

Ὑπάρχουν λοιπὸν ἐν συνόλῳ ἕξ λύσεις τοῦ προβλήματος. 


Πρόβλημα τοῦ Πάσιπον δΙ10Ο 


1637. Δι᾿ ἑνὸς σημείου τῆς διχοτόμου δοϑείσης γωνίας, νὰ ἀχϑῇ 
τέμνουσα τῶν πλευρῶν ταύτης εἰς τρόπον, ὥστε τὸ ἐντὸς τῆς γωνίας 
τμῆμα τῆς τεμνούσης νὰ ἔχῃ μῆκος δοθέν. 

Ἢ ἀλγεβρικὴ λύσις (8 300), ἀναφέρεται εἰς τὴν περίπτωσιν τῆς 
ὀρθῆς γωνίας. 

Διὰ τοῦ ἀνειϑέτου προβλήματος (δ 213), τὸ ζῆτημα ἀνάγεται εἰς 
τὰ γνωστὰ τῶν παραγράφων 320 καὶ 321] προβλήματα. 


Πεωμετρία 48 
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1698. Σημείωσις. Τὸ πρόβλημα τοῦ Πάπποι, εἰς τὴν γενικὴν περί- 
πτωσιν καθ᾽ ἣν τὸ δοθὲν σημεῖον ἄνισον ἀπέχει τῶν πλευρῶν τῆς 
γωνίας, δὲν δύναται νὰ λυθῇ διὰ τῆς χρήσεως τοῦ κανόνος καὶ 
τοῦ διαβήτου μόνον. ᾿Επιδέχεται ἱέσσαρας διαφόρους λύσεις καὶ 
κατὰ συνέπειαν ἄγει εἰς ἐξίσωσιν τετάρτου βαθμοῦ πλήρη καὶ τῆς 
ὁποίᾳς δὲν δυνάμεθα νὰ κατασκευάσωμεν τὰς ρίζας. 

Τὸ πρόβλημα δύναται νὰ λυθῇ διὰ τῶν τομῶν μιᾶς ὑπερβολῆς 
καὶ μιᾶς περιφερείας καταλλήλως ἐκλεγομένων' βλ. διαίμοθὶς 1889, 
ο. 96 Ἐιω550 ὡς καὶ σ. 183, ὅπου παρατίθεται καὶ τὸ ἑπόμενον 
σχετικὸν θεώρημα τοῦ ϑιείηετν: 

Τὰ μέσα τῶν τεσσάρων τμημάτων ἃ (τῶν τεσσάρων ἐν γένει εὐϑυ- 
γράμμων τμημάτων - λύσεων τοῦ προβλή τατος) ἀνήκουν εἰς τὴν αὐτὴν 
πδριφέρειαν καὶ τῆς ὁποίας τὸ κέντρον μένει σταϑεοὸν ὅταν τὸ μῆκος ἃ 
μεταβάλλεται. 

Βλέπε ἐπίσης καὶ Σημ., 8 321 α. 

ΕΛϊς [κ|. ἃ. Μαιϊπένιλαϊἰοϊθη8, 1910, σ. 182, π" 3667 ἀναφέρον- 
ται διάφοροι σχετικαίΐ παραπομπαί: βλ. τὰ σημειώματα τοῦ Βατ- 
Ῥασῖη, ὡς καὶ τὸ μὲ τὸ Ψευδῶνυμον ΜΒεῖσα. Τὸ τελευταῖον τοῦτο 
ὑπενθυμίζει τὰς πολὺ κομψὰς λύσεις τῶν Βιτι5βΞο καὶ Νεῖροῦρ εἰς 
τὴν Μαϊιμεϑὶς (1889, σ. 96 καὶ [83). 

᾿Ενδιαφέρον ἐπίσης παρουσιάζει καὶ ἕν ἄρθρον τοῦ Βατματὶπ: 
1,6 ργοδιόναθ ἀὸ Ῥαρριιβ εἰς Εηβ8. Μαίῃ., 1911, σ. 17 - 23. 

ἱβΜηχανικῶς λύεται εὐκόλως τὸ πρόβλημα τοῦ Πάππου--ὡς καὶ 
τὸ πρόβληυα τῆς τριχοτομήσεως γωνίας (δ 911) ἢ τὸ τοῦ διπλα- 
σιασμοῦ δοθέντος κύβου--τῇ βοηθείᾳ ἑνὸς ὀργάνου γράφοντος 
διὰ συνεχοῦς κινήσεως μίαν κογχοειδῇ. 

Τὴν κογχοδιδῆ ὀφείλομεν εἰς τὸν Νικομήδη, ἀλεξανδρινὸν γεω- 
μέτρην καὶ θεωρούμενον ΠΟΥ ΧΘΌΝΟΥ τοῦ περιφήμου γεωγράφου 
᾿"Ερατοσθένους (276. 196 π. Χ.). Ο τελευταῖος οὗτος ὑπέδειξε μέ- 
θοδον ---τὸ κόσκινον τοῦ ᾿Ερατοσθένους--}}δ ιὲὰῤῥτὴν εὕρεσιν τῶν πρώτων 
ἀριθμῶν, τῶν μικροτέρων ἑνὸς δοθέντος ἀριθμοῦ. (Κατὰ τὴν Ηἰ- 
δϑίοὶγε 6ὅ65 Μαϊπένιαϊζ, 4ιιο5 τοῦ Ἑοτάϊπαπα Ἡδέἔετ, σ. 242). 

Ὃ Μακίμι]ϊεπ Μασγία ὑποδεικνύει ὡς πιθανὴν χρονολογίαν τῆς 
Ὑεννήσεως τοῦ Νικομήδου τὸ ἔτος 100 π. Χ. (Ηϊδβίοὶγε 46 ϑοὶεποθ 
γλαϊμόνια! ἐφ υι695 οὐ ρμιμϑίσμοϑ, τόμ. ἱ, σ. 219). 


Πρόβλημα δΙ11 


1699. Δίδεται ἡμιπεριφέρεια ΑΔΓ καὶ κάθετος ἐπὶ τὴν διάμετρον 
ΑΓ. Νὰ ἀχϑῇ ἐφαπτομένη ΕΔΖ, περατουμένη εἰς τὴν διάμετρον καὶ 
τὴν κάϑετον ταύτην, κατὰ τρόπον, ὥστε τὰ τμήματα ΔΕ καὶ ΔΖ αὐτῆς 
νὰ εἶναι ἴσα. 

(Μέϑοδοι, 8 311). 

Πρόβλημα 612 


1640. Δίδεται ἡμιπεριφέρεια ΑΔΙ καὶ κάϑετος ἐπὶ τὴν διάμετρον 
ΑΓ. Νὰ ἀχϑῇ ἐφαπτομένη ΕΔΖ, περατουμένη εἰς τὰς δύο ταύτας εὖ- 
ϑείας, εἰς τρόπον, ὥστε νὰ πληροῦται μία τῶν ἑπομένων συνθηκῶν : 

1) Τὸ τμῆμα ΔῈ νὰ εἶναι διπλάσιον τοῦ ΔΖ (Σχ. 218). 


(Μέϑοδοι, 8 315). 
2) Ὁ λόγος τῶν τμημάτων αὐτῶν νὰ εἶναι δοθεὶς τ- (Σχ. 214). 
(Μέϑοδοι, 8 310). 


755 


Κατὰ λόγον ἀποτομὴ 613 


1642. ᾿Επὶ δύο τεμνομένων εὐθειῶν ΟΧ, ΟΥ̓ δίδονται δύο σημεῖα 
Δ καὶ Ζ. Νὰ ἀχϑῇ διὰ δοϑέντος σημείου Α τέμνουσα ΜΑΝ τῶν πλεν- 
οῶν τῆς γωνίας ΧΟΥ͂ εἷς τρόπον, ὥστε τὰ τμήματα ΔΜ καὶ ΖΝ νὰ εὺ- 
οίσκωνται εἰς δοϑέντα λόγον (᾿Απολλώνιος). 


(Μέϑοδοι, 8 332 α). 
Χωρέου ἀποτομὴ δ14 


1643. Δεδομένα τὰ αὐτά : Τὸ γινόμενον ΔΜ, ΖΝ νὰ εἶναι ἴσον πρὸς 
δοϑὲν τετράγωνον Κι᾽ (᾿Απολλωώνιοι). 


᾿(Μέϑοδοι, 8. 332 β). 
Θὰ ἠδυνάμεθα νὰ προσθέσωμεν καὶ τὰς ἀκολούθους συνθήκας : 


(γ) ΔΜ- Ζ2Ν -εὸλ, ἄθροισμα δοθέν. 

(δ) . (8 333, ΔΜ -- ΖΝ -Ξλ, διαφορὰ δοθεῖσα. 
ΟΔ.ΟΜ μ Ε 

(ε) ὉΖ. ΟΝ -Ξ- Ὥς ᾿ λόγος δοθείς. 


Διωρισμένῃη ἀποτομὴ δ15 


1644. Δοϑέντων τεσσάρων σημείων ἐπ᾽ εὐθείας γραμμῆς (ε), ζητεῖῦ- 
ται νὰ προσδιορισθϑῇ πέμπεον τοιοῦτον, ὥστε τὸ γινόμενον τῶν ἀποστά- 
σεών του ἀπὸ δύο ἐκ τῶν δοϑέντων σημείων νὰ ἔχῃ λόγον πρὸς τὸ γι- 
νόμενον τῶν ἀποστάσεων αὐτοῦ ἀπὸ τῶν δύο ἄλλων ἴσον πρὸς τὸν λό- 
Ὑον δύο δοϑέντων μηκῶν μ καὶ ν (᾿Απολλώνιος). 


((Μέϑοδοι, 8 334 α). 


21δ44.α. Σημείωσις. ατὰ τὰς μεθόδους καὶ ἀρχὰς τῆς Νεωτέοας 
1 εωμετρίας, τὰ προβλήματα 513, 514 καὶ 515 δύνανται νὰ λυθοῦν 
διὰ ὁμοιομόρφου μεθόδου, ὅσον κομψῆς τόσον καὶ ἁπλῆς, ὀφειλο- 
μένης εἰς τὸν (]1α5165 (δονιόίγὶα διερόνίοιινε τοῦ ἰδίου, πο5 290 ἕως 
296 καὶ 298). 
ἡ Τὸ πρόβλημα τῆς διωρισμένης ἀποτομῆς ἀνάγεται εἰς τὸν προσ- 
διορισιτιὸν τῶν διπλῶν σημείων μιᾶς ἐνελίξεως (ᾧ., 85, πο 281. ᾿Επί- 
σης: Αἱἰδηιοίϑ ἀθ (ἐῤδογηδίνιὶα ργο)οοίίνα τοῦ στοιποῖᾳ, πϑ 267). 


Προόβλημα τοῦ Αἰλαξεη 516 


1648. Ἑὶς κυκλικὸν σφαιριστήριον (μπιλιάρδο) τοποϑετεῖται μία 
σφαῖρα εἰς δοϑὲν σημεῖον Α. Κατὰ τίνα διεύθυνσιν πρέπει νὰ κινηθῇ 
ἧ σφαῖρα, ὥστε, μετὰ δύο διαδοχικὰς ἀνακλάσεις ἐπὶ τοῦ πλαισίου τοῦ 
σφαιριστηρίου, νὰ διέλθῃ πάλιν διὰ τοῦ σημείον Α'; ((Οποουτβ ρόπέ- 
ΓΑΙ ἀεϑ οοἱὲρεβ ἀε Ραγίβ, 1812). 


Ὑ ποθέσωμεν τὸ πρόβληυα λελυμένον καὶ ΑΒΓᾺΑ τὴν τροχιὰν 
τῆς σφαίρας. Κατὰ τοὺς νόμους κινήσεως τῶν τελείως ἀλαστικῶν 
σωμάτων (ὡς ὑποτίθενται ἡ σφαΐρα, τὸ πλαίσιον (σπόντα) τοῦ 
σφαιριστηρίου κλπ.), αἱ γωνίαι ΑΒΟ καὶ ΟΒΡ θὰ εἶναι ἴσαι, ὡς 
καὶ αἱ γωνίαι ΡΓΟ καὶ ΟΓΑ: καὶ ἐπειδὴ τὸ τρίγωνον ΒΟΓ εἶναι 
ἰσοσκελές, θὰ συμβαίνῃ τὸ αὐτὸ καὶ διὰ τὸ τρίγωνον ΒΓΑ. Εἶναι 
ἑπομένως ἡ εὐθεῖα ΒΓ κάθετος ἐπὶ τὴν ἀκτῖνα ΟΑ. 
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Ἐὰν φέρωμεν τὰς ἐφαπτομένας τῆς περιφερείας εἰς τὰ Β, Γ 
καὶ τὴν κάθετον ΕΑΖ ἐπὶ τὴν ΑΟΔ, σχηματίζεται τό, ἰσοσκελὲς 
καὶ περιγεγραμμένον εἰς τὸ ζητούμενον ΑΒΓ, τρίγωνον ἘΔΖ καὶ 
τοῦ ὁποίου τὰ ὕψη εἶναι διχοτόμοι τοῦ τριγώνου ΑΒΓ. 

“Ορίζεται ἑπομένως τὸ τρίγωνον ΑΒΓ ἐκ τοῦ ΔΕΖ, ὡς τὸ ὀρ- 
θικὸν αὐτοῦ. Πρὸς προσδιορισμὸν τοῦ τελευταίου, θέτομεν 


ΟΑτΞεα, ΟΒ-ξρ 


καὶ θεωροῦμεν τὰ ὅμοια (ὡς ἔχοντα μίαν ὀξιῖαν γωνίαν κοινὴν) 
ὀρθογώνια τρίγωνα ΧΑΟ καὶ ΒΕ. Λαμβάνομεν 
ΟΖ ΖΕ ΟΖ 242 


ἊΖ ΖΒ ἢ ἋΖ ὍΖ:ρ 
ἢ καὶ 2. ΑΖ' -- ΟΖ(ΟΖ -Ἐρ). 


Σ.»;. 0865. 


᾿Εἀν εἰς τὴν σχέσιν αὐτὴν ἀντικαταστήσωμεν τὸ 2.423 διὰ 
τοῦ ἴσου του (ἀκ τοῦ ὀρθ. τριγῶνου ΟΑΖ) 2. ΟΖ: .--- 2. α", εὑρί- 
σκομεν τὴν ἐξίσωσιν πρὸς ΟΖ: 


ΟΖ"--ρ02 --- 2α"-- 0, 
ΡῈ γρ5- δ α’ 
ἱπασανες ἘΞ - 


ἐξ' ἧς ΟΖ 


ποσότης εὐκόλως κατασκευάσιμος. 


16δ4δ α. Παρατήρησις. Ἢ προηγουμένη λύσις εἶναι φυσικὴ καὶ 
εὐμνημόνευτος, ὡς ἐπίσης καὶ ἐκείνη εἰς τὴν ὁποίαν ὡς ἄγνωστον 
μῆκος θὰ ἐλαμβάνομεν τὸ ΟΡ. 

Ἡ ἐπομένη λύσις (Ν. Α., 1842, σ. 36, Μμέοη Δππε) δὲν ἀπαιτεῖ 
παρὰ τὴν θεώρησιν τῶν ἐφαπτομένων ΔΌ, ΔΓ (σχ. 985). 


Δευτέρα λύσις: Προεκτείνομεν τὴν διχοτόμον ΒΟ μέχρι τῆς συ- 
ναντήσεώς τῆς Ζ μετὰ τῆς καθέτου εἰς τὸ Α ἐπὶ τὴν ΑΟ. 

“Ὅπως καὶ προηγουμένως, ἀρκεῖ νὰ προοσδιορισθῇ ἡ θέσις τοῦ 
σημείου Ζ. 
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Γράφοντες τὴν περιφέρειαν ΟΜΝ -Ξῷο, α) καὶ. συνδέοντες τὰ 
Ν καὶ Α μετὰ τοῦ σημείου’ Μ, καθ᾽ ὃ ἡ ΖΟ τέμνει τὴν περιφέρειαν 
ταύτην, λαμβάνομεν δύο ὀρθογώνια τρίγωνα ΑΟΖ, ΟΜΝ, τὰ ὀποῖα 
εἶναι καὶ ὅμοια, ἀφοῦ ἡ γωνία εἰς τὸ Ο εἶναι κοινὴ ἀμφοτέρων. 


Ἑπομένως, 
ΟΖ ΟΝ ἢ ΟΖ .-. 2α 
ΟΑ ΟΜ Πα ΟΜ 
καὶ ΟΖ.Οἱ -:2α5. 


᾿Αλλὰ τὸ τρίγωνον ΜΛΑΟ εἶναι ἰσοσκελές, ὡς καὶ τὸ ΒΑΖ ἀφοῦ 
΄ς ΄]ς ΄΄ 
2--Γ[ΒΖ2-Ξ- ΑΒΖ. 


ΖΜ-ΞΟΒ--ρ--ΟΖ-- ΟΜ. 


Εἶναι, κατὰ συνέπειαν, τὰ ἄγνωστα μήκη ΟΖ, ΟΜ, πλευραὶ ὀρϑογω- 
νίου, τοῦ ὁποίου εἶναι γνωστὰ τὸ ἐμβαδὸν 2 αἴ καὶ ἡ διαφορὰ ρ δύο δια- 
δοχικπῶν του πλευρῶν. 


1646. Σημείωσις. Τὸ ἀνωτέρω πρόβλημα --- γνωστὸν καὶ ὡς πρό- 
βλημα τοῦ κυχλικοῦ σφαιριστηρίου --- ἐλύθη ὑπὸ τοῦ ἄραβος ΑὈΒα656π" 
ἢ καλλίτερον ΑἸΒα8Βεα (ΧΙ αἰών). Κατὰ παραλλαγὴν αὐτοῦ, θὰ 
ἠδυνάμεθα νὰ ζητήσωμεν τὸν δρόμον, τὸν ὁποῖον πρέπει νὰ ἀκο- 
λουθήσῃ ἡ σφαῖρα ὥστε, ἀναχωροῦσα ἀπὸ σημείου δοθέντος Α 
καὶ μετὰ μίαν ἀνάκλασιν, νὰ διέλθῃ διὰ δευτέρου δοθέντος ση- 

εἰου Β. 
ὲ Τὸ ἴδιον πρόβλημα δύναται νὰ διατυπωθῇ κατὰ διαφόρους τρό- 
πους. ᾽'ῶς: 


1) Δέδονται πδριφέῤδια καὶ δύο σημεῖα Α καὶ Β. Νὰ εὑρεϑῇ τὸ ἀκτι- 
γοβόλον σημεῖον (ροϊπὲ δνι απί! τῆς περιφερείας διὰ παρ -ηρητὴν εἷς Β 
καὶ φωτεινὸν σημεῖον εἷς Α. 

2) Να. ἐγγραφῇ εἰς περιφέρειαν ἰσοσκδλὲς τρίγωνον τοῦ ὁποίου δύο ἴσαι 
πλευραὶ νὰ διέρχωνται διὰ δύο δοϑέντων» σημείων. 

3) Νὰ δριοσδῇ σημεῖον Γ ἐπὶ τῆς περιφερείας τοιοῦτον, ὥστε τὸ ἄϑροι- 
σμα ΓΑ -ἘΠΓΒ νὰ εἶναι ἐλάχιστον ἢ μέγιστον. 


Τὸ γενικὸν πρόβλημα ἐλύθη κατὰ σειρὰν ὑπὸ τῶν 51υ2δ, Ηιιν- 
Πθηβ, Βαεγον, τοῦ μαρκησίου ἀε Ἰ'ἩορΙταϊ, Εἰςςσαιὶ, ϑίτιβοπ, ῬΡυΐβ- 
βαπέί, Οπέόίζεϊεί, κλπ. (ἄρενφε ιἰϑίονγίᾳιιο, σ.. 468. Ν. Α., 1842, σ. 36). 

Ὃ Μέοπ Αβηῆς (Ν. Α., 1842, σ. 36) ἔδωσε μίαν πληρεστάτην 
στοιχειώδη σπουδὴν τοῦ θέματος, ὁ δὲ Θετοπο εἰς Ν. Α., 1844, 
σ. 242, ἐπεξειργάσθη αὐτὸ ἀναλυτικῶς. 

Αἱ (ἀναλυτικαὶ) λύσεις χαμβάνονται διὰ τῶν τομῶν μιᾶς ὑπερ- 
βολῆς καὶ τῆς δοθείσης περιφερείας. 

Ὑπάρχουν τέσσαρες λύσεις ἐὰν τὰ σημεῖα Α καὶ Β εὐρίσκων- 
ται εἰς τὸ ἐσωτερικὸν τῆς περιφερείας καὶ δύο μόνον ὅταν εὑρί- 
σκώνται ἀμφότερα ἐκτὸς αὐτῆς. 

Βλέπε σχετικῶς : Ν. Α., 1850, σ. 340. Α. Ἰγαπβοπ᾽ 1870; σ. 133 
καὶ 423' 1894, σ. 215, σηί!. τοῦ Αὐυτῖὶς.---ο-ᾷἰ. Μ. Ε,., τοῦ ΓΟπροδατιρβ, 
1895, σ. 36, ἄρθρον. τοῦ Ο. Ἰάτγγ. ᾿Επίσης, Μαιϊιεαϑὶ9, 1890. σ. 217, 
219 καὶ 1. ἀ. Μ., 1900, σ. 263, π9 1724, βιβλιογραφία ὑπὸ Η. Βτο- 
σατὰ" 1902, σ. 29, πο 2115, σημ. ὑπὸ Ε. Ὀυροτα (1873 - 1903), διὰ 
τὴν γενικωτέραν περίπτωσιν τοῦ ἐλλειπτικοῦ σφαιριστηρίου. 


Ἄρα 
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Διάφορα ζητήματα 


Θεώρημα 6δ16--1 


1646 α. Χωρὶς τὴν χρῆσιν τῆς ἐννοίας τῶν ἐμβαδῶν, νὰ ἀποδειχθῇ 
ὅτι τὰ ὕψη ἐπὶ δύο πλευρὰς τριγώνου εἶναι ἀντιστρόφως ἀνάλογα τῶν 
πλευρῶν τούτων. Καὶ ὅτι τὴν 
αὐτὴν ἰδιότητα ἔχουν καὶ αἱ 
κάϑετοι ἐπὶ τὰς πλευράς, αἱ 
ἀγόμεναι ἐκ τυχόντος σημείου 
τῆς ὑπ᾽ αὐτῶν περιεχομένης 
διαμέσον. 


1) Τὰ ὀρθογώνια τρί- 
γώνα ΑΓΡ, ΒΓΠ εἶναι ὅ- 
μοια. ὍΟθεν: 


. β 


λα 
2) Ἂν χ, τ αἱ ἀποστά- 
σεις τοῦ ποδὸς Μ΄ τῆς δια- 
μέσου ἀπὸ τῶν πλευρῶν, 
θὰ εἶναι 


κ ΞξΞεῦ, 2υ-Ξ-. 


Αρα: ἐῶ ΩΣ δ Ὁ 

Παρατήρησις. Γνωρίζομεν ὅτι ἡ ἀνωτέρω πρότασις εἶναι ἄμεσος 
θυνέπεια τοῦ θεωρήματος ἐπὶ τοῦ ἐμβαδοῦ ἑνὸς τριγώνου. ᾿Επειδὴ 
τὰ τρίγωνα ΑΓΜ, ΒΓΜ εἶναι ἰσοδύναμα καὶ ἑπομένως 


Χ β 
αχ -- Ὁ ἐπ σο Ἢ 


Θεώρημα δ16-- ΠἸ 


1646β. ᾿Απὸ τῶν κορυφῶν 
τοιγώνου ΑΒΓ καὶ ἐπὶ τῶν δι᾿ 
αὐτῶν διαμέτρων τῆς περιγε- 
γοαμμένης περιφερείας, λαμβά- 
γομεν μήχη ἴσα ΑΘ, ΒΛ, ΓΗ. 
“Ἔστωσαν δὲ (1, ἡ), (Μ,Ν)}, (Ρ, ΠῚ 
αἱ προβολαὶ τῶν σημείων Η,Θ,Λ 
ἐπὶ τῶν πλευρῶν (ἸᾺ, ΓΒ),, 
(ΑΙ, ΑΒ) καὶ (ΒΑ, ΒΓ ἀντει- 
στοίχως. 

Νὰ ἀποδειχϑῇ ὅτι αἱ εὐϑεῖαι 
ΙΚ, ΜΝ, ΡΠ εἶναι ἀνάλογοι τῶν 
ἀπέναντι πλευρῶν τοῦ τριγώνον 
π χαὶ παράλληλοι πρὸς αὐτάς, Καὶ 

Σχ. 9881. “ ὅτι τὴν αὐτὴν ἰδιότητα ἔχουν 
καὶ αἱ διαγώνιοι τοῦ ἑξαγώνου 
ΚΙ... .Π τῶν ξξ προβολῶν. 


Ἔκ τῶν ὁμοιοθέτων τετραπλεύρων ΓΙΗΚ καὶ ΓΑΖΒ συμπε- 
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ραίνομεν ἀμέσως ὅτι αἱ εὐθεῖαι καὶ ΑΒ εἶναι παράλληλοι, ὡς 
καὶ ὅτι 
ἱκ ΓΗ ΒΔ ΡΠ 


-- .»-«-Ἅ ἝΨ“Ἕ"“ ἜἝ ὦ. Ὁ ὩπἘΦΠπΠρΡ «ᾳ-------- -“π“ππππ 


Διὰ τὰς διαγωνίους, εὑρίσκομεν 
ΒΝ ΒΚκ Νκ 
ΒΑ ΒΓ ἈΓ΄ 
Ἢ εὐθεῖα ΝΘ εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν ΑΓ καὶ τὸ μῆκος 
της ἐξαρτᾶται ἐκ τοῦ λόγου 
ΒΝ ΑΡ 
ΒΑ ἊΒ 
Παρατήρησις. Τὰ τρίγωνα ΑΒΓ, ΗΚΛ εἶναι ὁμοιόθετα μὲ κέν- 
τρον ὁμοιοθεσίας τὸ κέντρον Ο τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας. 
ΑΙ κάθετοι ΜΙ, ΠΛ τέμνονται ἐπὶ τῆς διαμέτρου ΓΟ καὶ εἶναι 
ΓΤ-ΞΑΣ. 


Τόσος 616-- 111 


1646 γ. ᾿᾽Επὶ τῶν πλευρῶν ΓΑ, ΓΒ τριγώνου ΑΒΓ λαμβάνομεν μήκη 
ΑΑΛ΄ξΞ- ΒΒ--Ξ-ὰ (μεταβλητὸν μῆ- 
χος) καὶ ἀμφότερα κατὰ τὰς φο- 
οἷς ΓΑ, ΓΒ ἢ ἀμφότερα κατὰ 
τὰς φοράς ΑΓ, ΒΓ ἀνιστοίχως. 

Ποῖος ὁ τόπος τῶν σημείων 
τομῆς τῶν διαγωνίων ΑΒ΄ καὶ 
ΒΑ΄ τῶν μεταβλητῶν τετραπλεύ- 
ρων ΑΒΒ΄Α΄; 

ὰν λάβωμεν ΑΓ΄-Ξ ΒΓ, 
ΑΓ ΞΕ: ΒΓ΄, τὰ σημεῖα τομῆς 
τῶν διαγωνίων τῶν ἀντιστοί- 
χῶν τετραπλεύρων εἶναι προ- 
φανῶς τὰ σημεῖα Γ' καὶ Γ΄’ 
καὶ ἀνήκουν ἑπομένως ταῦτα 
εἰς τὸν ζητούμενον τόπον 

Λέγω ὅτι ὁ τόπος οὗτος εἶ - 
ναι ἡ εὐθεῖα Γ΄Γ΄, παράλλη- 
λος πρὸς τὴν διχοτόμον ΓΙ 
τῆς γωνίας Γ καὶ συμπίπτουσα 
πρὸς τὴν διχοτόμον τῆς γω- 
νίας Ε τοῦ παραλληλογράμ- 
μου ΑΓΒΕ, ἀφοῦ 
ΓΓ΄ Ξε ΓΓ΄ καὶ ΑΓ΄ΞΞΒΓ-ΞΑΕ. 

᾿Αρκεῖ νὰ δειχθῇ ὅτι τὸ τυ- 
χὸν σημεῖον Δ τοῦ τόπου ἀνή- 
κει εἰς τὴν εὐθεῖαν ταύτην 
ἘΓ΄. Πράγματι, ἂν Ζ εἶναι ἡ 
τομὴ τῶν ΕΒ καὶ ΑΒ΄, θὰ ἔχωμεν ἐκ τῶν ὁμοίων τριγώνων ΑΖΕ 
καὶ Β΄ΖΒ τὰς σχέχεις: 

ΕΑ ΒΒ ΑΑ’ ΑΔ 
ΕΖ ΒΖ ΒΖ ΖΔ 


-Ξ- ἑπομένως πρὸς 


κλπ. 


Σ.. 988. 
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ἐκ τῶν ὁποίων ἕπεται ὅτι τὸ σηιεῖον Δ εὑρίσκεται ἐπὶ τῆς διχο- 
τόμου τῆς γωνίας Ε. 


Παρατήρησις. Γνωρίζομεν ὅτι ὁ τόπος τοῦ σημείου Μ, μέσου 
τῆς εὐθείας Α΄ Β΄, εἶναι εὐθεῖα ΜΝΜ΄Ν΄, παράλληλος πρὸς τὴν 
διχοτόμον τῆς γωνίας Γ καὶ διερχομένη διὰ τοῦ μέσου Μ΄ τῆς εὐ- 
θείας ΓΓ΄. Ὃ σἸα51ε5 ἐκάλεσεν αὐτὴν εὐϑεῖαν τῶν μέσων (8. 1358). 


Τόσπος δ16--1}Κ 


1546 ὃ. 'Ἐπὶ δοϑείσης περιφερείας (Ο) ϑεωροῦμεν δύο χορδὰς ΑΒ, 
ΓΔ, σταϑερῶν μηκῶν ἀλλὰ μεταβλητῶν θέσεων καὶ φέρομεν τὴν εὖ- 
ϑεῖαν, τὴν ἐγοῦσαν τὸ σημεῖον τομῆς Κα τῶν πλευρῶν ΑΓ καὶ ΒΔ τοῦ 
τετραπλεύρου ΑΒΔΙ μετὰ τοῦ χοινοῦ σημείου Λ τῶν διαγωνίων τοῦ 
ἰδίου τετραπλεύρου. Ποῖος ὁ τόπος τῶν τομῶν Μ, Ν τῶν εὐθειῶν ΚΛ΄ 
μετὰ τῶν καϑέτων εἰς τὰ μέσα τῶν χορδῶν ΑΒ καὶ ΓΔ; 


'- 


Ἂς, 089. 


Ἕσστω Ρ τὸ σημεῖον τομῆς τῶν εὐθειῶν ΑΒ καὶ ΓΔ. Τὸ ση- 
μεῖον τοῦτο εἶναι ὁ πόλος τῆς εὐθείας ΚΛ, ἐπὶ τῆς ὁποίας ἀφ᾽ 
ἑτέρου εὑρίσκονται καὶ οἱ πόλοι τῶν εὐθειῶν ΑΒ καὶ ΓΔ. Ἐπειδὴ 
δὲ οἱ πόλοι τῶν εὐθειῶν τούτων εἷναι τὰ κοινὰ σημεῖα Μ, Ν᾽ τῶν 
ἐφαπτομένων εἰς τὰ ἄκρα τῶν (Α, Β) καὶ (Γ, Δ) ἀντιστοίχως καὶ 
κεῖνται, ἑπομένως, ἐπὶ τῶν καϑέτων ἐπ᾽ αὐτὰς ΟΜ, ΟΝ, ἕπεται 
ὅτι τὰ σημεῖα ταῦτα Μ, Ν εἶναι τά γράφοντα τὸν ἐν τῇ ἐκφωνή- 
σει ζητούμενον τόπον. 

᾿Επειδὴ τὰ τρίγῳνα ΟΒΜ, ΟΓΝ εἶναι σταθερῶν μεγεθῶν, ἀφοῦ 
αἱ γωνίαι ΜΟΒ, ΝΟΓ μένουν ἀμετάβλητοι, αἱ ἀποστάσεις ΟΜ, 
ΟΝ θὰ διατηροῦν σταθερὰ ἐπίσης μεγέθη καὶ οἱ τόποι τῶν ση- 
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μείων Μ ἢ Ν θὰ εἶναι ὀμόκεντροι τῆς δοθείσης (0) περιφέρειαι 
("υ. Μ. Ε., 1691, σ. 140). 


Θεώρημα δ16--ν 


1646 ε. Αἱ τρεῖς περιφέρειαι τοῦ ᾿Απολλωνίον παντὸς τριγώνου 
ἔχουν κοινὴν χορδήν. 

Ἢ περιφέρεια τὸν ᾿Απολ- ᾿ 
λωνίου τριγώνου ΑΒΓ, ἦ σχε- ,..; 
τικὴ πρὸς τὴν πλευρὰν ΑΒ 
αὐτοῦ, εἶναι ἢ ἔχουσα διάμε- 
τρον τὴν ἀπόστασιν τῶν πο: 
δῶν ἐπὶ τῆς πλευρᾶς ταύτης 
τῶν διχοτόμων τῆς γωνίας Γ΄. 


"Ἑστωσαν (α, α΄), (β, β΄), 
(γ, ») οἱ πόδες τῶν διχο- 
τόμων ἐπὶ τῶν ἀπέναντι 
πλευρῶν τῶν γωνιῶν Α, Β, 
Γ καὶ ν", Ν΄ τὰ κοινὰ ση- Σχ. 900. 
μεῖα τῶν περιφερειῶν τῶν 
γραφομένων μὲ διαμέτρους τὰς ββ΄ καὶ γγ΄. Θὰ ἔχωμεν τὰς σχέσεις: 


- 
“- 
-- 
- 


»ἢ σι πέτρον 
, 


καὶ ἑπομένως τὴν 


ἥτις δεικνύει ὅτι τὸ σημεῖον Α΄, καὶ ἀναλόγως καὶ τὸ Μ΄, ἀνήκει 
εἰς τὴν περιφέρειαν μὲ διάμετρον αα΄. 


Παρατηρήσεις. 1) Τὰ σημεῖα δ΄, ν΄ ὀνομάζονται κένερα ἰσοόυνα- 
μικὰ τοῦ τριγώνου ΑΒΓ, ἕνεκα τῶν ἰσοτήτων : 


α.ΝΑΞβιΒεΥ ΚΓ καὶ αἰ Απβ. ΒΞ. ΓΤ. 


Αἱ ἀποστάσεις ἐκάσιου αὐτῶν ἀπὸ τῶν κορυφῶν εἶναι ἀνάλο- 

γοι τῶν ἀντιστρόφων τῶν ἀπέναντι πλευρῶν : 
ΜΑΙ ΒΌΨΓ τ ΕΑ τα ἐν ἫΝ 
α β.γ 

2) Ἧ εὐθεῖα ννγνγν' ΤΡ Χεται διὰ τοῦ κέντρου τῆς περιγεγραμμέ- 
νης εἰς τὸ τρίγωνον ΑΒΓ περιφερείας. 

3) Ἧ πολικὴ ἑκάστου τῶν σημείων ΜΝ, Νν΄ πρὸς τὴν περιφέ- 
ρειαν (ΑΒΓ. διέρχεται διὰ τοῦ ἑτέρου τῶν σημείων τούτων. 


Σημειώσεις. ἴ) Ἐκ τῶν προτάσεον τῆς ἀνωτέρω Παρατηρή- 
σεως, ἡ 1) εὑρίοκεται εἰς τὰ Α. ἀ. (ἑεγφοηῆπο, τόμ, ΧΧ (1829 - 1830), 
ο. 306 ΝΜεα]168. Διὰ τὴν 2) καὶ 3), βλ. . Μ. Ε., τοῦ ναΐϊνεγέ (15 
ΜΑΛαρτίου 1899, σ. 94, πο 4520). 

Ἢ ὀνομασία ἰσοδιναμικὰ κένερα ὀφείλεται εἰς τὸν Ναυδεῖν 
(Μαιμεοὶθ, 1885, σ. 204, παραπομπή). Διὰ τὴν σπουδὴν τῶν σημείων 
τούτων, βλ. 1. ἃ. Μ. Εἰ., τοῦ Ιοηρομδειαρθ, ἄρθρα τῶν Βουείη (1889, 
ο. 99, 123, 152, 180), Βετπέϑ (1893, σ. 3, 25, 49, 76) καὶ σημείωσιν 
τοῦ Νευΐϊετρ (1889, σ. 212, π5. 2). Σχετικῶς, ὑπάρχει καὶ τὸ ἀκό- 
λουθον Θεώρημα: 
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Αἱ περιφέρειαι τοῦ ᾿Απολλωνίου ἑνὸς τριγώνου τέμνονται ἀνὰ δύο κατα 
γωνίαν ἴσην πρὸς 1200 (Ι,Ἔπιοίπε, Μαϊξιοδῖθ, 1902, σ. 147, ζτμ. 1329). 

2) Τὸ ἀντίστροφον τοῦ Θεωρήματος τοῦ Βγοραγὰ (5 1342, ξ, Πα- 
ρατήρησις), παρουσιάζει ἀναλογίαν τινὰ μετὰ τοῦ προηγουμένου 
τῶν περιφερειῶν τοῦ ᾿Απολλωνίου. ᾿Ιδοὺ ἡ γενική του διατύπωσις : 

Ἔστω Α΄Β΄Γ διατέμνουσα τοῦ τριγώνου ΑΒΓ, Αἱ περιφέρειαι μὲ δια- 
μέτρους ΑΑ’, ΒΒ΄, ΓΓ΄ τέμνονται εἰς δύο σημεῖα, πραγματικὰ ἢ φαν- 
ταστικά. 

Πρόκειται δηλ. περὶ τοῦ γνωστοῦ Θεωρήματος: 

Αἱ περιφέρειαι μὲ διαμέτρους τὰς διαγωνίους ἑνὸς πλήρους τετοαπλεύρου, 
ἔχουν τὸν αὐτὸν ριζικὸν ἄξονα (Δ). Α., 1862, σ. 17). 


Θεώρημα 6δ16-- μ] 


1646 ζ. 1) "ἔστωσαν ΑΒΓ, Α'Β΄ Γ΄ δύο σχήματα εὐθέως ὅμοια (σχ. 
980, σ. 112). Αἱ περιφέρειαι τοῦ ᾿Απολλωνίου, αἱ μὲ διαμέτρους ΜΜ΄ 
κλπ. ἐπὶ τῶν εὐθειῶν ΑΑ΄, Βι', ΓΓ΄ κλπ. τῶν ἑνουσῶν ὁμολόγους κο- 
ουφάς, καϑὼς καὶ αἱ περιφέρειαι τοῦ ᾿Απολλωνίονυν, ὡς αἱ ΡΠ, ΡΠ, 
αἱ σχετικαὶ πρὸς ἑκάστην πλευρὰν τῶν δύο σχημάτων, διέρχονται διὰ 
τοῦ αὐτοῦ σημείου Σ. ᾿ 

9) Τὸ αὐτὸ συμβαίνει καὶ διὰ τὰς περιφερείας τοῦ Μίηιε], ὡς αἱ 
(Α4΄Δ, (ΒΒ΄ ΔΊ, ὅταν τὸ τετράπλευρον ΑΒΒ΄ Α΄ δύο ὁμολόγων πλευρῶν 
εἶναι κυρτὸν (μόνην ἄλλωστε περίπτωσιν ἣν ἐξετάζομεν). 


Τὰ ἀνωτέρω εἶναι φανερὰ κατὰ τὴν πρότασιν τῆς παραγρά- 
φου 1527: πᾶσαι αἱ περιφέρειαι αὗται διέρχονται ἐκ τοῦ διπλοῦ 
σημείου Σ τῶν δύο εὐθέως ὁμοίων σχημάτων. 

Διὰ δύο τρίγωνα ΑΒΓ, ΑΒΓ’, ὑπάρχουν ἐννέα περιφέρειαι 
τοῦ ᾿Απολλωνίον καὶ ἐννέα τοῦ ΜΈίφμεϊ. 

Αἱ ἐννέα περιφέρειαι τοῦ Μίαηυεῖ καὶ αἱ δύο διχοτόμοι, αἱ σχε- 
τικαὶ πρὸς ἑκάστην αὐτῶν (ὡς αἱ ΜΕ, ΜΈ΄ Σχ. 980), δίδουν 8 
διαφόρους κατασκευάς. ᾿ΑΦφ᾽ ἑτέρου, λαμβάνοντες τὰς πλ :υρὰς 
τῶν τριγώνων ΑΒΓ, Α΄ ΒΓ’ ἀνὰ δύο ΒΓ, ΒΊΓ΄' λ.χ., καθὼς καὶ 
τὰς εὐθείας ΒΒ΄, ΓΓ΄ εὑρίσκοιιεν δώδεκα ἐν συνόλῳ τόπους - εὐὖ- 
θείας τῶν ἀναλόγων ἀποστάσεων ἢ τῶν ἀναλόγων διαιρέσεων (8 1527, 
3ος τρόπος). Ὑπάρχουν, ἑπομένως, δέκα ὀκτὼ περιφέρειαι καὶ 
δώδεκα εὐθεῖαι (ἐκτὸς τῶν διχοτόμων), διερχόμεναι πᾶσαι διὰ 
τοῦ σημείου Σ. ᾿Επειδὴ δὲ αἱ τριάκονται αὗται γραμμαὶ συνδυά- 
ζονται κατὰ 


30. 30. 29 
(2) Ξ ΤῊΝ σε ἡὐοα 


διαφόρους τρόπους, ἔπεται ὅτι ὑπάρχουν 435 - 18 -Ξ 453 διακεκρι- 
μέναι κατασκευαὶ διὰ τὸν προσδιορισμὸν τοῦ σημείου Σ (σχ. 980). 


Θεώρημα τοῦ «“5γίνεείεν 616-- 

1646 η. Ἢ εὐϑεῖα ΟΗ, ἢ συνδέουσα τὸ κέντρον Ο τῆς πλεριγραμμέ:' 
νῆς περιφερείας τριγώνου ΑΒΓ μετὰ τοῦ ὀρϑοχκέντρου Ἡ αὐτοῦ, εἶναι 
ἣ συνισταμένη τριῶν ἴσων δυνάμεων ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ 

Γνωρίζομεν ὅτι ΓΗ Ξ-2.0Ὸ}Ὀ (8 723) καὶ ὅτι τὰ τρίγωνα ΓΗΑᾺΑ 
καὶ ΡΟΣ εἶναι ὅμοια’ ἐπειδὴ δὲ ΑΓ -Ξ2. ΡΣ, θὰ εἶναι 


ΑΉτΞ2.ΟΣ, ΓΗ -Ξ-2.ΟΡ. 
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Ἔστω Δ τὸ συμμετρικὸν τοῦ Ο πρὸς τὴν ΒΓ. ᾿Επειδὴ τὸ σχῆμα 
ΒΟΓΔ εἶναι παραλληλόγραμμον, ἡ ΟΔ εἶναι συνισταμένη τῶν 
ἵσων δυνάμεων ΟΒ καὶ ΟΓ. ᾿ΑΦφ᾽ 
ἑτέρου, καὶ τὸ ΟΔΗΑ εἶναι ἐπί- 
σης παραλληλόγραμμον, ἀφοῦ 


ΑΗ -- 2. ΟΣ -- ΟΔ. 


Εἶναι, κατὰ συνέπειαν, ἡ ΟΗ 
συνιοταμένη τῶν δυνάμεων ΟΔ 
καὶ ΟΑ, δηλ. συνισταμένη τῶν 
τριῶν ἴσων δυνάμεων ΟΑ,ΙΟΒ,ΟΓ. 


Παρατήρησις. Ἢ ἀνωτέρω πρό- 
τασις ἐπιδέχεται τὴν ἀκόλουθον 
γενίκευσιν : 

Ἔστω Ο τυχὸν σημεῖον τοῦ ἐπι- 
πέδου τριγώνου ΑΒΓ καὶ Α᾽, Β΄, Γ᾽ 
τὰ μέσα τῶν πλευρῶν τοῦ τριγώνου. 
Διὰ τῶν κορυφῶν Α, Β, Γ φέρομεν 
παραλλήλους ποὸς τὰς ΟΑ΄, ΟΒ΄, ΟΓ΄. 

Δείξατε ὅτι αἱ εὐϑεῖαι αὗται τέμ- 
γονται εἰς τὸ αὐτὸ σημεῖον Ἡ καὶ ὅτε ὦ, εὐϑεῖα ΟἩ εἶναι ἡ συνισταμένη 
τῶν τριῶν δυνάμεων ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ. 

Ἢ γενίκευσις αὔτη ἀνήκει εἰς τὸν Θετοπο (δ. Α. Μ., 1883, σ. 525). 


Πρόβλημα τοῦ Μαϊ αι 616-- "1 


1646 ὃ. Δοθέντος τριγώνου ΑΒΓ, νὰ ἐγγραφοῦν εἰς αὐτὸ τρεῖς πε- 
διφευειαι (Χ), (Υ), (2) τοιαῦται, ὥστε ἑκάστη αὐτῶν νὰ ἐφάπτεται τῶν 
δύο ἄλλων χαὶ δύο τῶν πλευρῶν τοῦ τριγώνον. 


Ὑποθέτοντες τὸ πρόβλημα. λελυμένων καὶ διὰ τῶν ἑπομένων 
ἐπαγωγικῶν συλλογισμῶν, φθάνομεν εἰς τὴν δικαιολόγησιν τῆς 


κατασκευῆς, τῆς ἀναφερομένης εἰς τὸ τέλος τῆς σπουδῆς τοῦ προ- 
βλήματος καὶ τὴν ὁποίαν ὑπέδειξε ὁ Βίείπες ἄνευ ἀποδείξεως. 
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Παρατηροῦμεν κατὰ πρῶτον, ὅτι αἱ ἐσωτερικαὶ κοιναὶ ἐφαπτό- 
μεναι τῶν περιφερειῶν (Χ), (Υ), (Ζ) τέμνονται εἰς τὸ ριζικὸν κέν- 
τρον Ε αὐτῶν (δ 127] α). 

Ἔστωσαν Δ, Ε,Ζ, Θ,Η, Καὶ τὰ σημεῖα ἐπαφῆς μετὰ τῶν πλευ- 
ρῶν τοῦ δοθέντος τριγώνου. 

1) Τὸ σημεῖον ὕ, τομὴ τῆς Ρτ΄ καὶ τῆς ΑΒ, εἶναι τὸ σημεῖον 
ὅπου ἡ “Υγεγρσμμένη εἰς τὸ τρίγωνον Σ΄ Τ’ περιφέρεια (Γ΄) ἐφά- 
πτεται τῆς πλευρᾶς Σ’Τ΄. Πράγματι, 


ὈὺΘιευρΞεῦδ, ΔΤ' -- ΝΤ’, ΘΣ'’ -Ξ- ῥΜΣ΄, ΜΞ ἘΝ. 
καὶ ἑπομένως: 
{Τ΄ -- ὉΣ΄ --Ξ ΔΤ' - ΘΣ’ -- ΝΤ’ - ΜΣ’ -ΞἨ ΕΤ΄ -- ἘΣ΄, 


δηλ. τὸ σημεῖον ἴ᾿ ἔχει τοιαύτην θέσιν ἐπὶ τῆς πλεῦρας ΣΤΤΙ 
ὥστε ἡ δικφορς τῶν ἀποστάσεών του ἀπὸ τὰς κορυφὰς Τ', Σ’ τοῦ 
τριγώνου ἘΤ΄ Σ΄ νὰ ἰσοῦται πρὸς τὴν διαφορὰν τῶν πλευρῶν ἘΤ΄ 
καὶ ΕΣ’ αὐτοῦ’ ἡ δὲ ἰδιότης αὕτη χαρακτηρίζει τὸ οημεῖον ἐπα- 
φῆς τῆς ἐγγεγραμμένης περιφερείας εἰς τρίγωνον μετά τινος πλευ- 
ρᾶς (8 743, 4)). 

.2) ᾿Αναλόγως, αἱ ἐγγεγραμμάναι εἰς τὰ τρίγωνα τῶν εὐθειῶν 
(ΚΑΤ’, κὖ΄, ΒΓ) καὶ (ΚΣ’ Ε΄, ΑΓῚ ΠΕΡΙ ΦΕ ειαι (Α΄), (Β᾽, ἐφά- 
πτονται τῶν ΒΓ καὶ ΑΓ εἰς τὰ σημεῖα Σ καὶ Τ ἀντιστοίχως. 

3) Θεωροῦντες- τὸ πύστη ας τῶν τριῶν περιφερειῶν (Α΄), (Β΄) 
καὶ (Ζ), ἀναγνωρίζομεν, ὅτι δύο τῶν ἐξωτερικῶν κοινῶν ἐφαπτο- 
μένων αὐτῶν, αἱ ΣΣ΄ καὶ ΤΤ'͵ καὶ μία τῶν ἐσωτερικῶν κοινῶν ἐφα- 
πτομένων, ἡ {|π΄, διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου ΚΕ. Ἐπομέ- 
νὼς (8 758), ἡ δευτέρα κοινὴ ἐφαπτομένη τῶν (Α΄) καὶ (Β΄) διέρ- 
χεται διὰ τῆς κορυφῆς Γ, καθ᾽ ἣν τέμνονται αἱ κοιναὶ ἐσωτερικαὶ 
ἐφαπτόμεναι ΒΓ καὶ 

4) "Ἔστωσαν α, Υγχ 
τῶν περιφερειῶν (Α΄), 


τὰ σημεῖα καθ᾽ ἃ αἱ υὑὐ΄, ΣΣ’ ἐφάπτονται 
(Γ΄), ἀντιστοίχως. Θὰ ἔχωμεν 


᾽α -Ξ- Σγ. 
Πράγματι, 
Ρι: Ξξ Θὺ Ξε ΣΘ --Στ᾿ΈΣ Μ-- Σ ΎΞ Μγ 
καὶ Ῥα-ΞΕὶῖλ'Ῥ --- τ΄ ἃ Ξε {2 -- ΟΣ Ξ- ΣΖΞ ΣΜ. 
'πομένως, 


ὈΡ-ΈΡα (ΞΞ [α)-Ξ- ΣΜ- Μγ(: ΣΥγ). 


5) Ἢ ἐφαπτομένη ἴα τῆς περιφερείας (Α΄) εἶναι μέση ἀνάλο- 
γος τῶν ΤΣ καὶ τία, ὅπου α ἡ δευτέρα τομὴ τῶν ΟὕςΣ καὶ (Α"). 
Επίσης, ἡ Σγ εἶναι μέση ἀνάλογος τῶν ΣΙ] καὶ Σγ’ ἐπειδὴ δὲ 
ἴα Ξ- Σγ, ἕπεται (8 1259 β). 

Σα-:Ξ- ἴγ. 


᾿Επειδὴ ἡ εὐθεῖα ὺξ ὁρίζει ἴσας χορδὰς εἰς τὰς περιφερείας 
(4.3) καὶ (Γ΄), φαίνονται αὗται ὑπὸ τὴν αὐτὴν γωνίαν ἐκ τῆς κο- 
ρυφῆς Β (δ 1259 α). Καὶ δυνάμεθα νὰ εἴπωμεν ὅτι ἡ δευτέρα 
κοινὴ ἐσωτερική ἐφαπτομένη τῶν περιφερειῶν (Α΄) καὶ (Γ΄) εἶναι 
ἡ διχοτόμος ΒΥ τῆς γωνίας Β. 

Ἔκ τούτων ἕπεται ἡ ἀκόλουθος κατασκευὴ κατὰ ϑίεϊπεοτ: 

«Τοῦ ΚΕ ὄντος κέντρου τῆς ἐγγεγραμμένης περιφερείας εἰς τὸ 
τρίγωνον ΑΒΓ, ἐγγράψατε εἰς τὰ τρίγωνα ΒΕΓ, ΓΚΑ, ΑἘΒ πε- 
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βιϑδερειας (Α΄), (Β7), (Γ΄) Φέρατε τῶν ΤΡΡΦΈΡΕΙΟΥ τούτων, ἀνὰ 
ύο λαμβανομένων, τἀς κοινὰς ἐφαπτομένας ᾿ ΤΤ', σ΄’. 
Σχηματίζονται οὕτω τρία τρίγωνα ΑΤΤ΄, Βιῖ-τ', ΓΣΣ’, ἕκαστον 
τῶν ὁποίων ἔχει δύο πλευρὰς κειμένας ἐπὶ δύο πλευρῶν τοῦ τρι- 
γώνου ΑΒΓ καὶ τὴν τρίτην ἐπὶ μιᾶς τῶν ἐφαπτομένων. Αἱ ἐγγε- 


γραμμέναι περιφέρειαι εἰς τὰ τρίγωνα ταῦτα εἶναι αἱ ζητούμεναι». 


1646ι. Σημείωσις. Τὸ πρόβλημα τοῦ Μαϊζαίιὶ, ἐκ τοῦ ὀνόματος 
τοῦ ᾿Ιταλοῦ γεωμέτρου (1731 - 1807) καὶ τὸ ὁποῖον ἔδωσε εἰς δη- 
μοσιότητα τὸ 1803, προετάθη εἰς τὰ Απηαΐϊο9 ἀκ Οδγαοηπε εἰς τὸν 
Α΄. τόμον αὐτῶν (1810 - 1611, σ. 196) καὶ ἐλύθη ἀναλυτικῶς εἰς 
τὸν ἴδιον τόμον, σ. 343, ὑπὸ τῶν συντακτῶν τοῦ περιοδικοῦ τού- 
του 1. - ἢ. Θεγξοῦδε καὶ Ϊ. - Ε- Τποπι889 ᾿ανογπὲὰς. 

Ἡ πολὺ ἁπλῆ λύσις, ἡ δοθεῖσα ὑπὸ τοῦ ἰδίου τοῦ Μα]έαειϊ, ἀνε- 
κοινώθη εἰς τὰ 4πηαϊεα ὑπὸ τοῦ Βιάοπε, καθηγητοῦ εἰς τὴν ᾿Ακα- 
δημίαν τοῦ Τουρίνου (τόμ. ἰ, σ. 347), ἀλλ’ ἄνευ τῆς ἀποδείξεώς 
της. Ὁ σετροηπο ὑποδεικνύει ὅτι δυνάμεθα νὰ ἔχωμεν 32 ἐν γέ- 
γει λύσεις (σ. 348). 

Τὸ πρόβλημα ἐπανατίθεται εἰς τὸν | τόμον (σ, 60 καὶ 65) καὶ 
ἐπίσης εἰς τὸν Χ τόμον, ὅπου καὶ λύεται ὑπὸ τοῦ ,εςρπιιζ. Ἡ 
λύσις αὕτη, ἀπλοποιημένη ὑπὸ τοῦ (απἰαΐαπ, εὐρίσκεται καὶ εἰς τὰ 
Ν, Α., τόμ. ν, 1846, ο. 60. 

Εἰς τὸν τόμον ΧἹΊ, 1847, σ. 346, ἀναφέρεται ἡ γεωμετρικὴ λύ- 
σις τοῦ Θιεοίποι' ἡ ἀπόδειξις εἶναι τοῦ Ζοῖπον, καθηγητοῦ εἰς 
Καϊνιγκσμπεργκ (1033). Ὁ τόμος ΜΠ, 1849, σ. 22, ἀναγγέλλει 
μίαν ἀπόδειξιν ἀλγεβρικὴν τοῦ (. Αάδτη5 καὶ εἰς τὸν τόμον ΧΙ!, 
1853, σ. 131 παρατίθεται ἡ τριγωνομετρικὴ λύσις τοῦ 5-ς11610 66]. 

Ὁ σ. Εἰξτιὶ εἰς τὰ Ρνοδίόγνιου ἀὰ Οέογιόίνια ἐϊένποηπίαῖνε αὐτοῦ δί- 
δει τὴν λύσιν τοῦ προβλήματος τοῦ Μαϊέαι(ὶ (σ. 322, το) ]ὸ πε 
214), ᾿Επίση ὁ Ἡοιυεῖ εἰς τὴν Ϊηἰνοαμοίϊοη ἃ ἰα Οέογιόίνιδ 8ιι0έ- 
γίσιρε αὑτοῦ (1665, σ. 144). Κατὰ τὸν (αίεαϊαπ, ὁ Ηαγὶ ἔδωσεν 
ἀργότερον τὴν λύσιν τοῦ προβλήματος τοῦ Μ., τὴν ὁποίαν ὁ («- 
ἰαἴαπ παραθέτει εἰς τὰ Τηόῤογέγηοϑβ οἱ Ῥγοδίέγηιοβ ἀ Οέοηιόίριο (δὴ 
ἔκδοσις, σ. 258) αὐτοῦ. 

Ὃ Πεβϑῆονεβ εἰς τὰ Ομρϑίΐοπβ ἀο έογιόϊνὶε (2 ἔκδ., σ. 360, πο 
18) καὶ ὁ Ἐοιιοσμέ εἰς τὸ Τραὶϊίέ ἀΘ Αδογπέίνίε (7η ἔκδ. 1900, α΄ μέ- 
ρος, σ. 311, πϑ 407) ἐπανέρχονται ἐπὶ τῆς ἀποδείξεως τοῦ Ηατῖ 
«καὶ ἀναπτύσσουν αὐτήν. Ο δὲ Ῥεϊ]εΐγοαι ἐπελήφθη τοῦ ἰδίου προ- 
βλήματος κατὰ πρωτότυπον καὶ ἀξιοσημείωτον τρόπον (Ἁ. Ε., 
1688, Οταη, σ. 99 ἕως 103). 

Εἰς τὸ δι οἰϊη ἀς Μ. Ε. τῶν Οότατὰ καὶ Μίοπεὶ (1900, σ. 209, 
207 δίδεται ὑπὸ Ο. Βοπίεπέ καὶ ΟΘέότατά, μία πλήρης σπουδὴ τοῦ 
ζητήματος. Οὐχ᾽ ἧττον, ὠφέλιμος εἶναι καὶ ἡ ἀνάγνωσις τοῦ ἄρ- 
θρου τοῦ Ε. -Ν. Βατίϑίεη εἰς τὰ Ν. Α., 1902, σ. 441 καὶ 499, 

Ἢ γεωμετρικὴ ἀπόδειξις τῆς ὑπὸ τοῦ ἰδίου τοῦ Μαϊξαιί! δοθεί- 
σης κατασκευῆς μένει ἀκόμη προὸς ἔρευναν (44. ἀ. α., τόμ. Ἰ, σ. 
347), Παριστῶντες διὰ τ τὴν ἡμιπερίμετρον τοῦ τριγώνου, διὰ ρ τὴν 
ἀκτῖνα τῆς ἐγγεγραμμένης περιφερείας (Ε) κὰν διὰ α', β΄, γ’ τὰς 

ποστάσεις ΒΑ, ΒΒ, ΒΓ, ἡ κατασκευὴ αὕτη συνίσταται εἰς τὸ νὰ 


λάβωμεν 
2. ΑΔ -ετ -- ρ -Ἔ α΄ -- β΄ -- γ' 
καὶ ἑπομένως 
οὐ ρα Ξ β΄ ἘΞ} 
ΔΧ -- 5 (τ -Ξ- αἹ : 
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Πρόβλημα δ16-- 1 Χ 


1646». Νὰ κατασνευασϑῇ τρίγωνον ΑΒΓ ἐκ τοῦ ἐγγεγραμμένου εἰς 
αὐτὸ κύκλου καὶ τοῦ σημείον τοῦ Οοτροηπε Ν, καϑ' ὃ τέμνονται αἱ 
ἐνοῦσαι τὰς χουυφὰς τοῦ τριγώνον μετὰ τῶν σημείων ἐπαφῆς εὐθεῖαι. 


Τὸ πρόβλημα εἶναι ἀόριστον. Ας λάβωμεν, πράγματι, ἕν τυ- 
χὸν σημεῖον Δ ὡς σημεῖον ἐπαφῆς (σχ. 993): ὁρίζονται οὕτω αἱ 
διευθύνσεις τῆς πλευρᾶς ΒΓ καὶ τῆς εὐθείας ΔΝΜΑ. 

Πρὸς προοδιορισμὸν τῶν ἄλλων κορυφῶν, παρατηροῦμεν ὅτι ὁ 
πόλος Ρὶ τῆς εὐθείας ΔΝΑ εἶναι τελείως ὡρισμένος. Εἴναι ἑπομέ- 
νως, τὸ τρίγωνον κατασκευάσιμον ἐὰν γνωρίζωμεν τὴν λύσιν τοῦ 
ἀκολούθου προβλήματος : 


Πρόβλημα 616--Χ 


1646λ. Νὰ κατασκενασϑῇ τρίγωνον ἐκ τοῦ ἐγγεγραμμένου εἰς αὐτὸ 
κύκλου, τοῦ σημείου τοῦ σετροηπε Ν καὶ ἑνὸς τῶν σημείων ἐπαφῆς Δ. 
"Αλγεβρικὴ λύσις. Τὰ σημεῖα Δ, Ν ὀρίζουν τὴν χορδὴν ΔΜ, ἄρα 
καὶ τὸν πόλον αὐτῆς Ῥ. Τὸ πρόβλημα συνίσταται εἰς τὴν ἀγωγὴν 
εὐθείας ΡΖΧΈ τοιαύτης, ὥστε αἱ διαγώνιοι ΒΕ, ΓΖ τοῦ τετρα- 
πλεύρου ΕΖΒΓ νὰ τέμνωνται εἰς τὸ σημεῖον Ν, ἢ τοιαύτης, ὥστε 


ἡ ΔΧ νὰ διαιρεῖται ἀρμονικῶς ὑπὸ τῶν δὶ καὶ Α καὶ ἡ ΔΜ ὑπὸ 
τῶν Χ καὶ Α. 


Ἂς θέσωμεν: ΔΜΞεμ, ΔΝ ξεν, ΔΧ -ΞΞκαὶ καὶ ΔΑ -Ξγ. 
ΑΙ σχέσεις (ΔΧΝΑ)-Ξ---1,͵, (ΔΜΧΑΛ) -Ξ -- 1 γράφονται ἀντι- 


ΠΡ Ε 2 Ί 1 2 1 Ί 
αν γ᾽ πα γ᾽ 
ἐκ τῶν ὁποίων εὐκόλως συνάγομεν 
3μν ος 3μν 


ἀπ μ᾽  ἦν--μ’ 
μήκη εὐκόλως κατασκευαζόμενα. 
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ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΑΙ ΛΥ͂ΣΕΙΣ 


1646 μ. Δευτέρα λύσις. Γνωρίζομεν τὰ σημεῖα Δ, δ, Μ, Ρ. Φέ- 
ρομεν διὰ τοῦ Ρ' τέμνουσαν τυχοῦσαν ΡΖΧΕ. Αἱ ἐφαπτόμεναι εἰς 
τὰ Ε, Ζ τέμνουν τὴν σταθερὰν ἐφαπτομένην ΡΔ εἰς τὰ Β καὶ Γ, 
ἔστωσαν δὲ Β΄, Γ’ αἱ τομαὶ τῆς ΡΔ μετὰ τῶν ΝΕ καὶ ΝΖ εὐθειῶν. 

Ἕνεκα τοῦ τετραπλεύρου ΑΕΝΖ, τὰ σημεῖα Β, Β΄ καὶ Γ, Γ΄’ 
εἶναι ὁμόλογα σημεῖα μιᾶς ἐνελίξεως, εἰς τὴν ὁποίαν ἀνήκουν 
ἐπίσης καὶ τὰ σημεῖα Ρ' καὶ Δ. 


ΕΠΠΖΙ --᾿ 
Σ.. 994. 


᾿Αρκεῖ νὰ εὑρεθῇ θέσις τῆς τεμνούσης ΡΧ, τοιαύτη ὥστε τὰ ση- 
μεῖα (Β, Β) ὡς καὶ τὰ (Γ, Γ΄) νὰ συμπίπτουν, ἤ, μὲ ἄλλας λέξεις, 
νὰ εὑρεθοῦν τὰ διπλᾶ σημεῖα Ὁ, Χ' τῆς ἐνελίξεως τῆς ὁριζομένης 
ι τὸ ἀνα ϑαν ζευγῶν ὁμολόγων, ἐν αὐτῇ, σημείων (Β, Β΄) (Γ, Γ΄) 
καὶ (Ρ, Δ). 

ἐς σημεῖα ταῦτα εὐκόλως κατασκευάζονται, ἐπειδὴ εἶναι τὰ 
ἀν τϑε τὰν διαιροῦντα τὰ ΒΒ΄ καὶ ΓΓ΄' καὶ ἑπομένως καὶ τὸ 
τμῆμα ῬΔ. 

ὰ Ν ἐκ τῶν ὕ, ν᾽ ἐφαπτόμεναι τῆς δοθείσης περιφερείας ὀρίζουν 
τὸ ζητούμενον τρίγωνον καὶ τὸ ὁποῖον δύναται νὰ εἶναι ἐγεγραμ- 
μέγον ἢ παρδγγεγραμμένον εἰς τὴν περιφέρειαν, ἀναλόγως τῶν δε- 
δομένων. 


1646 ν. Τρίτη λύσις. ᾽Επὶ τῆς προεκτάσεως τῆς Δ (σχ. 995) 
ἂς λάβωμεν μήκη ΔΔ΄ -- Δ' Δ'ΞΞ ΡΔ. 

Φέρομεν τὰς εὐθείας ΡΝ καὶ ΜΔ΄΄, τεμνομένας εἰς Χ', Διὰ τοῦ 
σημείου Χ’ φέρομεν παράλληλον πρὸς τὴν ΡΔ καὶ μέχρι τοῦ ση- 
μείου Χ καθ᾽ ὃ αὕτη συναντᾶ τὴν χορδὴν ΔΜ 

Ἢ τέμνουσα ΡΖΧΕ λύει τὸ πρόβλημα. 

Ὑποθέσωμεν πράγματι τοῦτο λελυμένον καὶ διὰ τῶν Μ καὶ Χ 
ἂς φέρωμεν παραλλήλους πρὸς τὴν ΡΔ, τεμνούσας, ἡ πρώτη τὴν 
ΡΧ εἰς Μ’' καὶ ἡ δευτέρα τὴν ΡΝ εἰς Χ', Τὰ σημεῖα ταῦτα, Μ’ 
καὶ Χ’, ἀνήκουν εἰς τὴν εὐθεῖαν ΑΔ΄, ἐπειδὴ τὸ σημεῖον Δ εἶναι 
σον τῆς ΡΔ’ καὶ τὰ σημεῖα Α, Χ διαιροῦν ἁρμονικῶς τὸ τμῆμα 

Δ, ἐνῷ τὰ σημεῖα Α, Ν᾽ εἶναι συζυγῆ ἁρμονικὰ τῶν Χ καὶ Δ. 

Ἕστω ΜΔΔΉ τὸ ἐπὶ τῶν ΜΔ, ΔΔ΄ παραλληλόγραμμον καὶ Ο 
τὸ μέσον τῆς πλευρᾶς του ΗΔ΄. Ἧ διαίρεσις (Δ΄ Μ΄ Χ᾽ Α) εἶναι ἀρ- 
μονική, ὡς ἡ (ΔΜΧΑ), καὶ τὸ αὐτὸ συμβαίνει καὶ διὰ τὴν τε- 
τράδα εὐθειῶν Μ (Δ' Μ’Χ' Α) εἶναι ἄρα ἡ τετρὰς τῶν σημείων 
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(Δ΄, Η, Ο, ὦ) ἁρμονική, τὸ σημεῖον Ο μέσον τοῦ τμήματος Δ 
καὶ ἡ εὐθεῖα ΜΟ διέρχεται διὰ τοῦ σημείου Δ΄. 

Κατὰ ταῦτα, διὰ τὴν κατασκευὴν τοῦ τριγώνου ΑΒΓ, φέρομεν 
τὴν ΜΔ΄, ὁρίζομεν τὴν τομήν τῆς Χ' ὁπὸ τῆς ΡΝ καὶ ἐκ τοῦ Χ΄ 
φέρομεν τὴν παράλληλον πρὸς τὴν ΡΔ, τέμνουσαν τὴν ΔΝ εἰς Χ. 


“7. 695, 


ἐμ κορυφὴ Α τοῦ ζητουμένου τριγώνου εἶναι ὁ πόλος τῆς εὐθείας 
ἈΚΛπ., 

(Ἔν γένει, τὰ σημεῖα Γ καὶ Δ'' δὲν συμπίπτουν καὶ ἡ ἀνωτέρω ἀπό- 
δειξις εἶναι ἀνεξάρτητος τῶν ἀντιστοίχων ϑέσεών των). 


1648 ξ. Διερεύνησις, ᾿ἘΔν δοθοῦν ἡ περιφέρεια καὶ τὰ σημεῖα Δ 
καὶ Ρ, εἶναι εὔκολον νὰ παρακολουθήσωμεν τὰς μεταβολὰς τοῦ 
τριγώνου ΑΒΓ, τὰἀς ἀντιστοίχους τῶν θέσεων τοῦ σημείου δ᾽ τοῦ 
(εγροππα ἐπὶ τῆς σταθερᾶς χορδῆς ΔΜ. 

'ὙὙπάρχουν δύο ἀξιοσημείωτοι θέσεις τῆς τεμνούσης ΡΖΧΕΞΞ(ε). 

Ὅταν ἡ (ε) συμπίπτῃ πρὸς τὴν διάμετρον Ρα (σχ. 996), ἡ κο- 
ρυφὴ αὶ εἶναι τὸ ἐπ’ ἄπειρον σημεῖον τῆς εὐθείας ὟΣ, τὸ δὲ ση- 
μεῖον τοῦ σεγροππς εἶναι εἰς [. 

᾿Εὰν (εΞΞΡΙ͂, ὅπου βαὶ τὸ σημεῖον ἐπαφῆς ἐφαπτομένης Κβ 


2 Σχ. 596. 


παραλλήλου πρὸς τὴν ΡΔ, ἡ κορυφὴ Α εὑρίσκεται εἰς Κὶ καὶ τὸ 
σημεῖον τοῦ Οεγροππε εἰς Λ. 

Ὅταν τὸ σημεῖον τοῦ σεγροπηε δὶ γράφῃ τὸ τμῆμα ΔΙ, ἡ κο- 
ρυφὴ Α κινεῖται ἐπὶ τῆς ἡμιευθείας ΔΖ, ἡ δὲ περιφέρεια μένει 
παρεγγεγραμμένη εἰς τὸ τρίγωνον καὶ εἰς τὴν γωνίαν Α αὐτοῦ. 
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Ὅταν τὸ Ν γράφῃ τὸ τρῆμα ἰΛ, ἡ κορυφὴ Α κινεῖται ἐπὶ τῆς 
εὐθείας ΚΥ͂, ἡ δὲ περιφέρεια μένει ἐγγεγραμμένη εἰς τὸ τρίγωνον. 
Ὅταν τὸ Ν γράφῃ τὸ τιῆμα ΛΜ, ἡ κορυφὴ Α κινεῖται ἐπὶ τοῦ 
τμήματος ΚΜ καὶ ἡ περιφέρεια εἶναι παρεγγεγραμμένη εἰς τὸ 
τρίγωνον καὶ εἰς τὴν γωνίαν Γ αὐτοῦ. 


1646 ο. Τετάρτη λύσις. Ὑποθέσωμεν τὸ πρόβλημα λελυμένον. Ἡ 
χορδὴ ΔΝΜ ὁρίζει τὸν πόλον αὐτῆς Ρ' καὶ τὴν ἐφαπτομένην τῆς 
περιφερείας εἰς Μ. 

Φέρομεν τὴν εὐθεῖαν ΡΑ καὶ ἐκ τοῦ Ν᾿ τὴν παράλληλον πρὸς 
αὐτὴν ΠΝΤΣ. : 

Ἢ τετρὰς τῶν εὐθειῶν Ρ(Δ, Μ, Τ, Α) εἶναι ἁρμονικὴ καὶ Τ, 


Σχ. 991. 


ἑπομένως, τὸ μέσον τῆς ΠΣ. 'Ἐπίσης ἡ τετρὰς Ρ (ΔΤΝΑ) εἶναι 
ἁρμονικὴ καὶ Ν τὸ μέσον τῆς ΠΤ. 

Εἴναι κατ᾽ ἀκολουθίαν τὸ τμῆμα ΠΣ τετραπλάσιον τοῦ ΠΝ καὶ 
τὸ σημεῖον Σ κατασκευάσιμον, ἀφοῦ θὰ εἶναι ἡ τομὴ τῆς εὐθείας 
Μ καὶ εὐκόλως εὑρισκομένης (8 94 ἢ 1411) εὐθείας ΣΣ, παραλ- 
λήλου πρὸς τὴν ῬΔ. 

Μετὰ τὴν κατασκευὴν τοῦ σημείου Σ καὶ τῆς εὐθείας ΝΣ, ἡ 
ἐκ τοῦ Ρ παράλληλος πρὸς αὐτὴν τέμνει τὴν ΔΝ εἰς τὴν κορυ- 
φὴν Α τοῦ ζητουμέν τ τριγώνου. 


1646 π. Πέμπτη λύσις. “ὙὙπποθέτομεν τὸ πρερημα λελυμένον πά- 
λιν καὶ Φερόμεν τὴν ΡΑ (Σχ. 998), ὡς καὶ τὴν ἐκ τοῦ Ν᾿ παράλλη- 
λον ΠΝΡΣ πρὸς αὐτήν. 'ῶΩς εἴδομεν τὸ σημεῖον Ν εἶναι μέσον 
τοῦ τμήματος ΠΡ καὶ τὸ Ῥ μέσον τοῦ ΠΣ. 

Κατασκευάζομεν τὴν πολικὴν ΡΗ͂ τοῦ σημείου Ν καὶ φέρομεν 
πρὸς αὐτὴν τὴν ἐκ τοῦ δὶ παράλληλον ΙΝΙζ, Ἢ τετρὰς τῶν εὐ- 
θειῶν Ρ (ΙΚΝΗ) εἶναι προφανῶς ἁρμονικὴ καὶ τὸ σημεῖον Ν μέ- 
σον τοῦ τμήματος ΙΚΚ., ᾿Επομένως, τὸ τετράπλευρον ΙΡΚΠ εἶναι 
παρα» ΠΛ ΟΥΡ ΔΉΠΟΥ, τὸ σημεῖον 1] μέσον τοῦ τιηιατος ὉΣ (ἀφοῦ 
Ρ -Ξ- μέσον τοῦ [1Σ) καὶ τὸ σημεῖον δ᾽ μέσον τοῦ ΗΣ. 

Τὸ ΠΉΠΕΟΥ Σ κατασκευάζεται εὐκόλως, ὡς τομὴ τῆς ἐφαπτο- 
μένης ΡΜ καὶ τῆς γνωστῆς εὐθείας ΣΦ ἰσυημετρικῆς πρὸς Ν τῆς 
πολικῆς ΡΗ). Ἡ δὲ τομὴ τῆς εὐθείας ΔΝΜ καὶ τῆς ἐκ τοῦ Ρ 
παραλλήλου πρὸς τὴν ΝΣ, ὀρίζει τὴν κορυφὴν Α τοῦ ζητουμένου 
τριγώνου. 


Γεωμετρία 49 
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Θεώρημα δ16-- ΧΙ 


1646 ρ. Δοθείσης περιφερείας, ὑπάρχει ἀπειρία τριγώνων περιγε- 
γραμμένων εἰς αὐτὴν καὶ νων ὡς σημεῖον Θεγροππε δοθὲν ση- 
μεῖον Ν. 


Λαμβάνομεν, πράγματι, ἕν τῶν τριγώνων τούτων, ἐφαρμόζον - 
τες τὴν μέθοδον τῆς προηγουμένης λύσεως. Κατασκευάζομεν πρῶ- 
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τον τὴν πολικὴν Η Ἤ (σχ. 999) τοῦ σημείου ΝΥ, φέρομεν τὴν συμ- 
μετρικὴν αὐτῆς ΤΤ΄ πρὸς τὸ σημεῖον Ν. 

Εκ τυχόντος, ἀκολούθως, σημείου Ρ τῆς ΠΗ᾿ φέρομεν ἐφαπτο- 
μένας ΡΔ, ΡΜ πρὸς τὴν ΠΕΡΙ ΦΈΡΕΙ ον, ἊΑν Σ εἶναι ἡ τομὴ τῆς 
ευτέρας εὐθείας μετὰ τῆς ΤΤ’', ἡ ἐκ τοῦ Ρ παράλληλος πρὸς τὴν 
ΝΣ τέμνει τὴν ΔΝ κατὰ τὴν κορυφὴν Α ἑνὸς ἐκ τῶν ζητουμένων 
τριγώνων. Αἱ ἐφαπτοΠΕΥΘὶ ΑΒ, ΑΓ, συμπληροῦν τὸ τρίγωνον. 

Ὅταν ἡ κινητὴ εὐθεῖα ῬΜΣ κυλίεται ἐπὶ τῆς δοθείσης περιφε- 
ρείας, τὰ Ρ καὶ Σ γράφουν τὰς σταθερὰς εὐθείας ΠΉ καὶ ΤΊ, 
αἱ εὐθεῖαι ΝΣ, ΔΝΝΜ στρέφονται περὶ τὸ σημεῖον Ν, ἡ εὐθεῖα ΡΑ 
μένει παράλληλος πάντοτε πρὸς τὴν ΝΣ, κλπ. 


1646 σ. Παρατήρησις. Ἢ προηγουμένη πρότασις συμπληροῦται 
ὡς ἀκολούθως: 

1) Τὰ τρίγωνα, τὰ περιγεγραμμένα εἷς δοϑεῖσαν περιφέρειαν (Ο) 
(σχ. 1000) καὶ ἔχοντα τὸ αὑτὸ σημεῖον ἀογροηπηθ Ν, εἶναι ἔγγεγρα 
εἰς τὴν αὐτὴν κωνικὴν τομήν. "Η καμπύλη αὕτη εἶναι ὁμόλογος (8 1249, 
Σημείωσις) τῆς περιφερείας (Ο), ἐν τῇ ὁμολογίᾳ μὲ κέντρον Νὴ καὶ ἄξονα 
τὴν πολικὴν ἈΌΡ' τοῦ σημείου δὶ πρὸς τὴν περιφέρειαν (Ο). 

Εἰς πᾶν σημεῖον Ρ' τῆς πολικῆς ταύτης ἀντιστοιχοῦν δύο τρί- 
γώνα, τὰ ἔχοντα βάσεις ἐπὶ τῶν 
ἐφαπτομένων ΡΔ, ΡΔ' καὶ κορυφὰς 
Α, Α’ ἐπὶ τῆς πολικῆς τοῦ Ρ εὐ- 
θείας Ρ΄ΔΔ΄. 

Συμφώνως πρὸς γνωστὴν κατα- 
σκευὴν (8 1546, πέμπτη λύσις), τὸ ση- 
μεῖον Α εἶναι τὸ συζυγὲς ἁρμονικὸν 
τοῦ Ν᾽ πρὸς τὸ τμῆμα ΔΡ΄ καὶ τὸ 
Α' τὸ συζυγὲς ἁρμονικὸν τοῦ Νὶ 
πρὸς τὸ τμῆμα Δ’Ρ΄. Θὰ ἔχωμεν 
ἑπομένως : 


(ΝΑΔΡ΄) Ξ-(ΝΑ΄ Δ ΡΊ -Ξ -- ἰ, 
ἐκ τῶν ὁποίων σχέσεων εὑρίσκομεν 


᾿ ᾿ Μ ᾿ 1 
(ΝΡ΄ ΔΑ) Ξξ (ΝΡ΄ Δ΄ Α΄) Ξξ - ΞΞ σταθ. Σχ. 1000. 


Ὅταν ἡ εὐθεῖα ΝΡ’ στρέφεται περὶ τὸ. σημεῖον Ν, τὸ τμῆμα 
ΝΡ’ διαιρεῖται ὑπὸ τῶν σημείων (Δ, Α) ἢ (Δ’, Α΄) κατὰ σταθερὸν 
ἀναρμονικὸν λόγον. 

ἁ σημεῖα Α, Α΄ γράφουν, ἑπομένως, κωνικὴν τομὴν καὶ τὰ 
περιγεγραμμένα τρίγωνα εἰς τὴν περιφέρειαν (Ο), τὰ ἔχοντα πάντα 
τὸ αὐτὸ σημεῖον ΘΟεήροηπε Ν, μένουν ἐγγεγραμμένα εἰς τὴν κωνι- 
κὴν ταύτην τομήν, κατὰ τὴν ἐκφώνησιν. 

2) Εἰς πᾶν σημεῖον Ρ τῆς πολικῆς τοῦ σημείου Ἷἧ, ἀντιστοιχοῦν δύο 
ἐκ τῶν τριγώνων αὐτῶν ΑΒΓ, Α΄Β΄Γ', ἔχοντα τὰς αὐτὰς «οοσυΐϊσηγι68» τοῦ 
σενσοπης ΑΑ΄ΝΡ', ΒΒ’ ΝΠ, ΓΓΊΝΣ'. ᾿ 

Αἱ πλευραὶ τῶν τριγώνων τούτων σχηματίζουν ὃν περιγεγραμμένον δἷς 
τὴν περιφέρειαν (Ο) ἐξάγωνον, τοῦ ὁποίου αἱ δὐϑεῖαι τοῦ Βνὶαποδοπ 
{Ξ-ΞΞ: διαγώνιοι) διέρχονται διὰ τοῦ σημείου δ. Αἱ εὐθεῖαι αὗται ΝΡ, ΝΠ, 
ΝΣ εἶναι συξυγεῖς τῶν ΝΡ’, ΝΠ΄, ΝΣ’, διέρχονται δηλ. διὰ τῶν πόλων 
Ρ, Π, Σ τῶν τελευταίων εὐθειῶν, τῶν κειμένων ἐπὶ τῆς πολικῆς τοῦ Ν. 

Τὰ τρίγωνα ΑΒΓ, Α΄ ΒΊΓ’ εἶναι ἀντίστοιχα εἷς ὁμολογίαν κατὰ τέσσα- 
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ρας διαφόρους τρόπους. Ποῶτον κατὰ τὴν ὁμολογίαν κέντροι Ν᾽ , καὶ ἄξονος 
ῬΡ' καὶ ὕστερον κατὰ τὰς ὁμολογίας μὲ κέντρα Ρ, Π, Σ καὶ ἄξονας τὰς 
πολικὰς αὐτῶν (καὶ εὐθείας Βγίαπομοπ, ὡς ἀνωτέοω) ΝΡ', ΝΠ΄͵ ΝΣ΄ 
ἀντιστοίχως. 

3) Εἰς τὸ σημεῖον Ῥ'’, συξυγὲς τοῦ Ῥ' ἐπὶ τῆς πολικῆς ΡῬ’ τοῦ σημείου 
Ν, ἀντιστοιχοῦν δύο ἄλλα τρίγωνα αβγ, α'β΄ γ΄, μὲ τὰς αὐδάς, ὡς τὰ 
πρῶτα, ἐδιότητας, καὶ μὲ τὴν ἀξιοσημδίωτον συμπληρωματικήν, ὅτι αἱ 
σρυϊοτιγιοα τοῦ ἀἰογσοπηθ τοῦ πρώτου ζεύγους τῶν τριγώνων συμπίπτουν 
πρὸς τὰς εὐθείας Βγίαπομοη τοῦ δευτέρου ζεύγους. Καὶ ἀντιστοόφως. 

Πᾶσαι αἱ ἀνωτέρω ἰδιότητες εἶναι προβολικαὶ καὶ καθίστανται 
προφανεῖς διὰ΄“ τοῦ ἑπομένου μετασχηματισμοῦ, ἁπλοποιοῦντος τὰ 
μέγιστα τὸ σχῆμα. 

᾿Εὰν προβάλωμεν τὸ οχῆμα (ἐπί τινος ἐπιπέδου) εἰς τρόπον, 
ὥστε ὁ ἄξων ΡΡ' νὰ καταστῇ ἡ ἐπ᾽ ἄπειρον εὐθεῖα τοῦ ἐπιπέδου, 
ἡ δὲ προβολὴ τοῦ πόλου Ν νὰ εἶναι ἡ (κοινὴ) ἑστία τῶν λαμβανο- 
μένων καμπύλων, τὸ σημεῖον τοῦτο, τοῦ ὁποίου ἡ πολικὴ εἶναι ἡ 
ἐπ’ ἄπειρον εὐθεῖα τοῦ ἐπιπέδου, θὰ εἶναι κένερον ἑκάστης τῶν 
νέων καμπύλων καὶ αἱ καμπύλαι αὖται ὁμόκεντροι περιφέρειαι. 

Ἢ ἄκρα αὕτη ἁπλοποίησις τοῦ σχήματος καθιστᾶ προδήλους 
τότε τὰς ἀνωτέρω προβολικὰς ἰδιότητας αὐτοῦ. 


Σημείωσις. "Ἶ ἐνδιαφέρουσα αὕτη μελέτη (85 1546 κ ἕως 1546 σ) 
ὀφείλεται εἰς τὸν ΗἩ. Μαεϊίδίε, καθηγητὴν εἰς Ὠ17οη. 


ΒΙΒΛΙΟΝΊΝν 


ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ 


᾿Εμβαδὰ τῶν σχημάτων 


1647. Εἰς τὰ Στοιχεῖα τῆς 1 εωμετοίας (Ἰ1Ὰ Βιβλίον), τὰ ἐμβαδὰ 
τῶν σχημάτων ποριζόμεθα ἐκ τοῦ ἐμβαδοῦ τοῦ ὀρθογωνίου πα- 
ραλληλογράμμου καὶ δι’ ἀμέσου συγκρίσεως τῆς πρὸς μέτρησιν 
ἐπιφανείας πρὸς ἄλλην γνωστοῦ μέτρου. ᾿Αποδεικνύεται οὕτω ὅτι 
ἕν παραλληλόγραμμον εἶναι ἰσοδύναμον πρὸς ὀρθογώνιον τῆς αὐ- 
τῆς βάσεως καὶ τοῦ αὐτοῦ ὕψους: δυνάμεθα ἑπομένως νὰ θεω- 
ρήσωμεν ὡς μέτρον τῆς ἐπιφανείας τοῦ παραλληλογράμμου τὸ 
γινόμενον τῶν ἀριθμῶν, οἵτινες μετροῦν τὴν βάσιν καὶ τὸ ὕψος 
τοῦ σχήματος. 

Κατ᾽ ἀνάλογον τρόπον ἐργαζόμεθα διὰ τὸ τρίγωνον καὶ τρα- 
πέζιον' διὰ τὴν περιφέρειαν, ὅμως, εἴμεθα ὑποχρεωμένοι νὰ κα- 
ταφύγωμεν εἰς ἀπειροστικὰς μεθόδους καὶ νὰ θεωρήσωμεν τὸ 
σχῆμα αὐτὸ ὡς ὅριον κανονικῶν πολυγώνων, τῶν ὁποίων τὸ πλῆ- 
θος τῶν πλευρῶν αὐξάνει εἰς ἄπειρον. 

ὋὉ κύριος θεμελιωτὴς τῆς [τΣωμετρίας τοῦ μέτρου εἶναι ὁ ᾿Αρχιμή- 
δης. Εἰς τοῦτον ὀφείλομεν τὴν ἔκφρασιν τοῦ ἐμβαδοῦ τῆς περιφε- 
ρείας καὶ τὸν τετραγωνισμὸν παραβολικοῦ τμήματος (6., πϑ 947). 

Καὶ εἶναι βεβαίως ἀληθὲς ὅτι, ἐνωρίτερον τοῦ ᾿Αρχιμήδους 
ὁ Ἱπποκράτης ὑπελόγισεν τὰ ἐμβαδὰ τῶν φερωνύμων μηνίσκων 
(88 1577, 1578). ᾿Αλλά, νομίζομεν, ὅτι ἡ ἐπιτυχία αὕτη ἦτο πε- 
Εἰ Πσθτερον μία κατ᾽ εὐτυχίαν διαπίστωσις τῆς ἰσοδυναμίας μεταξὺ 
νὸς σχήματος μὲ καμπυλόγραμμον περίμετρον καὶ ἑνὸς ὀρθογω- 
νίου τριγώνου, παρὰ μέθοδος γενική, δυγαμένη νὰ ὁδηγήση εἰς τὸν 
ὑπολογισμὸν τῆς ἐπιφανείας ἐπιπέδων κλειστῶν καμπύλων. 
᾿ς Ἢ Μέϑοδος τῶν ἀπειροστικῶν ἐμβαδῶν τοῦ ᾿Αρχιμήδους, ἐφαρμό- 
ζεται εἰς τὰ παραβολικὰ χωρία, ὡς καὶ εἰς τὴν μέτρησιν τῶν στε- 
ρεῶν, καὶ θὰ τὴν σουναντήσωμεν εἰς τὸ ΥΙἜΙ Βιβλίον (5 1902). Εἰς 
τὸ αὐτὸ τμῆμα τοῦ ἔργου τούτου εὑρίσκεται καὶ ἡ Μέϑοδος τῶν 
ἀδιαιρέτων τοῦ (αναῖϊετὶ, ὡς καὶ ἡ ΜΈέϑοδος ἀϑροίσεως, τὴν ὁποίαν 
πυνάηεθα νὰ ἐπισυνάψωμεν εἰς τὰς δύο πρώτας. 

Οἱ τύποι τοῦ κατὰ προσέγγισιν ὑπολογισμοῦ ἐμβαδῶν τοὺς 
ὁποίους θὰ χρησιμοποιήσωμεν εἶναι οἱ τοῦ ὙΠοτηαΒ ϑίπιρβοσ (6., 
πϑ 9583) καὶ τοῦ Ροποεὶϊεῖ (6., παϑ 357). 

Ὁ τελευταῖος οὗτος τύπος ἐτροποποιήθη ἐπιτυχῶς ὑπὸ τοῦ Ῥατ- 
τηβπίϊοὲ (Ο., πο 996). 


Θεώρημα 617 


1648. Τὸ ἐμβαδὸν πολυγώνου περιγεγραμμένου εἰς περιφέρειαν εἶ- 
ναι ἴσον πρὸς τὸ ἥμισν τοῦ γινομένον τῆς περιμέτρου αὐτοῦ ἐπὶ τὴν 
ἀκτῖνα τῆς περιφερείας. 


Ἑπειδὴ τὸ πολύγωνον τοῦτο ἀναλύεται εἰς τρίγωνα ἔχοντα 
ὕψος κοινὸν ρ καὶ βάσεις τὰς πλευρὰς αὐτοῦ. 
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Θεώρημα δ18 


2640. 1) Αἱ συνδέουσαι τὸ κέντρον βάρους τριγώνου μὲ τὰς κορυ- 
φὰς αὐτοῦ εὐθεῖαι, διαιροῦν τὸ τρίγωνον εἰς τρία ἄλλα ἰσοδύναμα. 
2) Αἱ τρεῖς διάμεσοι διαιροῦν τὰ τρίγωνα εἰς ξξ ἄλλα ἰσοδύναμα. 


Θεώρημα τοῦ Μεείεπ 819 


1660. "Ἐὰν κατασχενάσωμεν τετράγωνα ἐπὶ τῶν τριῶν πλευρῶν ὀρϑο- 
γωνίον τριγώνου ΑΒΓ (σχ. 1001) 
καὶ φέρωμεν τὰς ΗἸ, ΤΚ, ΛΘ: 

1 “Ἕκαστον τῶν τριγώνων 
ΑΚΙ’, ΒΛΘ, ΓΗ͂Ι εἶναι ἰσοδύνα- 
μον πρὸς τὸ ΑΒΓ. 

9) Τὸ ἄϑροισμα τῶν τετρα- 
ἡώνων τῶν πλευρῶν τοῦ σχημα- 
τιζομένου ἑξαγώνου Κ]Ί΄... εἶναι 
τὸ ὀκταπλάσιον τοῦ τετραγώνον 
τῆς ὑποτεινούσης. 


᾽Ας προεκτείνωμεν τὴν ΛΒ 
καὶ ἂς φέρωμεν τὴν κάθετον 
ἐπ᾿ αὐτὴν ΘΜ. 

1) Τὰ τρίγωνα ΒΜΘ, ΒΑΓ 
εἶναι ἴσα, τὰ ΒΛΘ, ΒὀΜΘ 
, ἰσοδύναμα: ἄρα τὰ τρίγωνα 
Β Η ΒΛΘ καὶ ΑΒΓ εἶναι ἰσοδύ- 


Σχ. Ἰ0Ω1. ναμα, κλπ. 
2) Ἔκ τοῦ τριγώνου ΒΘΛ 
ἔχομεν 


ΘΛ -Ξ- γ᾽ - αὐ 28Λ. ΒΜ -Ξ γ5 -Ἡ αἴ -Ἐ 2γ -Ξ- α' - 3γ". 
᾿Αναλόγως, 
Η]13 ΞΞ- α - 3β: καὶ ΚΚ|΄3 ΞΞ β᾽Ρ -Ἡ γ᾽. 


Τὸ ἄθροισμα ἑπομένως τῶν τετραγώνων τῶν πλευρῶν τοῦ 
ἐξαγώνου εἶναι 


4α’ Ὁ 489 -Ἐ- 4γ: -- 4.’ -Ἐ 4(β᾽ - γ") -- 8α". 

156δ0 α. Σημείωσις. Τὸ ἀνωτέρω θεώρημα εἶναι τοῦ Ν᾽ εοίΐοπ 
καθηγητοῦ εἰς ΝίνιοβΒ. ᾿Ἐδημοσιεύθη εἰς τὰ 44. ἀε ενοπηε, τόμ 
ΝΙ (1816 - 1817), σ. 322, πο5.5 καὶ 6, ἐπὶ τῇ εὐκαιρίᾳ τῆς σπουδῆς 
τοῦ σχήματος τοῦ ἀποτελουμένου ἐκ τυχόντος τριγώνου καὶ τῶν 
ἐπὶ τῶν ἘΠΕΤΡΟΥ του κατασκευᾳζομένων, ἐξωτερικῶς αὐτοῦ, τετρα- 
γώνων (Βλ. ἔπμ. 8 1773 Δ... φΦ). Ἢ πρότασις ἀληθεύει διὰ πᾶν 
τρίγωνον, μὲ τὴν ἑξῆς τροποποίησιν τοῦ δευτέρου μέρους του: 

Τὸ ἄϑροισμα τῶν τετραγώνων 13 -Ἐ 11Κ5 -Ἐ ΛΘΡΓΡ εἶναι ἔσον πρὸς τὸ 
τριπλάσιον τοῦ ἀϑροίσματος τῶν τετραγώνων τῶν τριῶν πλευρῶν τοῦ τρι- 
γώνου. 


Θεώρημα 620 


1661. Πᾶν ὀρϑογώνιον τρίγωνον εἶναι ἰσοδύναμον πρὸς τὸ ὀρϑογώ- 
νιον τῶν δύο τμημάτων, εἰς ἃ διαιρεῖται ἣ ὑποτείνουσα ὑπὸ τοῦ σημείου 
ἐπαφῆς τοῦ ἐγγεγραμμένου κύκλου (Βιτίεῖ, Πυδίϊα, Ν. Α. 1856, σ. 290). 


᾿Επειδὴ (σχ. 1002), 
ΑΕ -ΞαΖξἕῆρρ, ΓΈΞξμ, ΒΖΞ-εν, 
τὸ διπλάσιον τοῦ ἐμβαδοῦ τοῦ τριγώνου εἶναι 
(ΑΕ ΕΓ) (ΑΖ - ΖΒ) ΞΞ 2Ε ΞΞ ρ -Ἐ μ)ίρ - ν) Ξβ ρ' -Ἐρ (ἃ -Ἐ ν) τιν. 
᾿Αλλὰ ΡΤ ρίμ - ν) εἶναι τὸ ἐμ- 
βαδὸν τοῦ τριγώνου, ἀφοῦ ΒΡ ἐκ- 
φράζει τὸ διπλάσιον τοῦ ἐμβαδοῦ τοῦ 
τριγώνου ΔΟΓΙ ἢ τὸ ἐμβαδὸν τοῦ 
τετραπλεύρου ΔΟΕΓ, καὶ ρν ὁμοίως 
ἐκφράζει τὸ ἐμβαδὸν τοῦ τετραπλεύ- 
ρου ΒΔΟΖ, ρ δὲ εἶναι τὸ ἐμβαδὸν 
τοῦ τετραγώνου ΑΕΟΖ. Ἑπομένως, 


2 ΞΞΕ Ἐμν ἢἤΕε:ξμ.ν. 


Θεώρημα 621 


1652. Τὸ ἐμβαδὸν ἑνὸς τριγώνου εἶναι ἰσοδύναμον πρὸς τὸ ὀρϑογώ- 
νιον τῆς ἀκτῖνος τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας καὶ τῆς ἡμιπεριμέ- 
τρου τοῦ ὀρϑικοῦ αὑτοῦ τριγώνον. 


᾿ῶς γνωρίζομεν (88 2929 καὶ 663), ἡ ἀκτὶς ΑΟ εἵναι κάθετος 
ἐπὶ τὴν ΔΖ καὶ τὸ ἐμβαδὸν ἑπομένως τοῦ 
τετραπλεύρου ΑΔΟΖ εἶναι ἴσον πρὸς 


ΚΕ. ΣΟΥ . ᾿Αναλόγως 


2 
(ΒΔΟε)--ἰ.-ΦἙ, 
(ΓΕΟΖ) --ἃ "τὰ 

ἼΑρα, 

(ΑΒΓ) --π. ΞΕ πὶ “ἐπ Ξ 


: 1668 α. Σημείωσις. 1) ᾽Αν 2τ΄ εἶναι ἡ περίμετρος τοῦ ὀρθικοῦ 
τριγώνου ΔΕΖ, θὰ ἔχωμεν 


Ε Ξ- [ΑΒΓῚ ΞΞ-  Ἀτ΄. 


2) ᾽Ο προηγούμενος τύπος ἀληθεύει δι᾿ ὀξυγώνιον μόνον τρί- 
γώνον, ᾿Εὰν ἡ γωνία Α εἶναι ἀμβλεῖα, θὰ εἶναι 


Ε --- Ε (τ' “ π- ΔΖ), 
ὅπου ΔΖ ἡ πλευρὰ τοῦ ὀρθικοῦ, ἡ ἐντὸς τῆς γωνίας Α κειμένη. 
Θεώρημα 5281 -- 1 


1662 β. Ἢ περίμετρος τοῦ ὀρϑικοῦ τριγώνου ΔΕΖ τοῦ. τριγώνου 
ΑΒΓ εἶναι ἴση πρὸς τὸ πηλίκον τοῦ γινομένον τῶν πλευρῶν τοῦ ΑΒΓ 
διὰ τὺ διπλασίον τετραγώνου τῆς περιγεγραμμένης εἰς αὐτὸ περι- 
φερείας. 


(ΑΒΓ)--Ε-- ΡΥ. . (ΔΕ -- ΕΖ-Ἐ ΖΔ) 


ΔΕ ΕΖ. ΖΔ-- αΡν, 


Θεώρημα δ621-- 


1652 γ. "Ἐὰν Π, Ῥ, Σ εἶναι αἱ προβολαὶ τοῦ κέντρου βάρους τριγώ- 
νου ΑΒΓ ἐπὶ τῶν πλευρῶν του, ἰσχύει ἧ σχέσις : 


.. 4 μαλ- β'- γ᾽ 
(Ν. (. Μαιϑι., τοῦ (κία]αη, 1874 - 75, σ. 107). 


Θεώρημα 621--11 


1662 ὃ. ᾿Ἐὰν ἘΠκαριστάνῃ τὸ ἐμβαδὸν τοῦ ὀρϑιχοῦ τριγώνου τοῦ 
ποδιχοῦ τριγώνον τοῦ κέντρου τῆς ἐγγεγραμμένης περιφερδίας εἰς τὸ 
τοίγωνον ΑΒΓ', ϑὰ εἶναι 

γος 16 Εὖ ΒΝ ρ Δ; 
Εἰ τ πρστα ἘΡτν ἢ ΞΕ (21) 

(Ν. ὦ. Μ., 1874 . 75, σ. σ. 75, 187 - πιὸ 6, 224). Ο πρῶτος τύπος 

εἶναι τοῦ Ηαΐπ καὶ ὁ δεύτερος τοῦ Νουϊετρ. 


Θεώρημα δ22 


1658. Ἔστω ΑΒΓ τρίγωνον καὶ Δ, Ε, Ζ τὰ δεύτερα πέρατα τῶν 
διὰ τῶν Α, Β, Γ' ἀντιστοίχως διαμέτρων τῆς περιγεγραμμένης εἰς τὸ τρί- 
γωνον περιφερείας (0). Δείξατε ὅτι τὸ 
ἐξάγωνον ΑΖΒΔΙΓῈ εἶναι διπλάσιον τοῦ 
τροιγώνον (Ν. Α., 1844, σ. 317). 

Τὰ τετράπλευρα ΑΖΒΔ, ΔΓΕΑ 
εἶναι ἴσα, ἀφοῦ 


ΔΙΓΞ-ΞΞ ΑΖ, ΓΕ -- ΖΒ καὶ ΕΑ :-Ξ-ΒΔ. 
᾿Αρκεῖ νὰ δειχθῇ ὅτι τὸ τρίγωνον 
ΑΒΓ εἶναι ἰσοδύναμον πρὸς ἕν τῶν 
τετραπλεύρων τούτων. 
Επειδὴ τὰ τρίγωνα, τῆς αὐτῆς 
βάσεως καὶ τοῦ αὐτοῦ ὕψους, εἶναι 
ἰσοδύναμα, θὰ ἔχωμεν 


(ΒΟΓ) -- (ΓΟΕ) 


"Ἄρα, διὰ προσθέσεως: 
(ΑΒΓῚ ΞΕ (ΑΔΓΕ.). 
1664. Παρατήρησις. Τὸ ὁξάγωνον τὸ κατασκευαζόμενον κατὰ τὸν προῆ- 
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γούμενον τρόπον ἀλλὰ δι᾽ ἀντικαταστάσεω: τῶν διαμέτρων διὰ τῶν ὑψῶν τοῦ 
τριγώνου, δἶναι ἰσοδύναμον πρὺς τὸ πρῶτον ἐξάγωνον. 


'Επειδὴ ἀμφότερα εἶναι ἰσοδύναμα πρὸς τὸ διπλάσιον τοῦ 
τριγώνου. 
Θεώρημα δ826-- 1 


16δδδ. Τὸ ἐἑξάγωνον ΑΕΓ ΜΒΖ γίνεται μέγιστον ὅταν αἱ εὐϑεῖαι ΑΔ, 
ΒΕ, ΓΖ εἶναι αἱ διχοτόμοι τῶν γωνιῶν τοῦ τριγώνου ἥ, ὅπερ τὸ αὐτό, 
αἱ εὐϑεῖαι ΟΔ, ΟΕ, ΟΖ κάϑετοι ἐπὶ τὰς πλευρὰς τοῦ τριγώνον. 


Ἢ διχοτόμος τῆς γωνίας Α (σχ. 1004) διέρχεται διὰ τοῦ ἐσ 
τοῦ τόξου, ὡς καὶ ἡ κάθετος ΟΜ’ τὸ δὲ τρῴγωνον ΒΜΓ»ῬΒΔΙ κλπ. 


Θεώρημα 628 


1666. “Ἔστω Η τὸ ὀρϑόκεντρον ὀξυγωνίου τριγώνον ΑΒΓ καὶ ΑΔΒ 
ὀρϑογώνιον, κατὰ τὸ σχῆμα 1008, τρίγωνον, 
ἔχον τὴν κορυφὴν τῆς ὀρϑῆς γωνίας ἐπὶ τοῦ 
ἐκ τοῦ Γ ὕψους τοῦ ἀρχικοῦ τριγώνου. Δεί- 
ἕατε ὅτι τὸ ἐμβαδὸν τοῦ ΑΔΒ τριγώνου εἶναι 
μέσον ἀνάλογον ἐκείνων τῶν ΑΒΓ καὶ ΑΒΗ. 


1η ᾿Απόδειξις. ᾿Επειδὴ τὰ τρία ταῦτα 
τρίγωνα ἔχουν κοινὴν βάσιν ΑΒ, ἀρκεῖ νὰ 
δειχθῆ ὅτι 
ΔΛΉΊΞΞ ΔΓ. ΔΗ, 


ἢ ὅτι 
ΔΑ.ΔΒΈΔΓ.ΔΗ 


ἀφοῦ, ἐκ τοῦ ὀρθογωνίου τριγώνου ΑΛΒ, 
εἶναι ΔΛ: --ΔΑ. ΔΒ. Τὰ τρίγωνα ΑΔΗ 
καὶ ΓΔΒ εἶναι ὅμοια, ἐπειδὴ αἱ εἰς τὰ Α 
καὶ Γ γωνίαι αὐτῶν εἶναι ἴσαι. 


'Επομένως "- 
ΑΔ ΔΗ 
ΓΔ ΒΔ ἢ ΔΑ.ΔΒ-- ΔΓ. ΔΗ. 


3α ᾿Απόδειξις. ᾿Εὰν θεωρήσωμεν τὸ σχῆμα ΗΑΒΓ ὡς προβολὴν 
ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον τῆς ἕδρας ΑΒΓΓ τετραέδρου Καὶ - ΑΒΓ τρισορθογω- 
νίου εἰς Κὶ, τὸ τρίγωνον ΑΛΒ δύναται νὰ θεωρηθῇ ὡς ἡ κατάκλι- 
σις ἐπὶ τοῦ ἰδίου ἐπιπέδου τῆς ἕδρας ΑΚΒ. ᾽Εὰν ἀνεγείρωμεν τὸ 
τρίγωνον τοῦτο εἰς τὴν ἀρχικήν του θέσιν, τὸ τρίγωνον ΓΔ θὰ 
εἶναι προφανῶς ὀρθογώνιον καὶ θὰ ἔχωμεν: 


ΔΚ’-- ΔΗ .Δγ, 
ἢ ΔΛ᾿-- ΔΗ. ΔΊ, 
ἀφοῦ ΔΛ-- ΔΚ. 


Θεώρημα δ28--1 


1667. ᾽πὶ ἑκάστης πλευρᾶς ὀξυγωνίου τριγώνου ΑΒΓ κατασκενά- 
ἕομεν τρίγωνον ὀρϑογώνιον ἔχον τὴν κορνφήν του ἐπὶ τοῦ ἀντιστοίχου 
ὕψους ἢ τῆς προδκτάσεώς του. Δείξατε ὅτι τὸ ἄϑροισμα τῶν τετραγώ- 
γῶν τῶν τριῶν οὕτω κχατασχεναζομένων τριγώνων εἶναι ἴσον πρὸς τὸ 
τετράγωνον τοῦ ἐμβαδοῦ τοῦ τριγώνου ΑΒΓ (Σχ. 1005). 
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"Εστωσαν Λ, Μ, Ν, Ε τὰ ἐμβαδὰ τῶν τριῶν τριγώνων καὶ 
τοῦ ΑΒΓ. 
Κατὰ τὴν προηγουμένην ἄσκησιν, θὰ ἔχωμεν 


ΛΡΞΞΕ. (ΑΒΗ), ΜῬΞΞὉἨΕ ((ΑΓΗ}, Νἔῖ ΞΞ Ε. (ΒΓΗ). 
᾿Επομένως 


Λ'-Ἐ ΜεῈὶ-Ἐ Ν’ -- Ε[(ΑΒΗ})-Ἐ (ΑΓΗ) - (ΒΓΗ)]-Ξ Ε-. 
Θεώρημα δ24 


͵ 1668. ᾿Ἐὰν δύο τρίγωνα ἔχουν τὸ αὐτὸ ὕψος, τὰ εἰς αὐτὸ ἐγγεγραμ- 
μένα ὀρϑογώνια, τὰ ἔχοντα τὸ αὐτὸ ὕψος, ἔχουν λόγον ἐμβαδῶν ἴσον 
πρὸς τὸν λόγον τῶν ἐμβαδῶν τῶν τριγώνων. 


(Μέϑοδοι, δ 200). 


Θεώρημα τοῦ Οἰαίγαμί 6285 


1669. "Ἐπὶ δύο τῶν πλευρῶν, ΑΒ, ΑΓ, τριγώνου ΑΒΓ κατασχευά- 
ἴομεν παραλληλόγραμμα τυχόντα ΑΒΔΕ;, ΑΓΖΘ, κατὰ τὸ σχῆμα 1006’ 
προεκτείνομεν ἀχολούϑως τὰς πλευρὰς 
ἢ αὐτῶν ΔΕ καὶ ΖΘ μέχρι τῆς τομῆς των 
1 Η, φέρομεν τὴν ΗΑΜ καὶ ἐπὶ τῆς 
Ἐς προεχτάσεως αὐτῆς λαμβάνομεν τμῆμα 

ΜΝ -ΞξΞ ΑΗ. 

ἼἝοσοτω ΒΓΚΛ τὸ παραλληλόγραμμον 
μὲ ἀπέναντι πλευρὰς ΒΛ Ξ-Ξ- ΓῈ -Ξ ΜΝ. 
Δείξατε ὅτι τοῦτο εἶναι τὸ ἄϑροισμα 
τῶν δύο πρώτων παραλληλογράμμων 
καὶ κατόπιν τούτου συναγάγετε τὴν 
ἀλήθειαν τοῦ Πυϑαγορείου Θεωρήματος. 

Διὰ τῶν κορυφῶν ἢ καὶ Γ φέρο- 
μεν τὰς παραλλήλους ΛΒΡ, ΚΓΣ 
πρὸς τὴν ΑΜ. ᾿Ἐπειδὴ τὰ τῆς αὐ- 


Ὁ» θόοος ο 


ἢ τῆς βάσεως καὶ τοῦ αὐτοῦ ὕψους 
Σχ. 1000. παραλληλόγραμμα εἶναι ἴσα, θὰ 
ἔχωμεν 
(ΒΓ) τΞ (ΓΚΛ), (ΑΒΔΕ)-ΞΞ (ΑΒΡΗ), (ΑΓΖΘ):- (ΑΓΣΗ). 
᾿Αλλ᾽ εἶναι ΑΉἩ -- ΜΝ κλπ. 
Ἄρα (ΜΝ ΛΔ) ΞΞ (ΑΒΡΗ), (Γ ΜΝ) ΞξΞ (ΑΓΣΗ.) 
καὶ (ΑΒΔΕ) -Ἐ(ΑΓΖΘ) -Ξ- ([ΒΓΙ17). 


1669 α. Σημείωσις. Τὸ ΦΉΣΩ τοῦτο ἀποδίδεται συχνὰ εἰς 
τὸν ἀδελφὸν τοῦ Γ(ἰκαίταυς (βλ. ΜΕΐοπ ἀο ἐαὶϊΐ8, ασ. 131), μολονότι 
ἀνήκει εἰς τὸν Πάππον. ((ατὰ τὰς Πέογόα(ϊοτι8 ἡνλαϊμόνιαίφυιοθ τοῦ 
Οχαπϑπι, ἐπανεκδοθείσας καὶ ἐπαυξηθείσας ὑπὸ τοῦ Μοπίιοϊδ, 
1778. Βλ. ἐπίσης Μαϊμεϑὶ5, 1908, σ. 13). 


Θεώρημα τοῦ Πυϑαγόρον δ268-- 
1660. Τὸ ἐπὶ τῆς ὑποτεινούσης ὀρϑογωνίον τριγώνου κατασκενυαζό- 


μενον τετράγωνον εἶναι ἴσον πρὸς τὸ ἄϑροισμα τῶν ἐπὶ τῶν καϑέτων 
πλευρῶν τοῦ τριγώνου κατασχευαζομένων τετραγώνων. 
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Δυνάμεθα νὰ ἀναγάγωμεν τὸ θεώρημα τοῦτο εἰς τὸ προηγού- 
μενον. ᾿Αρκεῖ πράγματι νὰ δειχθῇ 
ὅτι ἡ εὐθεῖα ΑΗ (σχ. 1007) εἶναι 
τη πρὸς τὴν ὑποτείνουσαν ΒΓ καὶ 
κάθετος ἐπ᾽ αὐτήν. 

Τὰ ὀρθογώνια τρίγωνα ΑΒΓ, 
ΕΑΗ εἶναι ἴσα, ὡς ἔχοντα ἴσας τὰς 
καθέτους αὐτῶν πλευράς: 


ΑΒ -ΞΑΕ, ΑΓ -ΞΑΘ -ΞΕΗ. 
Ἑπομένως 
ΑΗ -Ξ ΒΓ. 
“΄ἶς ΄“΄ς 
᾿Αφ᾽ ἑτέρου, ΕΑΛΗ Ξ ΓΑΜ, ὡς 
κατὰ κορυφήν, καὶ κατὰ συνέπειαν 
΄“΄ς ΄ἧςοΉ 
ΓΑΜ -Ξ ΑΒΓ. 
Εἶναι δηλ. ἡ ΑῊΉΜ κάθετος ἐπὶ 
τὴν ΒΓ. 


Σ1. 1007. 


Π]αορατήρηοις. Τὸ θεώρημα δύνα- 
ε: νὰ ἀποδειχθῇ κατὰἀ πολλοὺς τρόπους. ᾿Αναφέρομεν τινὰς ἐξ 
αὐτῶν. 


ἌΛΛΑΙ ΑΠΟΔΕΙΞΕΙΣ 


1) ᾽᾿Επὶ τῆς ΙΚ' κατασκευάζομεν τρίγωνον ὀρθογώνιον ΙΛΙΚ ἴσον 
πρὸς τὸ δοθὲν καὶ εἰς τρόπον, ὥστε ἡ [ΙΛ νὰ εἶναι παράλληλος 
πρὸς τὴν ΑΒ (Σχ. 1008). 


ΠῚ 
ξκ. Ἰθθβ. 


Τὰ τέσσαρα τετράπλευρα ΔΒΓΖ, ΔΕΘΖ, ΑΒΚΛ, ΑΓΙΛ εἶναι 
ἴσα, ὡς ἀλληλοεπιθέσιμα, καὶ τὸ ἐξάγωνον ἑπομένως ΔΒΓΖΘΕΔ 
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ἰσοδύναμον πρὸς τὸ ἐξάγωνον ΑΒΚΛΙΓΆ. ᾿Επειδὴ δὲ τὰ δύο 
ταῦτα σχήματα ἔχουν κοινὸν μέρος τὸ ΑΒΓ καὶ 


ἈΕΘ -ΞΞΊΙΛΙ, 
ἕπεται ὅτι τὰ ὑπολειπόμενα μέρη αὐτῶν εἶναι ἰσοδύναμα, ἢ 
(ΒΓΙΚ) Ξξ- [ΑΒΔΕ) -(ΑΓΖΘ.. 


2) Φέρομεν τὰς καθέτους ΑΔΕ, ΖΗΛ (σχ. 1009). Τὰ τρίγωνα 
ΑΒΓ, ΖΗΘ εἶναι ἴσα καὶ τὰ παραλληλόγραμμα ΑΒΖΗ, ΑΓΘΗ 


Σχ. 4010. Σχ. 4011. 


ἰσοδύναμα ἀντιστοίχως πρὸς τὰ τετράγωνα ΒΜ καὶ ΑΝ. ἴΑρα... 
3) στῶ ΑΒΓ τὸ ὀρθογώνιον τρίγωνον (σχ. 1010) καὶ ΒΓΔ 
τὸ ἐπὶ τῆς ὑποτεινούσης του τετράγωνον. 
Φέροντες τὰς καθέτους ΔΖ, ΕΘ ἐπὶ τὴν ΑΒ καὶ τὰς ΓΜ, ΕΝ 
ἐπὶ τὴν ΔΖ, λαμβάνομεν τέσσαρα ὀρθογώνια καὶ ἴσα τρίγωνα. 


Σ.. λ010. Σχ. 4013. 


᾿Επειδὴ δέ, ἂν ἀφαιρέσωμεν ἀπὸ τὸ πεντάγωνον ΑΘΕΔΓ δύο 
ἐκ τῶν τριγώνων τούτων, λαμβάνομεν ὡς ὑπολειπόμενον μέρος τὸ 
ἐπὶ τῆς ὑποτεινούσης ΒΓ τετράγωνον, ἐνῷ, ἂν ἀφαιρέσωμεν τὰ 
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τρίγωνα ΓΜΔ καὶ ΔΝΕ, ὑπολείπεται μέρος ἰσοδύναμον πρὸς τὸ 
ἄθροισμα τῶν ἐπὶ τῶν ἄλλων καθέτων πλευρῶν τοῦ τριγώνου 
ΑΒΓ τετραγώνων, ἡ ἀλήθεια τῆς ἀρχικῆς προτάσεως εἶναι πρό- 
δηλος. 

4) "Ἑστω πάλιν ΒΓΔΕ (σχ. 1011) τὸ ἐπὶ τῆς ὑποτεινούσης τε- 
τράγωνον, ΘΝ καὶ ΝΗ τὰ ἴσα πρὸς τὰ ἐπὶ τῶν καθέτων πλευρῶν 


Σχ. 1014. 


κατασκευαζόμενα τετράγωνα. 'ῶς ἐκ τοῦ σχήματος καταφαίνε- 
ται εἶναι 


(ΑΖΗ) -- ([ΒΓΔΕ)-- (ΑΒΓ) -(ΒΘΕ)-Ἐ (ΕΖΔ) -(ΔΗΓ)-- 
--- (ΒΓΔΕ) - 4(ΑΒΓ[), 
(ΑΘΖΗ) -- (ΗΔΝΛ) -ΜΘΕΝ) -(ΔΝΕΖ7) -- (ΛΝ ΜΑ) -- 
-- (ΗΔΝΔ) --ΜΘΕΝ) -Ἐ 4 (ΑΒΓ). 
(ΒΓΔΕ) -- (ΗΔΝ Δ) -Ἐ(ΜΘΕΝ). 


Ἄρα 


᾿Ιδοὺ ἀκόμη τρεῖς ἄλλαι ἀποδείξεις τῆς προτάσεως δι᾽ ἀναλύ- 
σεως τοῦ σχήματος εἰς μέρη. 

5) (Σχ. 1013). Ἡ ἐκ τῆς ἐποπτείας τοῦ σχήματος πρόδηλος 
αὕτη λύσις ὀφείλεται εἰς τὸν Ο, Τεὰτν (Βι οἰϊα ἀ68 ϑοίφηοοβ Μαίβ. 
εἰ Ῥῆνδ. ἐϊδηιοηίαὶνεθ τῶν Θετατὰ καὶ ΜΊΓΒΕεΙ). 

6) (Σχ. 1012). Ἧ λύσις αὕτη, ὁμοίως ἐποπτικῆ εἶναι τοῦ 8. ἀε 
Ϊἷα (ατῶρα (1,645 Ῥαϊπια5) ({π|. ἃ. Μαίμ., 1902, σ. 68, πο 2303). 

7) Ἢ τοῦ Σχ. 1014 ἀνήκει εἰς τὸν ᾿Ιάπωνα Μοδείποθὶ 150- 
πῦγα, Κατὰ τὸ 1684 (]1ηἰ. ἃ. Μαίῃ., 1903, σ. 315). 
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8) Ἢ λύσις τοῦ ᾿Ινδοῦ γεωμέτρου Βμαβοατα (Σχ. 1015) συνο- 
δεύεται "πετηγηματικος ὑπὸ τῆς μόνης λέξεως : ᾿1δέ. (Βλ. σχετι- 
κῶς 1. ἀ. Μ., 1902, π9 2496, σ. 320, ἄρθρον τοῦ Ρ. -Ε. Τεὶῖμοῖ). 

9) "Ἔστω ΑΒΓ τὸ ὀρθογώνιον 
ἀν πὰ; «τρίγωνον (σχ. 1016). Μὲ κέντρον 
ὝΞΣ : τὸ ἕν τῶν ἄκρων Β τῆς ὑποτει- 

, νούσης καὶ ἀκτῖνα γ, γράφομεν 


᾿ περιφέρειαν. 
δ}... Θὰ ἔχωμεν: 
Ἢ ᾿ ΑΓ: -- ΓΔ. ΓΕ 
ων δῦ ἢ β᾽-- (α -ΕΥ)(α -- γ) ΞΞ αϑ --- γ᾽. 
ὙπΡο 10) Τὸ διπλάσιον τοῦ ἐμβαδοῦ 
Σχ τοῖα τοῦ τριγώνου ΑΒΓ δίδεται ὑπὸ 
τοῦ τύπου 


2Ε-:τ- βγξετρ-ετίτ-- α). (8 143) 
Ἑπομένως, Ζ2βγ-ε(α-Ἐ β- γ} (β -Ἐ -- α) 
α᾽ τΞ  β' -τ γ᾽. 


(Μο]]πιαπ9 καὶ ὙΒῖγΥ, Μαι)ιοδὶθ, 1902, σ. 17, π᾿ 3 καὶ σ. 42, α᾽ 
παραπομπή). 


ἢ 


1601. Σημείωσις. Ἢ πρώτη ἀπόδειξις εἶναι τοῦ Τεταιρι. Διὰ 
διαφόρους ἄλλας ἀποδείξεις τοῦ Πυθαγορείου θεωρήματος βλέπε 
Ικίορηι. ἃ. Μαϊβ., 1903, σ. 172, πο 2496.---1908, σ. σ. 124, 216, 284, 
τι 3403. -- 1909, σ. 79. 

Θεώρημα δ28--11 


1662. Τὸ ἐμβαδὸν τετραπλεύρον τυχόντος ΑΒΓΔ εἶναι ἴσον πρός : 
1) Τὸ γινόμενον μιᾶς διαγωνίου αὐτοῦ ἐπὶ τὸ ἡμιάϑροισμα τῶν ἀπο- 
στάσεων τῶν ἄκρων τῆς ἄλλης διαγωνίου ἀπὸ τῆς πρώτης. 
2) Τὸ ἥμισυ γινόμενον τῶν διαγωνίων ἐπὶ τὸ ἡμίτονον τῆς γωνίας 
αὐτῶν. 
ὃ) Τὸ γινόμενον τῶν διαμέσων ΕΘ, ΖΗ αὐτοῦ (Σχ. 1017) ἐπὶ τὸ 
ἡμίτονον τῆς γωνίας των. 


Θεώρημα δ26 


1668. ᾽Εὰν δύο εὐθύγραμμα τμήματα ὡρισμένων μηκῶν τέμνωνται 
κατὰ σταϑερὰν γωνίαν, τὸ τετράπλευρον, τὸ ἔχον ὡς διαγωνίους τὰ 
τμήματα ταῦτα, ἔχει σταϑερὰν τὴν ἐπιφάνειαν. 


(Μέϑοδοι, 8 155). 


1668 α. Τὸ τετράπλευρον τῶν ποδῶν τῶν καϑέτων, τῶν ἀγομένων 
ἐκ τυχόντος σημείου εἷς τὸ ἐσωτερικὸν τετραγώνου ἐπὶ τὰς πλευρὰς 
αὐτοῦ, ἔχει ἐπιφάνειαν σταϑεράν. 


Θεώρημα 526-11 


1668 β. "ἀν μεταβλητοῦ τετραπλεύρον ΑΒΓΔ δύο ἀπέναντι κορυ- 
φαὶ Α, Τ' κινοῦνται (ἰσοταχῶς καὶ κατὰ τὴν αὐτὴν φορὰν) ἐπὶ δύο πα- 
ραλλήλων εὐδϑειῶν ΑΧ, ΓῪ, αἱ δὲ δύο ἄλλαι εἶναι σταϑερὰ σημεῖα, ἡ 
ἐπιφάνεια αὐτοῦ μένει ἀμετάβλητος (Ργουπεί). 


Ἐπειδὴ τὰ μήκη τῶν διαγωνίων καὶ ἡ γωνία τῶν δὲν μετα- 
βάλλονται (δ 1563). 
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Παρατηρήσεις. 1) ᾿Εἀν αἱ κορυφαὶ Β, Δ κινῶνται καθ᾽ ὅμοιον 
τρόπον ἐπὶ δύο ἄλλων παραλλήλων Β.Χ΄, ΔΥ’ καὶ Α’Β’Γ΄ Δ’ εἶναι 
αἱ θέσεις τῶν τεσσάρων κορυφῶν κατά τινα στιγμήν, τὰ τετρά- 
πλευρα ΑΒΓΔ καὶ Α'Β’Γ΄Δ’ εἶναι ἰσοδύναμα. 

2) Τὸ ἀνάλογον θεώρημα ἰσχύει καὶ διὰ δύο τετράεδρα ΑΒΓΔ, 


Α΄ΒΤ΄' Δ΄. 
Θεώρημα δ26--11 


2664. Τὸ παραλληλόγραμμον τῶν μέσων τῶν πλευρῶν τυχόντος τε- 
τραπλεύρου εἶναι τὸ ἥμισυ αὐτοῦ. 

Τὸ παραλληλόγραμμον, τὸ περιγεγραμμένον εἰς τετράπλευρον καὶ 
ἔχον τὰς πλευράς του παραλλήλους 
πρὸς τὰς διαγωνίους, εἶναι διπλά- 
σιον τοῦ τετραπλεύρον. 


Τὸ παραλληλόγραμμον ἘΖΘΗ 
εἶναι τὸ ἥμισυ τοῦ τετραπλεύρου 
ΑΒΓΔ καὶ τοῦτο τὸ ἥμισυ τοῦ πε- 
ριγεγραμμένου παραλληλογράμ- 
μου. ᾿᾽᾿Εἀν α,β εἶναι τὰ μήκη 
τῶν διαγωνίων καὶ Φ ἡ γωνία 
τῶν, θὰ εἶναι 


"ΚΛ -- αβ ημ Φ, 
ΑΒΓΔ-- ϑρηὲφ. ! 


ΕΖΘΗ-- σρπεφ. 


Παρατήρησις. Αἱ ἀνωτέρω προτάσεις δύνανται νὰ θεωρηθοῦν 
εἰδικαὶ περιπτώσεις τοῦ ϑεωρήματος τοῦ Ῥγοιι οί (8 1575). 


Θεώρημα δ27 


1668. Πᾶσα εὐϑεῖα διὰ τοῦ μέσον τῆς διαμέσου τραπεζίου καὶ τέμ- 
γουσα τὰς βάσεις αὐτοῦ, διαιρεῖ τὸ τραπέζιον εἰς δύο ἄλλα ἰσοδύναμα. 

Ὑποτίθεται ὅτι ἡ εὐθεῖα αὕτη τέμνει τὴν μικροτέραν βάσιν τοῦ 
τραπεζίου εἰς σημεῖον ἐσωτερικὸν αὐτῆς. Ἄλλως, ἡ σπουδὴ τοῦ 
ζητήματος καθίσταται μᾶλλον πε- 
ρίπλοκος. 

(Μέϑοδοι, 8 254). 


Θεώρημα δ28 


1666. Τὸ ἐμβαδὸν παντὸς τραπε- 
ζίον εἶναι ἴσον πρὸς τὸ γινόμενον μιᾶς 
τῶν μὴ παραλλήλων πλευρῶν ἐπὶ τὴν 
ἀπόστασιν τοῦ μέσου τῆς ἄλλης ἀπ᾽ 
αὐτῆς. 

Τὰ ὅμοια ὀρθογώνια τρίγωνα 
ΗΒΓ, ΡΜΝ δίδουν τὴν ἀναλογίαν 


πε εν ς 
δ΄ μ᾽ 


ἄρα καὶ τὴν δγ Ξε μη ΞΞ Ε. 


-----..ὄ 0.--..-υ--- 


.------..,.»-----.ὄ- 
.,......»-----.»---““-ὦ -- πῆ πἰ-- 
Ο᾽., ἡ......-.ὕ. τ: 
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Παρατήρηοις. "“Ὃ λόγος τῶν ἀποστάσεων» ἑκάστης τῶν μὴ παραλλήλων 


πλευρῶν ἀπὸ τοῦ μέσου τῆς ἄλλης εἶναι ὅ ἀντιοτροφος τοῦ: λόγου τῶν πλευ- 
ρῶν αὐτῶν, 


"Ἔστω δ΄, πράγματι, ἡ ἀπόστασις τοῦ μέσου Ν τῆς ΓΒ ἀπὸ 
τῆς ΑΔ' θὰ ἔχωμεν: δ΄. ΑΔ Ξε δ ΒΓ ἢ 


ΑΔ 


15: 
δ΄ ΒΓ 


Θεώρημα 6δ28-- 


1667. Τὰ τρίγωνα μὲ κορυφὴν τὸ κοινὸν σημεῖον τῶν διαγωνίων 
τραπεζίου καὶ βάσεις τὰς μὴ παραλλή- 
λους πλευράς, εἶναι ἰσοδύναμα. 
᾿Επειδὴ τὰ τρίγωνα ΑΔΒ, ΑΓΒ 
εἶναι ἰσοδύναμα καὶ ἑπομένως 
ΑΟΔ Ξ- ΑΔΒ -- ΑΟΒ -- 
ΞξΞ ΑΓΒ -- ΑΟΒ --ἰ ΓΟΒ. 


Θεώρημα δ28--11] 


1668. Τὰ τρίγωνα ΑΛΔ, ΒΔΓ 

(Σχ.. 1019), μὲ βάσεις τὰς μὴ παραλλή- 

λους πλευρὰς καὶ κοινὴν κορυφὴν Λ τυχὸν σημεῖον τῆς ἑνούσης τὰ μέσα 
τῶν βάσεων, εἶναι ἰσοδύναμα. 


Θεώρημα δ29 


1660. "Ἐκ τυχόντος σημείου ἐπὶ τῆς διαγωνίου παραλληλογράμμου 

φέρομεν παραλλήλους πρὸς τὰς πλευράς. δεί- 
ξατε ὅτι τὰ οὕτω σχηματιζόμενα δύο παραλ- 
ληλόγραμμα εἶναι ἰσοδύναμα. 


᾿Επειδὴ ἡ διαγώνιος ΑΓ καὶ τὰ τμή- 
ματα αὐτῆς ΑΟ, ΟΓ διαιροῦν τὸ ἀρχικὸν 
παραλληλόγραμμον καὶ τὰ λευκὰ τοιαῦτα 
εἰς τρίγωνα ἴσα. ΓΑρα... 


2). 4020. 


Θεώρημα δ80 
1670. Δίδεται παραλληλόγραμμον ΑΒΓΔ καὶ σημεῖον Ο εἰς τὸ ἐσω- 


τεριχὸν αὑτοῦ. Δείξατε ὅτι 


(ΑΟΒ)-Ἐ (ΓΔ) -- (ΒΟΓ) - (ΔΟΑ.. 


Σχ. 1028. 
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Ἔστω ΑΒ -- ΓΔ -Εα. Θὰ εἶναι 


καὶ 
(Λ08) {-(Γ0Δ}-- -Ξ' (ΜΝ) -Ξ -Φ (ΛΒΓΔ) -- (ΒΟΓ)-(ΔΟΑ). 
"Αλλὴη ἀπόδειξις. 
(ΟΑΒ) -(ΟΓΔ) ΞΞ μ-ν-Ἐ πΕρ-ΞΞ(ΟΑΔ) - (ΟΓΒ.. 
Θεώροημα δ80--1 


1671. Ἐς τὸ προηγούμενον ϑεώρημα, ἐὰν 
τὸ σημεῖον Ὁ εὑρίσκεται ἐπὶ τῆς μιᾶς τῶν 
διαγωνίων τοῦ παραλληλογράμμου, τὰ σχη- 
ματιζόμενα τρίγωνα εἶναι ἀνὰ δύο ἰσοδύναμα. 

᾿Επειδὴ τὰ τρίγωνα ΑΔΟ, ΓΔΟ λ.χ. 


εἶναι ἰσοδύναμα, ὡς ἔχοντα κοινὴν τὴν 
βάσιν ΔΟ καὶ ὕψη ΑΜ, ΓΝ ἴσα. 


Θεώρημα 5δ80--11 


1673. Τὰ τρίγωνα μὲ κορυφὴν τυχὸν σημεῖον τῆς περιμέτρου πα- 
ραλληλογράμμου καὶ βάσεις τὰς διαγωνίους 
αὐτοῦ, ἔχουν ἄϑροισμα σταϑερόν. 


ἃ 0 Γ 
Πράγματι, (ΑΟΓῚ ΞΞ- [0Δ) καὶ ἑἐπο- 
μένως: 
(ΑΟΓ) -ΒΟΔ)-- ΟΓ)  ΗΒΟΔΆ.ΞΙΒΓΔ.. 
Θεώρημα δ80--11 Δ ἢ 


1878. Ἔστω ΑΒΓΔ τυχὸν παραλληλό- Σχ. 1024, 
γραμμον καὶ Ο σημεῖον τοῦ ἐπιπέδου αὐτοῦ. 
Δείξατε ὅτι τὸ τρίγωνον μὲ κορνφὴν τὸ σημεῖον Ο καὶ βάσιν μίαν τῶν 
διαγωνίων τοῦ παραλληλογράμμου, εἶναι ἰσοδύναμον πρὸς τὸ ἄϑροισμα 
ἢ τὴν διαφορὰν τῶν τριγώνων μὲ χο- 
ουφὴν Ο καὶ βάσεις τὰς πλευρὰς τοῦ 
παραλληλογράμμου, τὰς ἐχούσας κοινὸν 
πέρας τὸ ἕν τῶν ἄκρων τῆς διαγωνίου. 
1) Θεωρήσωμεν τὴν διαγώνιον 
ΑΓ καὶ τὰς πλευρὰς ΑΒ, ΑΔ’ θὰ ἰ 
δείξωμεν ὅτι ᾿ ΒΟΥ 


(ΟΑΓ)-- (ΟΑΒ)-Ἐ(ΟΑΔ). .-Ἔ 


Διὰ τὴν σύγκρισιν τῶν τριγώνων 
μὲ κοινὴν βάσιν ΑΟ, φύρθμβεν τὰ 
ὕψη ΓΕ, ΒΘ, ΔΖ αὐτῶν. ᾿Αρκεῖ νὰ δειχθῇ ὅτι ΓΕ -- ΒΘ - ΔΖ. 

Ἔστω ΒΗ παράλληλος πρὸς τὴν ΟΑ. Τὰ ὀρθογώνια τρίγωνα 
ΑΖΔ, ΒΗΓ εἶναι ἴσα, ὡς ἔχοντα τὰς ὑποτεινούσας ἴσας καὶ τὰς 
καθέτους πλευρὰς παραλλήλους. Ἑπομένως 

ΓΗ Ξ-Ξ ΔΖ 

καὶ ΓΕ :-- ᾿ ΓΗ -ΗΖ -- ΔΖ -ΒΘ. 


Γεωμετρία δ0 


Σ.. 1075. 
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2) ᾿Εἀν τὸ σημεῖον Ο εὑρίσκεται εἰς τὸ ἐσωτερικὸν τῆς γωνίας 
ΒΑΔ ἢ τῆς κατὰ κορυφὴν αὐτῆς, τὸ τρίγωνον ΟΑΓ εἶναι ἡ δια- 
φορὰ τῶν δύο ἄλλων τριγώνων. 

3) ᾿Ἐὰν τὸ σημεῖον Ο εὑρίσκεται ἐπὶ τῆς ΑΓ ἢ ἐπὶ τῶν προ- 
εκτάσεών τῆς, (ΟΑΓ) ΞΟ καὶ τὰ δύο ἄλλα τρίγωνα εἶναι ἰσο- 
δύναμα. 


Θεώρημα τοῦ ἤδημπε 591 


1674. "Ἔστω ΑΒΓΔ τυχὸν τετράπλευρον, Μ, Ν τὰ μέσα τῶν δια- 
γωνίων τον καὶ ΜΟ, ΝΟ παράλληλοι 
πρὸς αὐτάς, τεμνόμεναι εἰς Ο. Αἴ εὖ- 
θεῖαι, αἱ συνδέουσαι τὸ σημεῖον Ο 
μετὰ τῶν μέσων τῶν πλευρῶν τοῦ τε- 
τραπλεύρου, διαιροῦν αὐτὸ εἰς τέσσαρα 
ἰσοδύναμα τετράπλευρα. 


'Αρκεῖ νὰ δειχθῇ ὅτι τὸ ἕν ἐκ 
τῶν τεσσάρων σχηματιζομένων τε- 
τραπλεύρων, ὡς τὸ ΟΘΓΙΖ, ἔχει ἐμ- 
βαδὸν ἴσον πρὸς τὸ τέταρτον τοῦ 
ἐμβαδοῦ τοῦ ἀρχικοῦ τετραπλεύρου. 
Ὁ [ΠΥ πρὸς τοῦτο τὰς εὐθείας 
ΜΒ, ΜΔ, 


8 


Παρατηροῦμεν ὅτι 
(0ΘΓΖ)--(ΓΘ2) --(Θ07) -- -- (ΓΒΔ) -Ἐ(ΘΜΖ), 
ἀφοῦ ἡ εὐθεῖα ΟΜ εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν ΘΖ, καὶ 
(ΘΜΖ) -- τ (ΑΒΔ) 


ἐπειδὴ αἱ πλευραὶ τοῦ πρώτου τριγώνου εἶναι παράλληλοι πρὸς 
τὰς τοῦ δευτέρου καὶ ἴσαι πρὸς τὰ ἡμίση αὐτῶν. Κατὰ συνέπειαν : 


(ΟΘΜ2) -- τ (ΓΒΔ) -Ἐ τ (ΑΒΔ) -- τ (ΑΒΓΔ). 


Θεωρήματα τοῦ Ῥγομῆεί 5335 


1675. 1) Δύο πολύγωνα, τοῦ αὐτοῦ ἀρτίου πλήϑου: πλευρῶν καὶ 
τῶν ὁποίων τὰ μέσα τῶν πλευρῶν των συμπίπτουν, εἶναι ἰσοδύναμα. 


Ἕστωσαν ΑΒΓΔ, Α'Β’Γ’Δ' δύο πολύγωνα τοῦ αὐτοῦ ἀρτίου, 
2ν, πλήθους πλευρῶν καὶ τῶν ὁποίων τὰ μέσα Ε, Ζ, Η, Θ συμπί- 
πτουν. Φέρομεν τὰς εὐθείας ΑΑ΄... ΔΔ'. 

᾽κ κατασκευῆς ἔχομεν 


ΛἈΕΞΈΕΈΒ, ΑΈ ΞΞΕΒ' κλπ. 


τ ἑπομένως αἱ εὐθεῖαι ΑΑ΄,... ΔΔ' εἶναι ἴσαι ᾿καὶ παράλ- 
ηλοι. 

Προβάλλομεν τὰς κορυφὰς καὶ τὰ μέσα τῶν πλευρῶν ἐπὶ εὐ- 
θείας ΧΥ͂, καθέτου ἐπὶ τὴν κοινὴν διεύθυνσιν τῶν ΑΑ΄... ΔΔ΄. 

Τὰ σχηματιζόμενα τραπέζια εἶναι φολύγσια ἀνὰ δύο. Λ. χ,, 
(ΑΒβα)-Ξ- (Α'Ββα), ἀφοῦ ἔχουν τὴν αὐτὴν μέσην βάσιν Εε καὶ 
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τὸ αὐτὸ ὕψος αβ. Τὰ δύο δὲ πολύγωνα (ΑΒΓΔ), (ΑΙ ΒΞ Γ΄ ΔΉ εἶναι 
ἰσοδόναμα ἐπίσης, ἐπειδὴ εἶναι ἀλγεβρικὰ ἀθροίσματα ἰσοδυνά- 
μων τραπεζίων : 


(ΑΒΓΔ) -Ξ- ([ΒΓγβ) -{- (ΓΔδγ) --- (ΔΑαδ) ---(ΑΒβα) 
(Α΄ 8 Γ΄ δ᾽ -- (ΒΤ Ύβ) -{- (ΓΔ'δγ) --- (Δ΄ Α΄ αδ) -- ([Α΄Β΄βα). 
"Αρα: (ΑΒΓΔ) --(ΑΒ' Τ' ΔΊ. 


Σ:. 1091]. 


Σημείωσις. Τὸ θεώρημα τοῦτο ἐδόθη ὑπὸ τοῦ Ε. Ῥτγοπξεῖ εἰς 
Ν. Α., 1851, σ. 1981. 


Θεώρημα δ88ϑ 


1676. 3) Ἢ ἐπιφάνεια ἑνὸς πολυγώνου ἀρτίου πλήϑους ὃν πλευρῶν 
δὲν μεταβάλλεται ἐὰν πᾶσαι αἱ κορυφαὶ αὐτοῦ ἀρτίας τάξεως χινηϑῶ - 
σιν κατὰ τὴν αὐτὴν διεύϑυνσιν καὶ κατὰ εὐθύγραμμα τμήματα παράλ- 
ληλα καὶ ἴσα (Ρεουξμεῖ). 


"Ἔστω λ τὸ κοινὸν μῆκος τῶν τμημάτων τούτων, τῶν γραφο- 
μένων ὑπὸ τῶν κορυφῶν Β, Δ... (σχ. 1027) ἀρτίας τάξεως. Αἱ 
Κορυφαὶ Α, Γ... περιττῆς τάξεως μένουν ἀκίνηται. Τὰ μέσα Ε, 
2... τῶν πλευρῶν τοῦ πολυγώνου μετατοπίζονται κατὰ τὰ αὐτὰ 


μήκη ΕΣ καὶ λαμβάνομεν οὕτω ἕν νέον πολύγωνον ΑΒ,’ ΓΔ,ι"..., 


ἔχον τὰ σημεῖα Ε,, Ζ,..., ὡς μέσα τῶν πλευρῶν του. ᾿Εὰν τώρα 
διὰ μιᾶς ἀντιθέτου φορᾶς κινήσεως ἐπαναφέρωμεν τὰἀ σημεῖα 
Ε,, Ζ,, ... εἰς τὰς ἀρχικάς τῶν θέσεις Ε, Ζ..., ἀγόμεθα εἰς τὸ 
πολύγωνον Α'ΒῦΓ'Δ’, ἰσοδύναμον πρὸς τὸ ΑΒΓΔ κατὰ τὸ προη- 
γούμενον θεώρημα. ἙἙπομένως : 


(ΑΒ,ΓΔ.,) ΞΞ (ΑΒΓΔ). 
Θεώρημα τοῦ Ἡατεουνέ 698--1 


1676 α. "Ἔστω ΑΒΙΓ' τοίγωνον περιγεγσαμμένον εἰς περιφέρειαν καὶ 
ΔῈ τετάρτη ἐφαπτομένη αὐτῆς. ᾿Εκ τῶν κορυφῶν τοῦ τριγώνου φέρ ο- 
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μεν καϑέτους ἐπὶ τὴν ἐφαπτομένην ταύτην, τῶν ὁποίων τὰ μήκη ἂς 
εἶναι α΄, β΄, γ΄. Δείξατε ὅτι τὸ ἀλγεβρικὸν ἄϑροισμα τῶν γινομένων 

αα΄, ββ΄, γγ΄, ὅπου α, β, γ αἱ πλεν- 
ραὶ τοῦ τριγώνου, εἶναι σταϑερὸν 
χαὶ ἴσον πρὸς τὸ διπλάσιον τοῦ ἐμ- 
βαδοῦ τοῦ τριγώνου. 


Ἂς ἐφαρμόσωμεν εἰς τὰς κο- 
ρυφὰς τοῦ δοθέντος τριγώνου δυ- 
ἡπθες παραλλήλους πρὸς τὴν 
ΔΕ, ὁμορρόπους καὶ ἀναλόγους 
πρὸς τὰἀς ἀπέναντι πλευράς. Ἂν 
λα, λβ, λγ εἶναι τὰ μέτρα τῶν 

Σχ, 1037 ἃ δυνάμεων τούτων καὶ κοινὴ φορά 
τῶν ἡ ἐκ τοῦ Δ πρὸς Ε, τὸ ἄ- 
θροισμα τῶν ροπῶν αὐτῶν πρὸς τὸν ἄξονα ΔΕ εἶναι 


ρα. α΄ --οβ.β' --ΟΥ.γ΄. (α) 
᾿Αφ᾽ ἑτέρου, εἶναι γνωστὸν ὅτι τὸ κέντρον τῶν δυνάμεων λα, 
λβ, λγ εἶναι τὸ κέντρον τῆς ἐγγεγραμμένης περιφερείας εἰς τὸ 
τρίγωνον. Ἢ εἰς τὸ σημεῖον δὲ αὐτὸ ἀναγωγὴ τῶν παραλλήλων 


αὐτῶν δυνάμεων δίδει συνισοταμένην αὐτῶν Ἐ ἴσην πρὸς τὸ γινό- 
μενον τῆς περιμέτρου τοῦ τριγώνου ἐπὶ λ, 


Εξελία Ἔβ -ΕὙ)" 
Ἢ ροπὴ τῆς δυνάμεως Ε' πρὸς τὸν ἄξονα ΔΕ θὰ εἶναι: 
-λί(α-Ἐβ-Ἐ γ)}ρ. (β) 


ὅπου ρ ἡ ἀκτὶς τῆς ἐγγεγραμμένης περιφερείας. 
᾿Επειδὴ τὰ ἀθροίϊσματα (α) καὶ (β) εἶναι ἴσα, θὰ ἔχωμεν 


ρ (αα΄ -- ββ΄ -- γγ) ΞΞ --ο“λ. (α ἜΒ-Ἐ γ)Ξ -- ὀ λ .28Ὲ 
ἢ Ββ΄ - γγ᾽ -- αα΄' ΞΞ2Ε. 
Σημείωσις. Ἢ ἀπόδειξις εἶναι τοῦ 1,ε Βεκαιε (Ν, Α., 1860, σ. 437). 


Μηνίσκοι τοῦ ᾿ἱπεεοπμράτους 684 


1677. "Ἐὰν ἐπὶ τῶν τριῶν πλευρῶν ὀρϑογωνίον τριγώνον ΑΒΓ, ὡς 
διαμέτρων, γράψωμεν ἡμιπεριφερείας, κατὰ 
τὸ σχῆμα 1028, τὸ ἄϑροισμα τῶν ἐπιφα- 
νειῶν τῶν δύο μηνίσχων (Μ), (Νὴ εἶναι 
ἴσον πρὸς τὴν ἐπιφάνειαν (Τὴ) τοῦ τριγώνον. 


᾿Επειδὴ αἱ τρεῖς ἡμιπεριφέρειαι εἶἴ- 
ναι σχήματα ὅμοια καὶ αἱ ἐπιφάνειαί 
τῶν ἀνάλογοι τῶν τΕΤΡΟΎΟΥΟΥ τῶν 
διαμέτρων τῶν, δηλ. ἀνάλογοι τῶν τε- 
τραγώνων τῶν πλευρῶν τοῦ τριγώνου, 
ἕπεται ἀμέσως ὅτι τὸ ἐμβαδὸν τοῦ ἐπὶ 
τῆς ὑποτεινούσης ἡμικυκλίου θὰ εἶναι τὸ ἄθροισμα τῶν ἐμβαδῶν 
τῶν ἐπὶ τῶν καθέτων πλευρῶν ἡμικυκλίων. Δηλ. 


(Μ) - (1) -Ἐ(Ν)-Ὲ (Ἀ})ΞΞ (Τ) -Ἡ (ἢ) - (ΚΑ) 
ἣ (Μ) - (ἢ) ΞΞ (Τ). 
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1677 α. Σημείωσις. Τὸ Θεώρημα τῶν μηνίσκων συνεπληρώθη ὑπὸ 
τοῦ Ο. Ὀοβίοσ ὡς ἑξῆς: 


δοθέντος ὀρϑογωνίου τριγώνου 
ΑΒΓ, ἐπὶ τῆς ὑποτεινούσης ΓΒ Ξε α 
καὶ ἐπὶ τῶν καϑέτων πλευρῶν ΓΑΞΞΒ, 
ΒΑ --ςΥ ὡς διαμέτρων, γράφομεν πε- 
οιφερείας πα, πβ, πγ Ἔκ τῶν δὲ 
ἡμιπεριφερειῶν, αἱ ἀνώτεραι τρεῖς 
ἐξ αὐτῶν σχηματίζουν δύο μηνίσκου' 
(8), (μ7), αὐ δὲ τρεῖς κατώτεραι δ' 
καμπυλόγραμμον τμῆμα (τ) καὶ ἕν ἀμ- 
φίκυρτον τμῆμα (σ). 

1) Τὸ ἄϑροισομα (μ) -Ἐ (μ᾽) εἶναι 
σον πρὸς τὴν ἐπιφάνδιαν τοῦ τριγώνοι;. 

2) “Η διαφορὰ (τ) --- (σ) εἶναι 
ἐπίσης ἴση ποὺς τὴν ἐπιφάνειαν τοῦ 
τοιγώνον. 

3) Τὰ κέντρα βάρους τῶν ἐπιφα- Σ.. 1038 α. 
νειῶν (μ) -Ἐ (μ΄) καὶ (τ)--ἰἋσ), κεῖν- 


ται ἐπὶ τῆς καϑέτου εἷς τὸ μέσον τῆς ὑποτεινούσης α, συμμετρικῶς ποὸς τὴν 


, ἢ ᾿ πα Φ .᾿ » 
εὐθεῖαν ταύτην καὶ εἰς ἀπόστασιν ὃ ἀπ᾽ αὐτῆς. (Δ΄. 4. ΜαϊπΈόνναι(ϊ4ιιος. 


ἔτη 1896, σ. 296 καὶ 1899, σ. 191, ζήτημα 1732) (Π)οδέος καὶ Αὐάλρετι). 

Ἢ Θεωρία τῶν γεωμετρικῶς τεεραγωνισίμων μηνίσκων, κατὰ τὸν 
11. (Ἰδιιβοη {4{ὲοπα), ὑποδεικνύει πέντε μηνίσκους. (Ν. Α., 1849, σ. 
395). Βλέπε πρὸς τούτοις καὶ Οἐονγηπόίνιο σγθοηια τοῦ Ρ. Ταππογυ, 
σ. 118, πὸ 8.--- Ενωρίτερον, οἱ πέντε τετραγωνίσιμοι μηνίσκοι εἶχον 
ἀνευρεθεῖ ὑπὸ τοῦ ᾿Να]]επΐι5 (Φιννλανδία) τὸ 1776. (Κατὰ Επεκίτγδπι, 
Στοκχόλμη, Ι. Μ., 1896, σ. 201, πο 908). 

Εἰς τὴν Γεωμετρίαν τῶν μηνίσκων ἀναφέρεται καὶ σημείωμα τοῦ 
Βειοοατὰ εἰς [πί|. ἀ. Μαίῇ., 1898, ο. 180, πὸ 9086, Βλέπε ἐπίσης καὶ 
Σημειώσεις τῶν παραγράφων 1579 α καὶ 1768 α. 


"Ἄλλοι μηνίσκοι τοῦ ᾿Ιππομκράτους δ94--] 


“, 1678. Εἰς ἡμιπεριφέρειαν ΑΤῚΒ ἐγγράφομεν ἰσοσκελὲς ὀρθογώνιον 
τρίγωνον ΜΟΝ, τοῦ ὁποίον ἢ βάσις ΜΝ 
εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν διάμετρον ΑΒ, 
ἐπὶ δὲ τῆς ΜΝ, ὡς διαμέτρου, γράφομεν 
περιφέρβιαν. 

Δείξατε ὅτι ὁ μηνίσκος ΜΓΝΔ εἶναι 
ἰσοδύναμος προς τὸ τρίγωνον ΜΟΝ, τὸ δὲ 
ἄϑροισμα τῶν ἐμβαδῶν τῶν μιχτογράμμων 
τριγώνων ΑΟΕΜ καὶ ΒΟΖΝ ἴσον ἐπίσης 
πρὸς τὸ ἐμβαδὸν τοῦ τριγώνου ΜΟΝ. 


Δυνάμεθα νὰ προβῶμεν εἰς τὴν 
ἐπαλήθευσιν τῶν ἀνωτέρω δύο ἰσχυρι- Στ. ἸΟΛΙ. 
ομῶν, ἢ καὶ εἰς τὴν σύγκρισιν πρὸς 
ἄλληλα τῶν διαφόρων τμημάτων τοῦ σχήματος. 
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᾿Επειδὴ ΜΝ εἶναι ἡ πλευρὰ τοῦ εἰς τὴν περιφέρειαν (ΑΒΓῚ) 
ἐγγεγραμμένου τετραγώνου, θὰ ἔχωμεν 


ΜΝΞ --- 2ρϑ --- -δ- ΑΒ’ 


καὶ (ΜΟΝ)-Ξ 


Ν [Ὁ 


Εἶναι δηλ. τὸ ἡμικόκλιον ΜΔΝ τ 
καὶ τὸ κυκλ. τμῆμα ΟΕΜ τὸ ἥμισυ τ 


᾿Ἐπομένως : 
1. Μην. (ΜΓΝΔ) (ΞΞ ἡμικ. (ΜΝ Δ))--- κι τμ. (ΜΓΝ)-: 
ΞΞ- ἡμικ. ([ΜΟΝ. «--- (κι τι. ΟΕΜ -Ἐπκ. τμ. ΟΖΝ) 
ἢ μην. (ΜΓΝΔ) Ξε τρ. (ΜΟΝ) 
2) (ΑΟΕΜ) -Ἐ (ΒΟΖΝ) -Ξ- κι τομ. (ΑΟΜ) -Ἐ 
Ἔκ. τομ. (8ΟΝ) -- (κ. τμ. ΟἘΜ -Ἐκ. τμ. ΟΖΝ) 
ἣ (ΑΟΕΜ) - (ΒΟΖΝ) -- κ. τομ. (ΜΟΝΓ[ἔ -- κι τμ. (ΜΓΝ) 
ΞΞ- τρ. (ΜΟΝ.). 


Ο’ 


ἥμισυ τοῦ ἡμικυκλίου ΑΓΒ 
ὃ κυκλ. τμήματος ΜΓΝ. 


Ό 


Θεώρημα δὅϑ8δ 


1679. Ἑϊς τὸ οχῆμα 1080, δείξατε ὅτι τὸ ἐμβαδὸν τοῦ ἡμικυκλίου 

ΑΜΒ μεῖον τὸ ἄϑροισμα τῶν ἐμβαδῶν 
τῶν ἡμικυχλίων μὲ διαμέτρους ΑΙ καὶ 
ΓΒ εἶναι ἴσον πρὸς τὸ ἐμβαδὸν τοῦ ἧμι- 
κυχλίου μὲ διάμετρον ΓΜ. (᾿Αρχιμήδους 
άον Λῆμμα). 


Πρόκειται περὶ ἁπλῆς ἐπαληθεύσεως 
τοῦ γνωστοῦ τύπου 


γΥ5 ΞξΞ αβ. 


1679. Σημείωσις. Τὸ μεταξὺ τῶν τριῶν ἡμιπεριφερειῶν τοῦ 
σχήματος 1030 περιεχόμενον χωρίον ὠνομάσθη ὑπὸ τοῦ᾽ ᾿Αρχιμή- 
δους ἄοβηλος (51), τὸ δὲ τοῦ σχήματος τοῦ ἑπομένου θεωρήματος 
(8 1580) σάλινον (99). (Βα] Ζετ. Ριαπηιδίνὶο, ὃ ΧΙ, πὸ 3, ο. 84 τῆς 
γερμανικῆς ἐκδόσεως καὶ 140 τῆς ἰταλικῆς). 

λ. ἐπίσης Γα ἀδοπιέίνίο σγεοφμα τοῦ Ῥ. ἴδππεγσ, σ. 162. 


Θεώρημα δ388 -- ] 


1680. Ἑϊς τὸ σχῆμα 1081, δείξατε ὅτι ἢ μεταξὺ τῶν ἡμιπεριφερειῶν 
μὲ διαμέτρους ΑΒ, ΓΔ, ΑΓ καὶ ΔΒ (ΑΓ -Ξ ΔΒ) περιεχομένη ἐπιφάνεια 


81, ΣΉημ. μετ. Ἔκ τοῦ σχήματος ἁνὸς εἰδικοῦ μαχαιριδίου τῶν κα- 
τεργαζομένων τὰ δέρματα, ἀκόμη καὶ σήμερον χρησιμοποιουμένου. 
88, ΣΉμ. μετ, ᾽Ἔκ τοῦ σχήματος εἰδικῆς τινὸς ἀσπίδος τῶν ἀρχαίων͵ 
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εἶναι ἰσοδύναμος πρὸς τὸ ἐμβαδὸν τῆς περιφερείας μὲ διάμετρον ΕΖ. 
(Αρχιμήδους Τίον Λῆμμα). 
Ἔχομεν: 
ΑΓΞ-- ΒΔ -Ξξρ--σ, ΖΕ--ρ-Ἐσ 
καὶ ἡ ἐν τῇ ἐκφωνήσει σχέσις 
ἀνάγεται εἰς τὴν : 
πρὸ, πο πίρ--ο)» 
Ἔα ΣΝ Ἡδᾶι 


πίρ -ἡ σ᾽); 


ΞΞτ.- 4 ᾿ οἰκο μς ΩΝ Κλ με αν ΝΝ 


δηλ. εἰς ταὐτότητα. 


Θεώρημα δ98--1} 


1681. "Ἐπὶ τῆς διαμέτρου ΑΒ περιφερείας λαμβάνομεν σημεῖον Γ᾽ 
εἰς τὸ τρίτον τοῦ μήχους της καὶ γράφομεν ἡμιπεριφερείας ἐπὶ τῶν ΑΓ 
καὶ ΒΓ στρεφούσας τὰ κοῖλα των πρὸς ἀντιϑέτους διευϑύνσεις. 

Δείξατε ὅτι ἡ καμπύλη γραμμὴ ΑΓΒ διαιρεῖ τὸν ἀρχικὸν κύκλον εἰς 
δύο τμήματα ἔχοντα λόγον πρὸς ἄλληλα ὡς ὁ 1 πρὸς τὸν 2. ᾿Ἐὰν 
δὲ τὸ σημεῖον Γ διαιρῇ τὴν διάμετρον κατὰ μέσον καὶ ἄκρον λόγον, 
κατὰ τὸν αὐτὸν λόγον ϑὰ διαιρῆται καὶ ὁ ἀρχικὸς κύκλος ὑπὸ τῆς 
γραμμῆς ΑΓΒ. 


Σημείωσις. Αγ. ἀ6. (ἑογφοππο, τομ, 1, σ. 240, λύσις ὑπὸ 1,]111]116ς, 
συμπληρωθεῖσα ἀργότερον (τομ. ΧἽ, 1815 --- 1816, σ. 57) ὑπὸ τοῦ 


Ὅεγκοππε. 


Θεώρημα 5696 


1682. Τὸ ἐμβαδὸν χκυκλικοῦ δακτυλίου ἰσυῦται πρὸς τὸ γινόμεγον 
τοῦ μήχους τῆς ἐσωτεριχῆς περιφερείας ἐπὶ 
τὸ εὖρος τοῦ δακτυλίου, ηὐξημένον κατὰ τὸ 
ἐμβαδὸν τοῦ κύκλου μὲ ἀκτῖνα τὸ εὕρος τοῦτο. 


"Ἔστωσαν ρ καὶ ρ-Ἐλλ αἱ ἀκτῖνες τῶν 
περιφερειῶν. Τὸ ἐμβαδὸν τοῦ δακτυλίου 
εἶναι 

(Δ) ΞΞ πίρ - λ})3 -- πρ5 ΞξΞ. 2πρλ -ἰ- πλ". 

Παρατὴφησις. ᾿Επειδή, ὡς ἐκ τοῦ σχή- 
ματος: 

πίρ -Ἡ λ)5 -- πρὸ ΞΞ πΑΒ", 
ὁ κύκλος μὲ διάμετρον ΒΔ εἵναι ἰσοδύναμος πρὸς τὸν δακτύλιον. 
Θεώρημα δ96---1 


1688. Τὸ ἐμβαδὸν κυχλιχοῦ δακτυλίου ἰσοῦται πρὸς τὸ γινόμενον 
τῆς ἐξωτερικῆς περιφερείας ἐπὶ τὸ εὖρος τοῦ δακτυλίου, ἠλαττωμένον 
κατὰ τὸ ἐμβαδὸν τοῦ κύχλον μὲ ἀχτῖνα τὸ εὖρος τοῦτο. 


᾿Επειδὴ 


(Δ) ΞξΞ Ζπρὰλ -᾿ πλ᾽ ΞΞ 2πίᾺρ - λ)λ --- πλ΄. 
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Θεώρημα δ896-- 11 


1684. ᾽Εὰν δύο χαμπύλαι ΑΒΓΔΕ, Α'Β ΓΔ ἀποτελοῦνται ἐξ 
ὁμοκέντρων κυκλικῶν τόξων, τὸ ἐμβαδὸν τῆς ταινίας Τὶ, τῆς περιοριζο- 
μέγης ὑπὸ τῶν καμπύλων αὐτῶν (καὶ τῶν ἄκρων ἀκτίνων) εἶναι ἴσον 
πρὸς τὸ γινόμενον τοῦ μήκους τοῦ μέσου τόξου ἐπὶ τὸ εὗρος τῆς ταινίας. 


Ας εἶναι μ, ν, τ,ισ αἱ γωνίαι αἱ σχηματιζόμεναι ὑπὸ τῶν 
ἄκρων ἀκτίνων τῶν διαδοχικῶν τόξων. Ἣ θεωρουμένη ταινία εἶ - 
ναι ἄθροισμα τομέων κυκλικῶν δακτυλίων ἐχόντων πάντων τὸ 
αὐτὸ εὖρος λ, τὰ δὲ διάφορα μέσα τόξα εἰς ἕκαστον τῶν τομέων 
τούτων ἀποτελοῦν μίαν συνεχῆ γραμμήν, τὸ μέσον τόξον. 

Ἔκ τοῦ τύπου τοῦ ἐμβαδοῦ ἑνὸς τομέως κυκλικοῦ δακτυλίου : 


Ε ΞΞ- (μέσον τόξον) Χ (εὖρος δακτυλίου), 


προκύπτει ἀμέσως ὅτι τὸ ἐμβαδὸν τῆς ταινίας Τ εἶναι ἴσον: 

1) Πρὺς τὸ γινόμενον τοῦ μήκους τοῦ μέσου τόζου ἐπὶ τὸ εὗρος τῆς 
ταινίας. 

Κατὰ τὸ θεώρημα τοῦ Ου]άϊη, θὰ ἠδυνάμεθα νὰ εἵπωμεν ἐπίσης: 

Τὸ ἐμβαδὸν τοῦτο εἶναι ἴσον πρὸς τὸ μῆκος ΔΑ τῆς γενετείρας γοαμμῆς, 
πολλαπλασιασμένον ἐπὶ τὸ μῆκος τοῦ τόξον, ὃ γράφει τὸ μέσον αὑτῆς. 

2) Πρὸς τὸ γινόμενον τοῦ μήκους τοῦ μικροτέρου (μεγαλυτέρου) τόξου 
ἐπὶ τὸ εὖρος τῆς ταινίας, ηὐξημένον (ἠλαττωμένον) κατὰ τὸ ἐμβαδὸν τοῦ 
κυκλικοῦ τομέως, τοῦ ἔχοντος ἀκτῖνα τὸ εὕρος τοῦτο καὶ ἐπίκεντρον γωνίαν 
ἴσην ποὸς τὴν γωνίαν τῶν ἄκρων ἀκτίνων τῆς ταινίας. 


Ἢ γωνία αὕτη ὁρίζεται κατὰ τὸν ἐκτεθέντα εἰς τὴν παράγρα- 
φον 1456 τρόπον. 


Παοατηρήσεις. 1) Ἢ ἀνωτέρω ἰδιότης τῶν κυκλικῶν ταινιῶν ἐπε- 
κτείνεται καὶ εἰς τὰς ταινίας τὰς ἀποτελουμένας ἐκ δύο τυχουσῶν παραλ- 
λήλων καμπύλων. 


᾿Επειδὴ δυνάμεθα νὰ φέρωμεν τὰς καθέτους ἀρκετὰ ἐγγὺς ἀλ- 
λήλων, ὥστε τὰ στοιχεῖα τῶν καμπόλων νὰ ἐξομοιωθοῦν πρὸς 
στοιχειώδη κυκλικὰ τόξα καὶ νὰ ἀναχθῶμεν οὕτω εἰς τὴν προηγου- 
μένην περίπτωσιν. 

2) ᾽Εὰν ἡ κινητὴ ἀκτίς, ἡ ἀκολουθοῦσα τὴν διεύθυνσιν τῆς με- 
ταβλητῆς καθέτου, ἐπανέρχεται εἰς τὴν ἀρχικήν της θέσιν, ἡ γω- 
νιώδης κίνησις αὐτῆς εἶναι μηδενικὴ καὶ αἱ δύο καμπύλαι εἶναι 
ἴσαι. Αἱ ἄκραι κάϑετοι εἶναι τότε παράλληλοι καὶ τῆς αὐτῆς φορᾶς καὶ τὸ 
ἐμβαδὸν τῆς ταινίας εἶναι ἴσον πρὸς τὸ τοῦ ὀρθογωνίου μὲ δια- 
στάσεις τὸ μῆκος τῆς μιᾶς τῶν καμπύλων καὶ τὸ εὖρος τῆς ταινίας, 

3) ᾿Εὰν ἡ κινητὴ ἀκτὶς διαγράφῃ ἕν ἡμικύκλιον, αἱ ἄκραι κά- 
θετοι εἶναι παράλληλοι ἀλλ’ ἀντιθέτων φορῶν. Τὸ ἐμβαδὸν τῆς 
ταινίας εἶναι ἴσον πρὸς τὸ γινόμενον τοῦ εὔρους λ, πολλαπλασια- 
σθὲν ἐπὶ τὸ μῆκος τῆς ἐσωτερικῆς (ἢ ἐξωτερικῆς) καμπύλης, πλέον 
(ἢ ἔχαττον) τὸ ἐμβαδὸν τοῦ ἡμικυκλίου ἀκτῖνος λ. 

4) ᾿Ἐἀν᾽ ἡ κινητὴ ἀκτὶς Ρα διαγράφῃ ὁλόκληρον κύκλον, τὸ ἐμ- 
βαδὸν τῆς ταινίας ἰσοῦται πρὸς τὸ γινόμενον τοῦ εὔρους λ ἐπὶ τὸ 
μῆκος τῆς ἐσωτερικῆς ἢ ἐξωτερικῆς καμπύλης, πλέον ἢ ἔλαττον 
τὸ ἐμβαδὸν τοῦ κόκλου ἀκτῖνος λ. "Ἐὰν τέλος ἡ κινητὴ ἀκτὶς δια- 
γράψῃ ν πλήρεις περιφοράς, θὰ πῤέπει νὰ προστεθῇ τὸ ν--πλά- 
σιον τοῦ ἐμβαδοῦ τοῦ κύκλου μὲ ἀκτῖνα λ. 
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Θεώρημα 6586-- ΠῚ 


168δ. Τὸ ἐμβαδὸν μιᾶς ταινίας εἶναι ἴσον πρὸς τὸ γινόμενον τοῦ 
μήχους τῆς μέσης καμπύλης ἐπὶ τὸ εὖρος τῆς ταινίας, ἢ πρὸς τὸ γινό- 
μενον τῆς εὐθείας γεννετείρας ἐπὶ τὸ μῆκος τῆς καμπύλης, ἣν γράφει 
τὸ μέσον τῆς εὐθείας ταύτης. 


Ἢ ἐπιφάνεια τῆς ταινίας δύναται νὰ νοηθῇ παραγομένῃ ὑπὸ 
κινητῆς καὶ σταθεροῦ μήκους εὐθείας ἑνὸς ἐπιπέδου, κινουμένης 
οὕτως, ὥστε νὰ παραμένῃ πάντοτε κάθετος ἐπὶ τὴν καμπύλην, 
ἣν διαγράφει ἕν ὡρισμένον σημεῖον αὐτῆς. Ἢ γραμμὴ αὕτη κα- 
λεῖται ὁδηγὸς καμπύλη. 

Ἡ ἰδιότης αὕτη χρησιμεύει διὰ τὸν ὑπολογισμὸν τῆς ἐπιφα- 
νείας μιᾶς ὁδοῦ μὴ εὐθυγράμμου. 


1686 α. Σημείωσις. Διὰ περισσοτέρας ἀναπτύξεις, δύναταί τις νὰ 
ἀνατρέξῃ εἰς τὴν δευτέραν ἔκδοσιν τῶν ἐιγογοίοο8 ας 6., σελ. 689 κε. 

Τὰ θεωρήματα τοῦ Ουἱϊάϊπ (., πο 903 καὶ 904), μνημονεύονται 
ὑπὸ τοῦ Πάππον ἀλλ᾽ ἄνευ ἀποδείξεως. ᾿Ηγνοοῦντο δὲ τελείως 
μέχρι τοῦ ΧΥΝῚ αἰῶνος, ὁπότε ὁ πατὴρ ΟυἹ]άϊη ἀνεῦρε καὶ ἀπέ- 
δειξε αὐτὰ (Ηἰϑέοὶνε ἀδ5 σσαἰθηεθα τπαϊμένπαϊἑ ἡ μι68. οἱ μιν βίᾳ μσ5, ὑπὸ 
ΔΙΑ Χ ΠΗ Ποιὰ Μαγίς, τόμ. ΠΠ, σ. 169). 


Θεώρημα 686--}}' 


1686. Τὸ ἐμβαδὸν τῆς ἐπιφανείας τῆς περιεχομένης μεταξὺ δύο 
καμπύλων τοιούτων, ὥστε 
τά μεταξὺ αὐτῶν τμήματα 
παραλλήλων εὐθειῶν πρὸς Γ 
ὡρισμένην διεύθυνσιν νὰ ; 
ἔχουν χοινὸν μῆκος λ, λαμ- 
βάνεται διὰ πολλαπλασια- 
σμοῦ τοῦ μήκους τούτου 
ἐπὶ τὴν ἀπόστασιν ὃ τῶν 
ἄκρων παραλλήλων τρη- Α' 
μάτων. 


Τὸ παραλληλόγραμ- Ὁ 
μον ΑΒΒ΄ Α΄ εἶναι ἰἴσο- ἜΞΈΥ τ οἰ 
ϑύναμον πρὸς τὸ ὀρθο- ὦ 


ω "γ’ Ἴ 
γώνιον αββ'΄α΄. ᾿Επίσης, ὶ 
τὸ παραλληλόγραμμον : 
ΒΓΓ΄Β΄ εἶναι ἰσοδύνα- α 


μὸν πρὸς τὸ ὀρθογώγιον ᾿ ᾿ ᾿ 
βγγ᾽ β΄, ἀφοῦ τὰ καμπυ- ἸυΣΣ 
λόγραμμα τρίγωνα ΒΗΓ, 
ΒἨΓ’ εἶναι ἴσα. 
Ἑπομένως, 


|..} 


-“- «“ “ἷ “» “ιν σαν 


Ὁ. πταππ.“πτριςοι 9..»-ὕ-- 
γι 
' 
Ι 
᾿ 
] 
ι 
: 
Π 
ι 
ε 
"νυ ᾿ς ἈΕΝ ΤΕ ΡΒῚ ὧν τ» 


ἐπιφ. (ΑΓΖΖ'Γ΄ Α΄ Ξε: ὃ.λ. 


Παρατήρησις. Τὸ θεώρημα τοῦ (ἐαίγαμί (δ 1559), δύναται νὰ θεω- 
ρηθῇ ὡς πόρισμα τοῦ προηγουμένου. Τὸ αὐτὸ συμβαίνέι καὶ διὰ 
τὸ τοῦ Πυϑαγόρου, πορίσματος τοῦ ϑεωρήματος τοῦ Οἰαίναμί. 
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Θεώρημα δ9357 


1687. Πᾶν μὴ κυρτὸν σχῆμα ΑΒΓΔΜΕῈΕ δύναται νὰ μετασχηματισϑῇ 
εἰς ἐν ἄλλο τῆς αὐτῆς περιμέτρου ἀλλὰ μεγαλυτέρας ἐπιφανείας. 

ἊΑς φέρωμεν τὴν ΑΓ καὶ ἂς ὁρίσω- 
μεν τὸ συμμετρικὸν Β΄ τοῦ Β πρὸς τὴν 
εὐθεῖαν ΑΓ. ᾿Επειδὴ ἡ ΑΓ εἶναι. κάθε- 
τος εἰς τὸ μέσον τῆς ΒΒ’ θὰ ἔχωμεν 


ΑΒ -ῷΈ, ΑΒ΄, ΓΒ --- ΓΒ, 


καὶ τὸ κυρτὸν σχῆμα ΑΒΊΓΔΜΕ ἔχει 
προφανῶς τὴν αὐτὴν πρὸς τὸ ἀρχικὸν 
περίμετρον ἀλλὰ μεγαλύτερον ἐμβαδόν. 

Παρατήρησις. Πᾶν πολύγωνον ΑΓΔΜΕ 
μὲ δύο ἀνίσους πλευρὰς ΜΔ, ΜΕ, δύ- 
ναται νὰ μετασχηματιοθῇ εἰς ἕν ἄλλο 
ΑΓΔΜΈ ἰσοπεριμετρικὸν πρὸς αὐτὸ 
ἀλλὰ μεγαλυτέρας ἐπιφανείας. (Βλ. ἕπμ., 8. 1676). 


Θεώρημα δ98 


1688, Ἔκ τῶν εἰς τὸν αὐτὸν κύκλον ἐγγραφομένων πολυγώνων καὶ 
τοῦ αὐτοῦ πλήϑους πλευρῶν, τὸ κανονικὸν εἶναι τὸ μέγιστον. 


(Μέϑοδοι, 8 355). 


ΣΧ. 103, 


Θεώρημα 6839 


1689. "Ἔκ δύο κανονικῶν πολυγώνων ἐγγεγραμμένων εἰς τὸν αὐτὸν 
κύκλον, τὸ ἔχον τὰς περισσοτέρας πλευρὰς εἶναι καὶ τὸ μεγαλύτερον. 


(Μέϑοδοι, 8 356). 


Σχέσεις ἐκ τῆς ϑεωρήσεως τῶν ἐμβαδῶν προκύπτουσαι 
Θεώρημα δ40 


1690. Τὰ ἐμβαδὰ δύο τυχόντων πολυγώνων Π, Π΄, περιγεγραμμένων 
εἰς τὴν αὐτὴν περιφέρειαν, εἶναι πρὸς ἄλληλα ὡς αἱ περίμετροι αὖ- 
τῶν π καὶ π΄. 

᾿Επειδή, ἂν ρ ἡ ἀκτὶς τῆς περιφερείας, 


Θεώρημα δ42 


1691. "Ἔστωσαν ΑΟΔ, ΒΟΕ, ΓΟΖ τρεῖς εὐθεῖαι διὰ τῶν κορυφῶν 
τριγώνου ΑΒΓ' ἀγόμεναι, τεμνόμεναι εἰς Ο καὶ τέμνουσαι τὰς ἀπέναντι 
πλευρὰς εἰς τὰ σημεῖα Δ, Ε, 2. Δείξατε τὴν σχέσιν : 

ΟΔ ΟΕ ΟΖ 
Δ ΒΕ ἡ ΤΖ 
(Μέϑοδοι, 8 165). 
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Σημείωσις. Τὸ θεώρημα τοῦτο ὀφείλεται εἰς τὸν ΟΘετγροππε. 
(4η. ἀ. Μαίῃ., τομ. ΙΧ, 1818 καὶ 1819, σ. 116, σημ. τοῦ Του ρομβαπ 5). 


Θεώρημα τοῦ γὶνὶαπὶ 642 


1692. Τὸ ἄϑροισμα τῶν ἀποστάσεων ἀπὸ τῶν πλευρῶν κανονικοῦ 
πολυγώνον σημείου εἰς τὸ ἐσωτερικὸν αὐτοῦ εὑρισχομένον, εἶναι ἴσον 
πρὸς τὸ γινόμενον τοῦ πλήθους τῶν πλευρῶν τοῦ πολυγώνου ἐπὶ τὸ 
ν--πλάσιον τοῦ ἀποστήματος αὐτοῦ. 

Ἔστω αἁ ἡ πλευρὰ τοῦ πολυγώνου, ὃ τὸ ἀπόστημα, χὶ ἡ 
ἀπόστασις τοῦ δοθέντος σημείου ἀπὸ τῆς πλευρᾶς Αἱι Α:.“ἰ[ καὶ 
ν τὸ πλῆθος τῶν πλευρῶν. Θὰ ἔχωμεν 


Ἔμβ. πολυγώνου ΞΞ ἜΣκι. α -ςΣ Σ αὶ ΞΞ τὸς δ, 
ἢ Σ χι -- νδ. 
Θεώρημα δ48 
1698. Τὸ ἄϑροισμα τῶν τετραγώνων τῶν ἀντιστρύφων τῶν καϑέτων 


πλευρῶν ὀρϑογωνίου τριγώνου εἶναι ἴσον πρὸς τὸ τετράγωνον τοῦ ἄντι- 
στρόφου τοῦ ἐπὶ τὴν ὑποτείνουσαν ὕψους τοῦ τριγώνου. 


᾿Επειδή: 
ΙΓ 1 β᾽ΈῈἘγ αὐ 1 
Ὑτ ἐν Ρ1γ» βγγ τοτ΄ 
ἀφοῦ 2Ε -εβγ-εξαυα. 


Θεώρημα δ48--] 


1694. Αἱ ἀποστάσεις τοῦ τυχόντος σημείον μιᾶς διαμέσου τριγώνου 
ἀπὸ τῶν περιεχουσῶν αὐτὴν πλευρῶν 
εἶναι ἀντιστρόφως ἀνάλογοι τῶν πλευ- 
ρῶν αὐτῶν. 


Μολονότι ἡ πρότασις αὕτη ἀπε- 
δείχθη ἤδη (8 1546 α, 2)), παραθέ- 
τομεν καὶ τὴν ἑπομένην ἀπόδειξιν, 
διὰ τῆς χρησιμοποιήσεως τῆς ἐν- 
νοίας τῶν ἐμβαδῶν, ὡς τὴν πλέον 
φυσικήν. 
᾿ ᾽ἌΑρκεῖ προφανῶς νὰ ἀποδειχθῇ 
ἡ σχέσις διὰ μόνον τὸ σημεῖον 
τοῦ αἰ χηματος, ΣΙ 

᾿Επειδὴ τὰ τρίγωνα Β' καὶ τὰ, 1038, 
ΑΜΓ εἶναι ἰσϑδονα μα. θὰ ἔχωμεν ΠΕΡῊΝΡ 


α τί 
Θεώρημα δ44 


1696. Διὰ τοῦ σημείου Ο ἐπὶ τῆς διχοτόμου γωνίας Α φέρομεν 
τυχοῦσαν ΤΡ ταυσαν ΟΝ τῶν πλευρῶν τῆς γωνίας. Δείξατε ὅτι τὸ 
ἄϑροισμα ἊΜ ὙΠ ΝΥΝ εἶναι σιαϑερὰ ποσότης. 
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1) Ἢ γωνία Α εἶναι ὀρϑή. 
(Μέϑοδοι, 8 279). 
2) Ἢ γωνία Α εἶναι τυχοῦσα. 
(Μέϑοδοι, 8 280). 
Θεώρημα δ485 


1696. Διὰ σημείου τυχόντος Ο τοῦ ἐπιπέδου ὀρϑῆς γωνίας Α, φέ- 
οομὲν τέμνουσαν ΒΟΒ΄ τῶν πλευρῶν 
τῆς γωνίας. Δείξατε ὅτι τὸ ἄϑροισμα 


Ἔ ΓΈ τῶν ἀντιστρόφων τῶν ἐμ- 


βαδῶν τῶν τριγώνων ΑΒΟ, ΑΒΌ, εἴ- 
ναι σταϑερόν. (Μαπηβεὶῖνι, Δ. Α.., 1856, 
σ. 383). 


᾿᾽Ας εἶναι ΑΒ -Ξβ, ΑΒ΄ -Ξ β΄, καὶ 
υ, υ' αἱ ἐκ τοῦ Ο κάθετοι ἐπὶ τὰς 
πλευράς. ᾿Επειδὴ τὸ διπλάσιον τοῦ 
πρῶ ἑκάστου τριγώνου εἶναι βυ 


καὶ βυ΄, ἡ δεικτέα σχέσις “--- “παρ. -Ξ- στθ., ἀνάγεται εἰς τὴν 
᾿Αλλ᾽ εἶναι 
βυ - βυ' ΞΞ 2(8ΑΒ7)ΞΞ ββ΄. (α) 
ὋἙἝπομένως : 
Ί 1 2 ββ΄ 


Θεώρημα δ486-- 
2697. Ἢ αὐτὴ πρότασις ἀλλὰ διὰ τυχοῦσαν γωνίαν. 
ἯἮ σχέσις (α) γράφεται 
βυ - βυ' -Ξ- 2(ΒΑΒ7)--Ξ ββ’ ημ Α. 
Ἑ πομένως : 


Ί Ι 2ημὰ 
ἜΤ - 


υυ΄ 


ΞΞ- ποσότης σταθερά. 


ΖΞημείωσις. Εἰς τὸν Μεαππβείπι ὀφείλεται μέγα πλῆθος ἀριθμητι- 
κῶν σχέσεων. (Βλ.: Τραπδίονυιαίϊοη ἀδ8 Ῥγορυ δίόϑ γιδίγα 68 ἀθὲ 
ἤσυνεδ ἁ ᾿᾿αἰάς ἀδ Ια ἐμβέογίεα ἀθ8 »οίαϊγδ8 γέοίργοσιοθ, ὑπὸ Μαη- 
πθεΐτη). Τὸ θεώρημα τῆς παραγράφου 1593, ὡς καὶ τὸ ἑπόμενον 
(5 1598), εὑρίσκονται εἰς τὸ ἔργον αὐτό. 


797 


Θεώρημα δ48---1] 


1698. Διὰ σημείου Ο, ἐντὸς τριγώνου ΑΒΓ εὑρισχκομένον, φέρομεν 
εὐθείας ΑΟΛ, ΒΟΜ, ΓΟΝ, περατουμένας εἰς 
τὰς ἀπέναντι πλευρὰς καὶ διαιρούσας τὸ τρί- 
γωνον εἰς ξξ ἄλλα μικρότερα. 

Δείξατε ὅτι τὸ ἄθροισμα τῶν ἀντιστρόφων 
τῶν ἐμβαδῶν τριῶν ἐξ αὐτῶν μὴ διαδοχικῶν 
εἶναι ἴσον πρὸς τὸ ἴδιον ἄθροισμα διὰ τὰ 
τοία ἄλλα τρίγωνα (Μαπηβοῖ1). 


Ἡ πρότασις αὕτη εἶναι τρρισια τῆς ἼῃᾳΨ' 
προηγουμένης. Πράγματι, διὰ τὰς διὰ τοῦ " 
σημείου Ο δύο τεμνούσας, ΒΟΜ καὶ ΓΟΝ, Σχ, 1007. 

τῶν πλευρῶν τῆς γωνίας Α θὰ ἔχωμεν: 


1 1 Ί Ἵ 
ΑΟΜῚ ἴ πΑΌΒὺ ΄ (ΑΝΌ) (ΑΘΓ, 
Ὁμοίως, 
1 ᾿ς 1 Ι͂ 
ἼΒΟΝ) ὙΠ ΒΟΥ) -(Β6Α) ἴ᾿(ΑΟΕγ᾿ 
Ί Ἰ... ὕὕὦὕ.ὄ “ΗΝ 
“ἸΟΑ, ΓΤ ΤΑΟΤῚ (ῸΜ) Ἷ(ΒΟΓ 
Προσθέτοντες κατὰ μέλη καὶ ἀπλοποιοῦντες, λαμβάνομεν : 


Ί Ι Ί 
ἼΑΟΜ) ᾿(ΒΟΝῚ ΤΊ (ΓΟΛ) ὁ 
1 ; 1 


" ἼΓΟΜ Ὑ ἼΒΟΛῚ Τ᾽ (ΑΟΝ,᾿ 
Θεώρημα δ45--11] 


1698 α. Τρεῖς εὐϑεῖαι, παράλληλοι πρὸς τὰς πλευρὰς τριγώνον καὶ 
ἀγόμεναι διὰ σημείου εἰς τὸ ἐσωτερικὸν τοῦ τοιγώνου εὑρισχομένου, 
διᾳιροῦσιν αὐτὸ εἷς τόία παραλληλόγραμμα καὶ τρία τρίγωνα. Δείξατε 
ὅτι τὸ γινόμενον τῶν ἐμβαδῶν τῶν παραλληλογράμμων εἶναι τὸ ὀκχτα- 
πλάσιον τοῦ γινομένου τῶν ἐμβαδῶν τῶν τριγώνων. 


(Α. ἀ. ἀογσοτπο, τὸμ. ΧΥΙΙῚ 1827 - 1828, σ 111 καὶ 112). Λύσεις 
ὑπὸ ΒΟΌΣΠΐετ, Ἐοςμς καὶ ἐπέκτασις εἰς τὸ τετράεδρον ὑπὸ Δ΄ αΙ165 
(σ. 113 ἕως 123). 

Τὸ ἐμβαδὸν τοῦ ἀρχικοῦ τοιγώνον εἶναι ἴσον πρὸς τὸ τετράγωνον τοῦ 
ἀϑροίσματος τῶν τετραγωνικῶν ριζῶν τῶν ἐμβαδῶν τῶν τριῶν μικροτέρων 
τοιγώνων. (Α. ἀ. α., ΧΙΧ, σ. 374). 


Θεώρημα δ46 


1699. Τὸ τετράγωνον τῆς ἀκτῖνος τῆς ἐγγεγραμμένης περιφερείας 
εἰς τρίγωνον ὀρθογώνιον εἶναι ἴσον πρὸς τὸ ἄϑροισμα τῶν τετραγώνων 
τῶν ἀχτίνων τῶν ὁμοίων περιφερειῶν εἷς τὰ τρίγωνα εἰς ἃ διαιρεῖται 
τὸ ἀρχικὸν ὑπὸ τοῦ ἐπὶ τὴν ὑποτείνουσαν ὕψους. 
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1) ᾿Επειδὴ τὰ τρίγωνα ΑΒΓ, ΑΓῊ καὶ ΑΗΒ εἶναι ὅμοια πρὸς 
ἄλληλα, αἱ ἀκτῖνες ρ, σ, τ, τῶν εἰς αὐτὰ ἐγγεγραμμένων περιφε- 
ρειῶν, θὰ εἶναι ἀνάλογοι τῶν ἀντιστοίχων ὑποτεινουσῶν. Αρα: 


αἴ β γἧ ἡδὶ ρ᾿᾽ σ᾽ -ἐτ' ἊΣ ο" -ἰ τ' 
ρ᾽ σ᾽ τ’ α'  β᾽ γ᾽ αὐ 
ἣ ρ᾽ τΞΞ σ᾽" Ἔ τ’, 


"Αλλη ἀπόδειξι;. 'Επειδὴ 
(ΑΒΓ) -ῷ (ΑΒΗ) -Ἐ (ΑΓῊΗ), 


εἰς τὴν ὁμογενῆ ταύτην σχέσιν δυ- 
νάμεθα νὰ ἀντικαταστήσωμεν τὰ 
ἐμβαδὰ διὰ τῶν, ἀναλόγων πρὸς 
αὐτά, τετραγώνων ὁμολόγων μηκῶν,ἢ 
ρο3 ΞΞ ο -Ἐ «"͵ 

Δι" ἐπαληϑεύσεως τοῦ τύπου τούτου 
δυνάμεϑα νὰ δδηγηθῶμεν εἷς μίαν τρίτην 
ἀπόδειξιν (Βλ. Ζαν καὶ 3ην ἔκδοσιν 
τῶν Εχ. ἃ. 4.) 


Παρατήρησις. Ἢ μέση ἀνάλογος 
δύο ἀνίσων εὐθειῶν μ, ν εἶναι μικροτέρα τῆς μέσης ἀριθμητικῆς 
αὐτῶν. Πράγματι, ἡ ΔΗ (Σχ. 1038) εἶναι μέση ἀνάλογος τῶν μη- 
κῶν ΒΗ καὶ ἩΓ καὶ εἶναι, ὡς κάθετος, μικροτέρα τῆς πλαγίας 


Σχ. Ἰοῦν. 


Θεώρημα τοῦ δὼ ἔαγε 647 


1600. Ἢ διαφορὰ τῶν ἐμβαδῶν δύο ὁμοίων κανονικῶν πολυγώνων 
Π καὶ Π’ καὶ ἐκ τῶν ὁποίων τὸ ἕν εἶναι ἐγ- 
γεγραμμένον καὶ τὸ ἄλλο περιγεγραμμένον εἰς 
ν αὐτὴν περιφέρειαν, εἶναι ἴση πρὸς τὸ ἐμ- 
βαδὸν τοῦ ὁμοίου πρὸς τὰ πρῶτα κανονιχοῦ 
πολυγώνου, τοῦ ἐγγεγραμμένου εἰς τὴν περι: 
φέρειαν μὲ διάμετρον ἴσην πρὸς τὴν πλευρὰν 
ὅ τοῦ περιγεγραμμένον πολυγώνον Π΄. 


Σχ. 10. “Ἑστω α ἡ ἐπιφάνεια τοῦ περιγεγραμ- 

μένου πολυγώνου Π΄ καὶ τοῦ ὁποίου ΑΓ 

εἶναι ἡ ἐόοπα εδὲ β' ἡ ἐπιφάνεια τοῦ ἐγγεγραμμένου πολυγώνου Π 
μὲ πλευρὰν ΒΔ, ᾿Επειδὴ αἱ ἐπιφάνειαι αὗται εἶναι ἀνάλογοι τῶν 
τετραγώνων τῶν ἀκτίνων τῶν ἐγγεγραμμένων περιφερειῶν, θὰ 


Γ Α 


ὼὰ 


εἶναι 
α᾽ ΟΑ’ 
βΒ᾽ ΟΒ: ᾿ 
3. β: ΟΑΞ8.-- ΟΒ’ 
ἢ Φς ---οθ τε ς--. ΠΝ 


"᾿Εστῶω γ᾽" ἡ ἐπιφάνεια τοῦ ὁμοίου πρὸς τὰ δύο πρῶτα πολυ- 
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γώνου τοῦ ἐγγεγραμμένου εἰς τὴν περιφέρειαν μὲ ἀκτῖνα ΑΕ’ θὰ 
ἔχωμεν πάλιν 


᾿Αλλ᾽ εἶναι: ΕΑ3-Ξ5ΟΑΞϑ -- ΟΕ" -- ΟΑΞ -- ΟΒ-". 
'Επομένως, διὰ συγκρίσεως τῶν ([) καὶ (2) σχέσεων: 


1 Ὴ Β΄. 
β᾽ β' 
ἢ αϑ -- β᾽ -Ξ γ'", 


Θεώρημα δ47--1 


1601. Ἣ ἰδία διαφορὰ αϑ --- β' εἶναι ἴση πρὸς τὸ ἐμβαδὸν τοῦ 
ὁμοίον πολυγώνου τοῦ παριγεγραμμένου εἰς τὴν περιφέρειαν μὲ διάμε- 
τρον τὴν πλευράν ΒΔ τοῦ ἐγγεγραμμένου πολυγώνου Π 

Σημείωσις. Τὰ προηγούμενα δύο θεωρήματα εἶναι τοῦ διε ωνε 
(1698 - 1739), μέλους τῆς ᾿Ακαδημίας τῶν ᾿Επιστημῶν (Ν. Α., 
1845, σ. 55). 

Θεώρημα δ48 


1602. Ἢ διαφορὰ τῶν ἐμβαδῶν δύο κανονικῶν πολυγώνων ἐκ ὃν 
πλευρῶν καὶ ἐκ τῶν ὁποίων τὸ ἕν εἶναι ἐγγε- 


Ἰφαμβενον καὶ τὸ ἄλλο περιγεγραμμένον εἰς τὴν δι, Ὁ. ὴ τϑς, ἢ 

αὐτὴν περιφέρειαν, εἶναι μιχροτέρα τῆς διαφο- τ - τ’ 

οᾶς τῶν ἐμβαδῶν τῶν ἀντιστοίχων τῶν προηγου- ΖΞ ξεν 

μένων δύο κανονιχῶν πολυγώνων ἐκ ν πλευρῶν. Χι ᾿κῇ : 
"Ἔστωσαν ΑΒ, ΓΔ τὰ ἡμίση τῶν πλευρῶν Ν,. 

τῶν πολυγώνων ἐκ ν πλευρῶν’ ἡ διαφορὰ ῦ 

τῶν ἐμβαδῶν των εἶναι ἴση πρὸς 2ν φορὰς Σχ. 1010. 


τὸ ἐμβαδὸν τοῦ τραπεζίου ΑΒΓΔ. Ἂν δὲ 
ΑΔ, ΕΖ εἶναι αἱ πλευραὶ τῶν πολυγώνων ἐκ 2ν πλευρῶν, ἡ δια- 
φορὰ τῶν ἐμβαδῶν των θὰ εἶναι πάλιν ἴση πρὸς 2ν φορὰς τὸ 
ἐμβαδὸν τοῦ τοῖγώνον ΑΔΖ. 

Θὰ πρέπει λοιπὸν νὰ ἀποδείξωμεν ὅτι: 


(ΑΔΖ) «- (ΑΒΓΔ) 


καὶ ἐπειδὴ τὸ τρίγωνον καὶ τὸ τραπέζιον ἔχουν τὸ αὐτὸ ὕψος ΒΔ, 
ἀρκεῖ νὰ ἀποδειχθῇ ὅτι ἡ βάσις ΔΖ τοῦ τριγώνου εἶναι μικροτέρα 
τοῦ τετάρτου τοῦ ἀθροίσματος τῶν βάσεων τοῦ τραπεζίου.Ό. 

᾿Επειδὴ ἡ ΟΖ εἶναι διχοτόμος τῆς γωνίας ΑΟΔ, τὸ σχῆμα ΑΖ 
ΔΘ εἶναι ρόμβος: ἄρα 


ΔΖ-Ξ: ΑΘ καὶ ΔΖ «ΖΓ, 
αἱ δὲ παράλληλοι ΑΒ, ΓΔ δίδουν τὴν σχέσιν 


ΑΘ ΓΖ 


ἜΘ ΔΖ’ ἐξ ἧς ΑΘ5:--ΒΘ.ΓΖ. 


800 


᾿Αλλ᾽ ὡς γνωστόν, ἡ μέση ἀνάλογος ἈΘ εἶναι μικροτέρα τοῦ 
ἡμιαθροίσματος τῶν ΒΘ καὶ ΓΖ (8 1529, Παρατήρησις) : 


ΑΘ «-Φ (89 ἘΓΖ), 


καὶ ἐπειδὴ ΑΘ- Σ (ΑΘ -Ἐ Δ), 
διὰ προσθέσεως κατὰ μέλη λαμβάνομεν 
2ΑΘ «--(ᾺΑΒ Ὁ ΔΓ) ἢ ΑΘ «- (ΔΒ “.ΔΓ). 


Θεώρημα δ49 


1608, Δι' ἑκάστης κορυφῆς τοιγώνον φέρομεν εὐθεῖαν διαιροῦσαν 
τὴν ἀπέναντι πλευρὰν εἰς μέρη ἀνάλογα τῶν τετραγώνων τῶν προσχκει- 
μένων εἷς αὐτὰ- πλευρῶν. Δείξατε ὅτι αἱ τρεῖς αὗται εὐϑεῖαι τέμνονται 
εἷς τὸ αὐτὸ σημεῖον. (Ρ. Ἠοβεατγά, 1848, Ν.Α., σ. ο. 407, 454). 

ἘΦΈΙΘΕ, τω 
γ 
Β ἱ΄, ᾿Απόδειξις. Φέρομεν τὰς καθέτους ζ καὶ θ ἐπὶ τὰς πλευρὰς 

καὶ γ. 

Τὰ τρίγωνα ΑΔΓ καὶ ΑΔΒ ἔχουν τὸ αὐτὸ ἐκ τῆς κοινῆς κο- 
ρυφῆς Α ὕψος καὶ εἶναι πρὸς ἄλληλα ὡς 
τὰ μήκη μ καὶ ν. Αρα 

μο- (ΑΔΓ) βξ 
ν (ΑΔΒ γθ 
᾿Επειδὴ καθ᾽ ὑπόθεσιν: 


"Ἔστω ΑΔ τοιαύτη, ὥστε 


"β᾽ 

ν γ᾽ 
Θ ἔπεται 

Β τ 

Ὑ 9θ᾽ 


ἤἥ: ὁ λόγος τῶν καθέτων ΟΖ, ΟΘ εἴἵναι 
ἴσος πρὸς τὸν λόγον τῶν β καὶ γ: 


ὍΣ 
ΟΘ γ 
Ἕοστω ΓΛ δευτέρα εὐθεῖα τοιαύτη, ὥστε ΔΕ ΞΞΞ: Ἐ.. 
Θὰ ἔχωμεν 
ῸΖ β καὶ ΟΖ ..8 
ΟοΟΘ ΡΥ ΟΗ α΄ 
ΟΖ ΟΘ ΟΖ ΟΗ 
ἢ β γ β α 
ἄρα: 
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᾿Ανήκει δηλαδὴ τὸ σημεῖον Ο εἰς τὴν διὰ τῆς κορυφῆς Β εὐ- 
θεῖαν, τὴν ἀνάλογον πρὸς τὰς ΑΔ καὶ ΓΛ. 

Β΄. "Απόδειξις. Ἢ χρησιμοποίησις τοῦ θεωρήματος τοῦ (ένα 
(8 1240) μᾶς ὁδηγεῖ εἰς ἁπλῆν λύσιν. Ἔστω πράγματι Κὶ τὸ ση- 
μεῖον ὅπου ἡ τρίτη εὐθεῖα διὰ τῆς κορυφῆς Β ουναντᾶ τὴν ἀπέ- 
ναντι πλευρὰν ΑΓ. Θὰ ἔχωμεν τὰς οχέσεις: 


ΑΛ β’' ΒΔ γ3 ΓᾺ α 
ΒΛ ατ' Τὰὁ βΡ᾿ ἊἋΚ΄ Ὑγ" 
καὶ ἑπομένως 
ΑΛΙΒΔΟΓΚ β'γ'α᾽ ς 
ΒΛ.ΓΔ.ΑΚ αβγγ ᾿ 
Παρατήρηαις. Τὸ σημεῖον Ο εἶναι ἐκεῖνο, διὰ τὸ ὁποῖον τὸ 


ἄθροισμα τῶν τετραγώνων τῶν ἀποστάσεών του ἀπὸ τῶν τριῶν 
πλευρῶν τοῦ τριγώνου εἶναι ἐλάχιστον (Ν. Α., 1848, σ. 407). 


1608 α. Σημείωσις. Αἱ εὐθεῖαι ΑΔ, ΓΛ, ... εἶναι αἱ συμμετρο- 
διάμεσοι τοῦ τριγώνου καὶ ἡ τομή τῶν Ο τὸ σημεῖον τοῦ 7,6πιοὶπα 
τοῦ τριγώνου. Ὃ Ιιεπιοὶπε ὑπέδειξεν τὸ 1873 (Ν. Α., σ. 364) τὴν 
σπουδαιότητα τοῦ σημείου τούτου εἰς σχετικὴν μελέτην, ἥτις ὑπῆρ- 
ξεν ἡ ἀφετηρία τῆς δημιουργίας τῆς Νεωτέρας Γεωμετρίας τοῦ τριγώ- 
γου. ᾽Εν τούτοις, τὸ σημεῖον τοῦτο εἶχεν καὶ προηγουμένως ἀνευ- 
ρεθεὶ ὑπὸ πολλῶν μαθηματικῶν, δι᾽’ ἐρευνῶν ἐπὶ θεμάτων ἀσχέ- 
τῶν πρὸς ἄλληλα. Δυνάμεθα νὰ ἀναφέρωμεν σχετικῶς τὸν 
Μαΐδίει (1865, Ν. Α., ο. 403), τὸν (δέαϊαι (1852, Τρέογέγιεδ εἴ ρτο- 
διόγιεβ ἀα σέοπιῤί»ὶο, 2 ἔκδ., σ. 161), τὸν Ἡοεβατὰ (1848, Ν. Α. σ. 
454) κλπ. 

Θεώρημα δ48--]1 


1608 β. Αἱ εὐθεῖαι ΑΔ, ΒΚ, ΓΛ (σχ. 1041) τέμνονται ἐπίσης κατὰ 
τὸ αὐτὸ σημεῖον καὶ ὅταν συμβαίνῃ : 
ΑΛ βὶὶ ΒΔ γ ΓΚκΙ͂ αμ 
ΒΛ αμ᾿' ΓΔ βκ' ἊΚ γμ. 


ἔξυξεν ας 


Παρατήρησις. ᾽Εὰν μΞξῖ, λαμβάνομεν τὰς ἐσωτερικὰς διχοτόμους 
τοῦ τριγώνου, διὰ μ -- 2 τὰς συμμετροδιαμέσους καὶ διὰ μ -Ξ0 τὰς 
διαμέσους αὐτοῦ. Διὰ μ «0, ἔχομεν τὰς ἀντιστρόφους εὐθείας τοῦ 
Γοροματηρβ᾽ Ἀ. Χ. εἰς μ -Ξ --  ἀντιστοιχοῦν αἱ ἀντίστροφοι τῶν 


διχοτόμων κλπ. 
Θεώρημα ὅδ0 


1604. Τὸ γινόμενον τῆς ἀκτῖνος τῆς ἐγγεγραμμένης περιφερείας εἰς 
τρίγωνον καὶ τῶν ἀκτίνων τῶν παρεγγεγραμμένων περιφερειῶν, εἶναι 
ἴσον πρὸς τὸ τετράγωνον τῆς ἐπιφανείας τοῦ τριγώνον. 

᾽᾿Επειδή: 


.Ε “5 τς ΠΕ γον Ὁ 
Ρ΄- , βαΞξ ᾿ ρΡβ-- τΞρ’ ρυ πη τν 


Γεωμετρία δ] 
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καὶ ΕΝ τορι, ς ἘΞ ἘΞΡΝ Ἑ- -Ξ-Ε: 
ΡΡα ΡΡ̓ῬΥ τ΄ πο τ ἃ) (τ-- Β) (τ--- } Ἐ"΄ “᾿" 
Σημείωσις. Ἢ γεωμετρικὴ ἀπόδειξις τοῦ τύπου 
Ε --ὑτίτ-- αἢ (τ -- Β) (τ-- γ),. 

ἜΣ Τεῖδι εἰς τὸν ΕἸοπαςοΐὶ, ἐπονομαζόμενον καὶ “εονάρδον τῆς 

ης. 

Θεώρημα 6851 

1608. Τὸ ἀντίστροφον τῆς ἀκτῖνος τῆς ἐγγεγραμμένης περιφερείας 
ἰσοῦται πρὸς τὸ ἄϑροισμα τῶν ἀντιστρόφζων τῶν ἀκτίνων τῶν παρεγγβ- 
γροαμμένων περιφερειῶν. 


᾿Επειδή: 
τ 1 τος 1 τ-Βλ 1: τ1τ--γἁ 
Ἐ εΡ ἘΠ Εὸ 
καὶ 
Οςεροι αοὺ ὐὐΣεδιρα δε τιν πε ῦτ, τυ, 
ρα ρΡβ ρὺ ἘΠ πτ Ἐ ΕΥ̓ ρ" 


Σημείωσιες. Τὸ θεώρημα τῆς 58 1604 εἶναι τοῦ Μαμπίου (1807), ἂν 
καὶ ὁ μυὸς τὸ 1809 ἀνεῦρε ἐπίσης τὴν ἰδίαν σχέσιν (Α. ἀ. 6α., 
τόμ. 1 (1810 - 1811), σ. 150ϑ, παραπομπὴ καὶ τόμ. ΧΙΧ, σ. 87). 

Τὸ θεώρημα τῆς 8 1605 εἶναι τοῦ ϑΘίεϊπεν (4. ἃ. α., τόμ. ΧΙΧ 
(1828 - 1829), σ. 86 καὶ 90), τὰ δὲ τῶν 88 1606 καὶ 1607 εὑρίσκον- 
ται εἰς Α. ἀ. α,, τόμ. ΧΙΧ (1828 - 1829), σ. 211 καὶ ἐπμ., ὡς καὶ 


τὸ τῆς 8 1184. 
Θεώρημα δ52 


1606. Ὑὸ ἀντίστροφον τῆς ἀκτῖνος τῆς ἐγγεγραμμένης περιφερείας 
εἶναι ἴσον πρὸς τὸ ἄϑροισμα τῶν ἀντιστρύφων τῶν τριῶν ὑψῶν τοῦ 
τριγώνου. 


᾿Ας εἶναι υα, υβ, υγ τὰ τρία ὕψη. ᾿Επειδή: 
2Ε -Ξ 2τρ ΞΞ αὐα -Ξ βυρ ΞΞ γυν 


ἢ 

τι ὦ ὃϑὃὁῦὃὁῪΠΠν ἀτβῖγ 2τ 
τ 1 ΞΟΠ ΠΡ ΤΠ τ Τ ΠΝ Ἴ 1 
Ῥ Ὁ Πρ ὕν ὅκα Τρ Γῦν ὔᾳ Τρ Γῦν 
ἕπεται 


Θεώρημα δδ2-.1 


1607. Τὸ ἄϑροισμα τῶν ἀντιστρόφων τῶν ἀκτίνων τῶν παρεγγε 
Ἰραμμένων περιφερειῶν ἰσοῦται πρὸς τὸ ἄθροισμα τῶν ἀντιστρόφων 
τῶν ὑψῶν. 


᾿Επειδή, ὡς εἴδομεν : 


1 1  ᾺΙ ΘΠΔ :1Ὅϑ,1 
τ πὴ πνς"- Ἐ-π-- 
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Σημείωσις. Διὰ τὰς προτάσεις τῶν 88 1606 καὶ 1607, βλ. εἰς 
Α. ἀ. α., τόμ. ΧΙΧ (1828 . 1829), ο. 212, ἀξιοαημείωτον ἄρθρον ὑπὸ 
Ι,.. Ῥ. Ε.- ΚΕ., συμπληροῦν μίαν ἐπίσης ἀξιόλογον σχετικὴν μελέτην 
τοῦ ϑίεϊμεσ (ὡς ἄνω, σ. 85) καὶ ὅπου ἀναφέρεται καὶ ἕν ὑπό- 
μνημα τοῦ ΒΟΡΣ]ἸΙεΣ. Θὰ πρέπει νὰ ἀναγνωρισθῇ ὅτι τὰ ἧἹππαίος 
ἀκ ἀδτσοπης ἀξίζουν νὰ ἀνασυρθοῦν καὶ πάλιν εἰς τὸ φῶς τῆς δη- 
μοσιότητος" ἐπειδὴ ἐκτὸς τοῦ ὅτι εὑρίσκονται εἰς αὐτὰ μελέται με- 
γάλου ἐνδιαφέροντος περιέχουν καὶ ζητήματα τὰ ὁποῖα ἀργότε- 
ρον ἐνεφανίσθησαν ὡς νέα. 


Θεώρημα δδὅϑ 
1608. "Ἐὰν ἐκ σημείου εἰς τὸ ἐσωτεριχὸν τριγώνου φέρωμεν καϑέ: 


τους λ, λ΄, λ΄ ἐπὶ τὰ; πλευρὰς α, β, γΥ αὖ- 
τοῦ, ϑὰ ἔχωμεν τὴν σχέσιν 


λ λ΄, λ΄ 
τυ τυ Ὁ 


"ἃς εἶναι Λ, Λ΄, Λ΄ τὰ ἐμβαδὰ τῶν 
τριγώνων ΒΟΓ, ΓΟΑ, ΑΟΒ ἀντιστοί- 
ως, ᾿Επειδὴ τὰ τρίγωνα ΟΒΓ καὶ ΑΒΓ 
χουν τὴν αὐτήν βάσιν, θὰ εἶναι πρὸς 
τ λληλα ὡς τὰ ἀντίστοιχα ὕψη των 
καὶ υ: 


ἜΡΒΡΕ, ἢ 
Εσνυ᾿ 
᾿Αναλόγως, 
πλο λοι 
ΕΓυ᾿ Ἐυύυ 
Ἄρα 
λ λ΄ “ Λ-ΛΈΔ ΕἾ 
τ τυ-- Ε΄ - πὸ 


Παρατηρήσεις. 1) Τὸ θεώρημα: τῆς 8 1606 εἶναι εἰδικὴ περίπτω- 
σις τοῦ ἀνωτέρου. Πράγματι, διὰ Ο συμπῖπτον πρὸς τὸ κέντρον 
τῆς ἐγγεγραμμένης περιφερείας, λαμβάνομεν 


Ρ,Ρ.,60ρ. 1ι.1»ϑ.0ρβ,.ἴ 1 
ὑ τυ Ὁ ἢ Έτττξτ' 


2) Τὸ θεώρημα ἐξακολουθεῖ νὰ ἰσχύῃ καὶ διὰ λ, λ΄, λ΄ εὐθύ- 
γραμμα τμήματα, ἀπὸ τοῦ σημείου Ο ἀρχόμενα μέχρι τῶν πλευ- 
ρῶν, καὶ παράλληλα πρὸς τρεῖς εὐθείας, ἀγομένας διὰ τῶν κορυ- 
Φφῶν τοῦ τριγώνου καὶ διερχομένας διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου. 


1609, Θεώρημα. Θὰ εἶναι ἐπίσης (σχ. 1042) : 


ΑΔ ΒΔ ΓΔ 
ἘΣΩΣ ΝΣ  α ὁ 


Πράγματι, ἐπειδὴ 
ΔΗ’ ΔΗ’ 


ΔΗ 
υ πὸ Ἐπ ΞΙ 
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5 μϑπι-ι. 


υ Ὸ 


Διὰ προοθέσεως κατὰ μέλη τῶν τριῶν τελευταίων ἐκ τῶν τεσ- 
σάρων τούτων ἰσοτήτων καὶ ἔχοντες ὑπ᾽ ὄψιν τὴν πρώτην, κατα- 
λήγομεν ἀμέσως εἰς τὴν δεικτέαν. 

Παρατήρησις. Βλέπε, σχετικῶς πρὸς τὰς διαφόρους σχέσεις με- 
ταξὺ τῶν στοιχείων ἑνὸς τριγώνου, τὸ ἤδη προμνησθὲν (8 1185 α) 
ἔργον τοῦ νυϊδετί. 

Θεώρημα δδ538-- 
1610. Τῶν ἐμβαδῶν τῶν ὁμοίων τριγώνων ΑΘΒ καὶ ΑΜΝΜΙΓ΄' (σχ. 1048, 
ΘΒ παράλληλος πρὸς ΜΓ), μέσον ἀνάλογον εἶναι 
τὸ ἐμβαδὸν τοῦ τριγώνον ΑΘΓ. 


Πράγματι, τὰ τρίγωνα ΑΘΒ, ΑΘΓ ἔχουν τὸ 
αὐτὸ ἐκ τοῦ Θ ὕψος" ἄρα 


(ΑΘΒ) ΑΒ 
(ΑΘΓ) ἊἋΓ΄' 
Σχ. 1042. Ὁμοίως, τὴ - 40. Σ 
᾿ (ΑΘΒ) (ΑΘΓ[ 
Επομένως, [ΑΒΓ - ἸΑΜΓ᾽ 
ἢ (ΑΘΓῚ.»} ξξ (ΑΘΒ) (Α ΜΓ). 


Παρατήρησις. Τὸ θεώρημα τοῦτο εἶναι εἰδικὴ περίπτωσις τοῦ 
ἑπομένου. 
Θεώρημα δδ4 


1611. "Ἐὰν δύο τρίγωνα ΔΕΖ, ΑΒΓ ἔχουν τὰς ὁμολόγους πλευράς 
τῶν παραλλήλους καὶ τὸ πρῶτον εἶναι ἐσωτεριχὸν τοῦ δευτέρου, πᾶν 
τοίγωνον ΜΝΊΛ, περιγεγραμμένον εἰς τὸ πρῶτον καὶ ἐγγεγραμμένον εἰς 
τὸ δεύτερον, ἔχει ἐπιφάνειαν ἴσην πρὸς τὴν μέσην ἀνάλογον τῶν ἐπιφα- 
νειῶν τῶν δύο τριγώνων. 

"Ἀἃς εἶναι ΘΕΡ ἡ ἐκ τοῦ Ε παράλληλος πρὸς τὰς πλευρὰς ΔΖ 
καὶ ΑΓ, τέμνουσα εἰς Θ τὴν ΒΖΗ καὶ εἰς Ρ τὸ ὕψος ΒΡΤΣ τοῦ 
τριγώνου ΑΒΓ. Θὰ ἔχωμεν ἐκ τοῦ σχήματος 


(ΔΘΖ2) -- (ΔΕΖ), 
(ΔΜΕ) --  (ΔΒΕ), 
(ΔΛΖ) -- (ΔΗΖ), 
(ΕΝΖ) -- (ΕΒ2). 
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Διὰ προσθέσεως κατὰ μέλη τῶν ἰσοτήτων τούτων λαμβάνομεν: 
(ΛΜΝ) Ξξ (ΔΒΗ). 
Τὰ τρίγωνα ΘΔΖ καὶ ΒΔΗ ἔχουν τὸ αὐτὸ ἐκ τοῦ Δ ὕψος καὶ 
εἶναι πρὸς ἄλληλα ὡς αἱ βάσεις των. ΓΑρα 


(ΔῈ2) (ΘΔ2 ΘΖ ἈΤ᾽ ΕΠ -- ἑπομένως πρὸς ἼΕ: (1) 


ἀφοῦ τὰ τρίγωνα ΔΕΖ καὶ ΑΒΓ εἶναι ὅμοια. ᾿Αφ᾽ ἑτέρου, 


(ΒΔΗ). ΒΔ 
(Β6η)ὴ δ᾽ 
(ΒΔη) ΔΖ 
ὶ (ΒΟΉ) - ὍΗ΄ (2) 
(ΒΟΗ) ΟΗ 
καὶ (ΑΒΓ) -Ξ-Ξ ἌΓ. . (2) 


ΣΧ. 1044 
(Θ ἡ τομὴ τῶν ΡΕ καὶ ΒΗ). 


Διὰ πολλαπλασιασμοῦ κατὰ μέλη τῶν (2) καὶ (3), εὑρίσκομεν : 
(8ΔΗ)Π (ΛΜ) ΔΣδΖ Ξ (ΔΕΖ) 
(ΑΒΓ) “- ΑΒΓ) αἂγ -ἰἐ" τῆς (1)) ΜΝ) 

Δηλαδή: 

(ΛΜΝ) τῷ (ΑΒΓ) (ΔΕΖ). 


"Αλλὴ ἀπόδειξις. "Β-ς θέσωμεν ΑΓ -Ξ β, ΒΣ τευ, ΔΖ --β΄, ΕΠ --κᾷύἅυ΄. 
Ως εἴδομεν τὸ ἐμβαδὸν σ τοῦ τδιγώνθυ ΛΜΝ εἶναι ἰσοδύναμον 
πρὸς τὸ τοῦ τετραπλεύρου ΒΖΑΔΒ, ἀφοῦ 


(ΛΜΝ) -- ([ΒΔΗ) -- (ΒΔΖ) -(ΔΖΗ) τΞ ([ΒΔ2) - (ΔΖΑ.). 
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“Επομένως 
. (Δ42).(ΒΤ) (Δ2Ζ).(ΣΤ) υ.β’ 
σε το τ --πξοσοι 
᾿Επειδὴ δὲ 
(ΑΒΓ), (ΑΓ) .(Β5) (ἢ β 
' σ - (Δ2Ζ).(ΒΣ) “ (42) "“ β᾽ 
κα 


συνάγομεν ἀμέσως ὅτι: 
σ᾽ ΞΞ (ΔΕΖ) (ΑΒΓ). 

Σημείωσις. .“Ο (δίαΔ]απ εἰς τὰ Τγόδογόνιοβ οἱ Ῥνροδίόηιοθ (θη ἔκδ., 
σ. 182), θεωρεῖ τὴν πρότασιν ταύτην ὡς χρονολογουμένην ἀπὸ 
τοῦ 1862, μολονότι προετάθη ὑπὸ τοῦ Θετροππς καὶ ἀπεδείχθη ὑπὸ 
τοῦ Ιιόοη ἀππὸ τὸ ἴ εἰς τὴν σ. 27 τῶν Ν. 4. ἀδ8 πιαίμπόπι.--- 
Εἰς πολλὰς περιπτώσεις εἶναι πολὺ δύσκολος ἡ ἀνεύρεσις τῆς 
πατρότητος ἑνὸς θεωρήματος. Βλ. σημ. 8 1603 β. 


Θεώρημα δδ4-- 


1612. Τὸ ἐϊβαδὸν παντὸς τριγώνου εἶναι μέσον ἀνάλογον τῶν ἐμβα- 
δῶν τῶν δύο τριγώνων μὲ κορυφάς, ἀφ᾽ ἑνὸς τὰ κέντρα τῶν παρεγγε- 
γραμμένων περιφερειῶν καὶ ἀφ᾽ ἑτέρον τὰ σημεῖα ἐπαφῆς μετὰ τῶν 
“πλευρῶν τοῦ τριγώνου τῆς ἐγγεγραμμένης εἰς αὐτὸ περιφερείας. (δ. Α., 
1880, σ. 59. Ννε:1}). 

᾿Επειδὴ τὰ δύο ταῦτα τρίγωνα εἶναι ὁμοιόθετα ἀλλήλων, ἀνα- 
γόμεθα ἀμέσως εἰς τὸ προηγούμενον θεώρημα. 


Θεώρημα τοῦ (εεανγο δ5δ4--.11 


1012 α. Δύο τοίγωνα ΜΝΡ, Μ'ΝΡ’ εἶναι περιγεγραμμένα εἷς τρί- 
γῶνον ΑΒΓ, ὅμοια πρὸς τρίτον αβγ καὶ μὲ χαϑέτους τὰς ὁμολόγους 
πλευράς των ΜΝ, Μ'Ν’ κλπ, (Σχ. 1044 α). Δείξατε ὅτι τὸ ἄϑροισμα 
τῶν ἐμβαδῶν τῶν τριγώνων τούτων εἶναι σταϑερὸς ἀριϑμός. 

Τὰ σημεῖα ΜΜ’ θὰ κινοῦνται, ἐπὶ τῆς περιφερείας τοῦ κ. τό- 
ξου, τοῦ διερχομένου διὰ τῶν Β, Γ καὶ δεχομένου γωνίαν α. Τὰ 
σημεῖα ταῦτα εἶναι προφανῶς ἀραὶ πὸ με τῆς ΤΕΡΙΦΕΡΕ ας αὐτῆς 
καὶ ἡ διαφορὰ τῶν ἀποστάσεών τῶν Μη --ς- ΜΜ΄ Π’ ἀπὸ τῆς εὐθείας 
ΒΓ εἶναι ἴση πρὸς τὴν ἀπόστασιν ὃ τοῦ κέντρου τῆς περιφερείας 
ἀπὸ τῆς ΒΓ --- δηλ. σταθερὸν μῆκος. 'Ἑπομένως 

(ΒΜΓ) -- ([ΒΙΜΓ)ΞξΞξγ, καὶ ἀναλόγως (ΑΝΓ[ -- (ΑΝ ΓῚ Ξξξ γ,, 

(ΑΡΒ) -- ΡΒ) Ξξ γε» (γι, γ. γι σταθεραί!). 
᾿Αλλ᾽ εἶναι 
(ΜΝΡ) ΞΞ (ΑΒΓῚὴ - ([ΘΜΓῚὴ -ἘΠΩΠΓΝΑ)Ὶ) Ἔ (ΑΡΒ) 
(Μ΄ Ν' ΡΊ Ξξξ (ΑΒΓ -- ([ΒΜ΄Γ) --- ΓΝ. Α) - [ΑΡΒ). 

Ἑπομένως, 

(ΜΝΡ) - (Μ΄ Ν᾽) ΞΞ 2 (ΑΒΓ) Ἔ, Ἐν Ἔ γε ΞΞ σταθερὸς ἀριθμός͵ 
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Παρατήρησις. 1) Ἢ ἀνωτέρω ἀπόδειξις προυποθέτει ὅτι τὸ τρί- 
γωνον ΜΝΡ εἶναι ἐξωτερικὸν τοῦ ΑΒΓ καὶ τὸ Μ'Ν’Ρ’ ἐσωτερικὸν 
αὐτοῦ, ἀλλ᾽ ἡ γενικὴ πορεία τῆς ἀποδείξεως παραμένει ἡ αὐτὴ 
διὰ πάσας τὰς περιπτώσεις. 

2) Τὸ σταθερόν ἄθροισμα ({ΜΝΡ) -ἰ (Μ΄Ν΄ Ρ΄) εἶναι ἴσον πρὸς 


Ρ Α Ν ᾿ 


Σχ. 1044α. 


τὸ τετραπλάσιον τοῦ ἐμβαδοῦ τοῦ τριγώνου τῶν κέντρων τῶν 
τριῶν περιφερειῶν. Ἐκ τῆς παρατηρήσεως ταύτης ποριζόμεθα 
μίαν δευτέραν ἀπόδειξιν τῆς ἀνωτέρω προτάσεως (]. Ν.). 


Σημείωσις. Τὸ θεώρημα τοῦτο ἐδημοσιεύθη τὸ 1883 εἰς τὴν 
Μαιποϑὶθ (1883, σ. 23, ζτμ. 201 καὶ 1884, σ. 66) ὑπὸ τοῦ Ε. (ἰεβετο 
σπουδαστοῦ τότε εἰς τὴν Εεοίο ἀρ Μίπε8 τῆς Λιέγης. Ἡ λύσις τὴν 
ὁποίαν ἐδώσαμεν εἶναι τοῦ Βαιςδαπιρε. 


3 


Θεώρημα δδδ 


1618, Ἔστω ΑΒΓΔ τυχὸν τετράπλευρον. Δείξατε ὅτι ὁ γεωμετρικὸς 
τόπος τῶν σημείων Ο, τῶν τοιούτων, ὥστε 


(Α0Δ) -(ΓΟΒ) -- (Α08Β) -Ἐ (ΓΟΔ), 


εἶναι ἡ εὐθεῖα ἢ συνδέουσα τὰ μέσα τῶν διαγωνίων τοῦ τετραπλεύρου 
([ὁοπα Αππε). 


“Ἔστω ΜΝ ἡ εὐθεῖα αὕτη. ᾿Επειδὴ αἱ ἀποστάσεις τῶν κορυ- 
φῶν τοῦ τετραπλεύρου ἀπ᾽ αὐτῆς εἶναι ἀνὰ δύο ἴσαι, τὰ τρίγωνα 
τῆς αὐτῆς βάσεως, κειμένης ἐπὶ τῆς ΜΝ, καὶ κορυφῶν Α, Γ ἢ 
Β, Δ εἶναι ἀνὰ δύο ἰσοδύναμα. 
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᾽ΑΦφ᾽ ἑτέρου, ἔχομεν 
(4 0Β) -ΞΞ (ΑΜΒ)  (ΑΟΜ]ὴ -- (ΒΟΜ)ὶ, 
(ΔΟΓῚ ΞΞ (ΔΜΓ[ -- (ΓΟΜ] -- -:ΔΟΜ). 


αὶ ἐπειδή: 
(ΑΟΜ) Ξε (ΓΟΜ), (ΒΟ0ΟΜ) ΞΞ (ΔΟΜ), 
θὰ εἶναι 
(ΑΟ8Β) -Ἐ (ΔΟΓῚ) ΞξΞ (ΑΜΒ) - (ΔΜΓ[ἔ[. (1) 
᾿Επίσης, 


(Α0Δ) Ξ (ΑΜΔ) - (ΔΟΜῚ -- [ΑΟΜ), 
(ΓΟΒ) ΞΞ [ΓΜΒ)] -- :[ΒΟΜ) -Ἐ (ΓΟΜ), 
καὶ ἑπομένως 
(Α0Δ) - (ΓΟ08Β) ΞΞ (ΑΜΔ) -ἰ (ΓΜΒ.). (2) 


Ἐπειδὴ αἱ ΑΜ, ΔΝ εἶναι διάμεσοι τῶν τριγώνων ΑΔΒ καὶ 
ΑΔΓ, τὰ ρος ΑΜΒ καὶ ΑΜΔ εἶναι ἰσοδύναμα, ὡς καὶ τὰ 
τρίγωνα ΔΜΓ καὶ ΒΜΓ, Κατὰ συνέπειαν 


(Α0Δ) -Ἐ (ΓΟΒ) ΞΞ (ΑΟΒ) -- (ΓΟΔ)}. 
ἐκ συγκρίσεως τῶν σχέσεων (1) καὶ (2). 


Παρατήρησις. Τὸ τμῆμα τοῦ τόπου, τὸ ἀντιστοιχοῦν εἰς τὴν ὡς 
ἄνω διατύπωσιν τῆς προτάσεως, εἶἴ- 
ναι τὸ περιεχόμενον ἐντὸς τοῦ τε- 
τραπλεύρου. Τὸ ἐκτὸς τοῦ τετρα- 
πλεύρου τμῆμα τῆς εὐθείας ΜΝ, ἀν- 
τιστοιχεῖ εἰς τὴν ἰδίαν πρότασιν, 
ἀλλὰ μὲ ἀλλαγὴν σημείων. εἰς τοὺς 
ὅρους τῆς σχέσεως τῆς ἐκφωνήσεως. 
΄. Μ. Ε΄, 1879, σ. 29.--Βουτρεῦ). 


Σημείωσις. Ἢ εὐθεῖα ἡ διερχο- 

πο ος ἀξ Ξ ἐς ὩΞΞ μένη διὰ τῶν μέσων τῶν διαγωνίων 

Γ Β τετραπλεύρου -- ἡ εὐθεῖα τοῦ Νεύτω- 

21. 1015.Ψ νος (8 1233 αἡ) ---συναντᾶται συχνὰ 

εἰς διάφορα ζητήματα ἐπὶ τῶν ἰδιο- 

τήτων τοῦ σχήματος αὐτοῦ. Βλ. σχετικῶς : [πὲ|. ἃ. Μαίῇ., 1907, σ. 

267, πρόβλημα 3313 τοῦ Κ. Ηαχεε καὶ τὴν λύσιν αὐτοῦ (1909, σ. 

252) ὑπὸ τοῦ ὑνεῖβοΒ. Εἰς τὸν τελευταῖον τοῦτον ἀνήκουν πολλὰ 

ἐνδιαφέροντα ἄρθρα δημοσιευθέντα εἰς τὸ 1. ἀ. Δ]. κατὰ τὰ ἔτη 
1908 καὶ 1909, 


Θεώρημα τοῦ Νεύτωνος δδ6 


1014. Ἢ συνδέουσα τὰ μέσα τῶν διαγωνίων περιγραψίμου τετρα- 
πλεύρου εὐθεῖα, διέρχεται διὰ τοῦ κέντρου τῆς ἐγγεγραμμένης περι- 
φερείας. 

Ἢ πρότασις αὕτη δύναται νὰ θεωρηθῇ ὡς πόρισμα τοῦ προη- 
γουμένου θεωρήματος τοῦ Ι,ἔέοη Απηο. Πράγματι, διὰ τὸ κέντρον 
Ο τῆς ἐγγεγραμμένης περιφερείας ἰσχύει ὅτι 


(ΓΟΒ) - (Α0Δ) -- ([Α08Β) -Ε(ΓΟΔ), 
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ἀφοῦ τὰ τρίγωνα ταῦτα ἔχουν τὴν ἀκτῖνα τῆς περιφερείας (0) 
ὡς κοινὸν ὕψος καὶ (858 744, 745) 
ΓΒ-.ΑΔ-:--- ΑΒ ΓΔ. 


᾿Ανήκει κατὰ συνέπειαν τὸ σημεῖον τοῦτο εἰς τὸν τόπον ΜΗ 
τῆς προηγουμένης προτάσεως. 


1614 .α. Πόρισμα. Διὰ πᾶν τρίγωνον, ἡ εὖ- 
ϑεῖα ἥτις συνδέει τὸ μέσον μιᾶς πλευρᾶς μετὰ 
τοῦ μέσου τῆς συνδεούσης τὴν ἀπέναντε κορυφὴν 
μετὰ τοῦ σημείου ἐπαφῆς τῆς πλευρᾶς ταύτης καὶ 
μιᾶς παρεγγεγραμμένης εἷς τὸ τρίγωνον περιφε. 
φείας, διέρχεται διὰ τοῦ κέντρου τῆς περιφερείας, 

Ἢ ἀπόδειξις τοῦ Νεύτωνος εὐρίσκεται 
καὶ εἰς τὰ Τρηέογέγηο8 εἰ Ῥγοδίόπιος ἀ6 σόο- 
γιδίγνὶς τοῦ ζαία]απ (δη ἔκδ., σ. 127). Στη- Σχ. 1910. 
ρίζεται δὲ ἐπὶ δύο λημμάτων, τοῦ πορίσμα- 
τος 11 τοῦ θεωρήματος ΠΥ καὶ τοῦ θεωρήματος ΓΠΧῚῚ (σ. 125). 


Πᾳαρατήρησις. Τὸ ἀνωτέρω θεώρημα εἶναι εἰδικὴ περίπτωσις τοῦ 
ἑπομένου γενικωτέρου: 

Ὃ τόπος τῶν κέντρων τῶν κωνικῶν τομῶν, αἵτινες ἐγγράφονται εἰ; ὅδο- 
δὲν τετράπλευρον, εἶναι ἡ συνδέουσα τὰ μέσα τῶν διαγωνίων εὐϑεῖα, 


(Βλ. Μαϊμεϑῖ8, 1898, σ. 194, πο 19). 


Σημείωσις. Τὸ προηγούμενον πόρισμα, μολονότι ἀποδιδόμενον 
εἰς τὸν Οοτροππς, ἀνήκει εἰς τὸν 1.- Βι Ὀυτταπάς (1797 - 1825). 
(1. ἀ. α., τόμος ΧΙΝν 1823 - 1824, σ. σ. 309 καὶ 313), 


Θεώρημα δ57 


1616. "Ἢ μιχροτέρα εὐθεῖα ΒΕΔ, τὴν ὁποίαν δυνάμεϑα νὰ φέρωμεν 
διὰ δοϑέντος σημείου ἘΞ ἐντὸς δοϑείσης γωνίας Α, ὁρίζεται διὰ τῆς 
ἑπομένης συνθήκης : 

Ἢ εἰς τὸ σημεῖον Ε' κάϑετος ἐπὶ τὴν εὐθεῖαν καὶ αἱ εἰς τὰ Β καὶ 
ἃ κάϑετοι ἐπὶ τὰς πλευρὰς τῆς γωνίας, πρέπει νὰ διέρχωνται διὰ τοῦ 
αὐτοῦ σημείου. 


(Βλ. Μέϑοδοι, 8 168). 


1616 α. Σημείωσις. 1) Διὰ τὴν στοιχειώδη σπουδὴν τοῦ ζητήμα- 
τος, βλ. Μαϊδοδὶ5, 1907, ο. 68 (.. Ν.) καὶ σ. 240, 55" 21 (Μ1414156]. 

2) Ἧ ἐλαχίστη αὕτη εὐθεῖα ὀνομάζεται πολλάκις ὑπὸ τῶν ἄγ- 
γλὼν συγγραφέων καὶ εὐϑεῖα τοῦ Φίλωνος. ᾽᾿Επειδὴ ἐμφανίζεται εἰς 
τὴν: λύσιν τοῦ γεωμέτρου τούτου τοῦ περιφήιου προβλήματος τῆς 
εὑρέσεως δύο μέσων ἀναλόγων. 

Ιηἰ. ἃ. Μαί., 1902, σ. 299, πο 1782. Σημείωσις Ατοβίϊ Αἰ, 
ΘθΟΚνΠ16, {(Καναδᾶς). 

3) Σχετικὸν πρὸς τὸ ἄνωτέρω θεώρημα εἶναι καὶ τὸ ἀκόλου- 
ΟΟΥ Θενεπην τοῦ Τλοωυΐἰε, ἀποδειχθὲν ὑπὸ τοῦ Ρ. ϑεττεὶῖ (Ν. Α.., 

" σ. 


Ἔστω κὸΒ σταϑερὰ γωνία περιγεγραμμένη εἰς ἔλλειψιν καὶ ΜΙΝ ἐφα- 
πτομένγη τῆς καμπύλης τοιαύτη, ὥστε τὸ ὑπὸ τῶν πλευρῶν τῆς γωνίας ἀπο- 
τεμνόμενον τμῆμα ΜΑΙ αὐτῆς νὰ. εἶναι τὸ ἐλαχίστον μήκους. Τὰ σημεῖα 
Μ, Ν ἴσον ἀπέχουν τοῦ κέντρον τῆς ἐλλείψεως. 

Διὰ τὴν παραβολήν, ἡ εὐθεῖα ΜΝ εἶναι ἡ ἐφαπτομένη, εἰς τὴν 
κορυφὴν τῆς καμπύλης. 
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Κατασμκεναὶ σχημάτων 


Πρόβλημα δδ8 


1616. Νὰ κατασκευασϑῇ τρίγωνον ἐκ τῶν γωνιῶν του καὶ τοῦ ἐμβα- 
δοῦ του μ5. 


Κατασκευάζομεν τρίγωνον τυχὸν ΑΒΓ, ὅμοιον τοῦ ζητουμένου, 
προεκτείνομεν τὴν βάσιν του ΑΓ κατὰ 
ΕἼκος ΓΙ ἴσον πρὸς τὸ ἥμισυ τοῦ ὄψους 

Δ καὶ ἐπὶ τῆς ΑΙ γράφομεν τὴν ἡμι- 
περιφέρειαν ΑΖΙ. Ἢ κάθετος ΓΖτευ 
εἶναι ἡ πλευρὰ τοῦ ἰσοδυνάμου πρὸς 
τὸ ΑΒΓ τετραγώνου" ἐπειδὴ 


υξξΞ ΑΓ. ΓΙ. 


᾽πὶ τῆς ΓΖ λαμβάνομεν μῆκος ΓΘ 
ἴσον πρὸς μ, φέρομεν τὴν ΑΖΗ, τὴν 
ΘΗ παράλληλον τῆς ΑΓ, τὴν ΠΓ΄ 
κάθετον ἐπὶ τὴν ΑΓ καὶ τὴν Γ΄ Β' πα- 
ράλληλον πρὸς τὴν ΒΓ. 

τὸ τον ΑΒ Γ' εἶναι τὸ ζητού- 
μενον. Πράγματι, τὰ τρίγωνα ΑΒΓ, 
ΑΒ΄Τ' εἶναι ὅμοια, ὃς καὶ τὰ ΑΓΖ, 
ΑΓΉ! ἑπομένως: 


(ΑΒΓ), ΑΓ’ (ΓΖ)"-ευ" 


“αν Ὁ". ““ὦἜἝἅ« ᾿ρνταστιεατειμεματτης πηπεεστρσταν οταμευζθε κα φετιμπμμοῦμη αι τεττοα νς)ς 8. 


᾿Επειδὴ οἱ ἀριθμηταὶ τῶν ἄκρων λόγων εἶναι ἴσοι, καὶ οἱ πα- 
ρονομασταὶ αὐτῶν θὰ εἶναι ἴσοι. ΓΑρα: 


(4 Β΄ Γ΄) Ξξ μ5. 
πρόβλημα δ69 


1617. Νὰ κατασκευασθῇ τρίγωνον ἐκ τῶν τριῶν ὑψῶν του α᾽, β΄, Υ. 
᾿Επειδὴ αα΄ΞΞ ββ΄-Ξ γγ΄ΞΞ2Ε, θὰ εἶναι καὶ 


: συ, τσ: 
α΄ Β΄ Ὁ 
καὶ τὸ ζητούμενον τρίγωνον εἶναι ὅμοιον πρὸς τὸ ἔχον μήκη πλευ- 
ρῶν ἀνάλογα πρὸς τὰ ἀντίστροφα τῶν μηκῶν τῶν ὑψῶν α΄, β’ γ΄. 
Κατασκευή. Λαμβάνομεν ἐπ᾽ εὐθείας μήκη ΡΛ, ῬΜ, ΌΝ ἀντι- 
στοῖχος ἴσα πρὸς τὰ ὕψη α΄, β΄, γ΄ (Σχ. 1047 α), ὑψοῦμεν κάθε- 
τον ἮΣ --ὃ καὶ γράφομεν τὰς ἡμιπεριφερείας ΛΡΛ΄, ΜΡΠὄΠ’,͵,ΝΝΡΝ'. 
Μὲ τὰ τμήματα ΡΛ’, ΡΜ', ΡΝ’, ἴσα ἀντιστοίχως πρὸς 
δὃ9 δ8δ᾽ δ ὃ: 
ῬΛ αἀ΄᾿ β΄᾽ 


κατασκευάζομεν τρίγωνον ΑΒ΄Γ΄ (Σχ. 1047 β). Τὸ τρίγωνον τοῦτο 
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εἶναι ὅμοιον πρὸς τὸ ζητούμενον καὶ ἐὰν ἐκ τῆς κορυφῆς Α φέ- 
ρώμεν κάθετον ΑΔ΄ ἐπὶ τὴν Β’Γ΄, ἴσην πρὸς τὸ ὕψος α΄, εἶναι 
φανερὸν ὅτι ἡ ἐκ τοῦ Δ παράλληλος πρὸς τὴν Β΄Γ΄ ὁρίζει τρίγω- 
νον ΑΒΓ ἀπαντῶν εἰς τὸ πρόβλημα. 


ἐπ τν 


Σγχ. 141β “ 
ΒΒ γ᾽. για 
ΎὙ β΄ ᾿ς α᾽ 
τὰ τρία μήκη α, β,γ εἶναι ἀνάλογα τῶν β΄γ΄, α΄, α΄β’ ἢ καὶ τῶν 
, α' 5.’ 
να, προ 
Υ 


Εἶναι ἑπομένως τὸ ζητούμενον τρίγωνον (α, β, γ) ὅμοιον πρὸς 
τὸ ἔχον πλευρὰς τὰ γνωστὰ μήκη β΄, γ᾽, 5.Ρ᾿ κλπ. 
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πρόβλημα 560 


1618. Δίδεται γωνία ΧΟΥ̓ καὶ σημεῖον Α ἑντὸς αὐτῆς. Νὰ ἀχϑῇ διὰ 
τοῦ σημείου τέμνουσα τῶν 
πλευρῶν τῆς γωνίας ΜΑΝ 
τοιαύτη, ὥστε τὸ τρίγωνον 
ΜΟΝ νὰ ἔχῃ ἐμβαδὸν δο- 
ϑὲν εῦ, 


Διὰ τὸν ἀκριβῆ ὁρι- 
σμὸν τῆς θέσεως τοῦ ση- 
μείου Α, ἂς σχηματίσω- 
μεν τὸ παραλληλόγραμ- 
μον ΑΒΟΓ καὶ καλέ- 
σωμεν διὰ τῶν α, β τὰ 
μήκη τῶν πλευρῶν του. 
"Ἕστω υ ἡ ἀπόστασις 
τοῦ Α ἀπὸ τῆς ΟΧ καὶ 
ΒΜ -- χ' εἶναι φανερὸν 
ὅτι θὰ πρέπει νὰ ἀνεύ- 
ρώμεν σχέσιν, συνδέου- : 
σαν τὸν ἀριθμὸν χ, τὸν ἜἜΒΙΟΣ Δ ον ἡ τς Ἶ 
ὁρίζοντα τὴν θέσιν ες. ΘὃΘθὃἷτ2χσηῃοιὦιὦι:ι:ι:ι:ιιι πη 

ΟΝ, πρὸς τὰ δεδομένα Σχ. 1048 
τοῦ προβλήματος. 

Τὰ ὅμοια τρίγωνα ΜΟΝ, ΜΑΒ εἶναι πρὸς ἄλληλα ὡς τὰ τε- 
τράγωνα τῶν ὁμολόγων πλευρῶν αὐτῶν. ᾿Αφ᾽ ἑτέρου, τὸ διπλά- 
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σιον τοῦ ἐμβαδοῦ τοῦ τριγώνου ΜΟΝ εἶναι ἴσον πρὸς 2:3 καὶ τὸ 

διπλάσιον τοῦ ΜΒΑ ἴσον πρὸς κυ. ἙἝπομένως: 

217 ΟΜ’: ἢ 223 (α- χ)᾽ 
Χ 


χυ χῖ υ (1) 
ἢ [2 (5 -- ἡ-- «[Ξ α". (2) 


Θὰ πρέπει λοιπὸν νὰ κατασκευάσωμεν ὀρθογώνιον μὲ πλευρὰς χα 


3 
καὶ 2 (Ξ - α) “-χ καὶ τοῦ ὁποίου τὸ ἐμβαδὸν εἶναι α", τὸ δὲ 


ἄθροισμα τῶν πλευρῶν του τὸ γνωστὸν μῆκος 2 (Ξ- -- α) . 
. 3 
Κατασκευνή. "Ἔστω ἃ ἡ τετάρτη ἀνάλογος -- καὶ ΟΛΞξ.λ. Θὰ 
2 
εἶναι τότε 8Λ - -- α καὶ ἂν λάβωμεν ΛΔ τ ΛΒ θὰ ἔχωμεν 
ΒΔ --2(λ -- α) -- 2 (Ξ- -- α) .- 
Γράφομεν ἀκολούθως τὴν ἡμιπεριφέρειαν ΒΔ, λαμβάνομεν 
ΒΕ -τεα καὶ φέρομεν τὴν παράλληλον ἘΖΘ πρὸς τὴν ΒΔ. Τὰ 
μήκη ΒΜ΄-ΞΜΔ καὶ ΒΜ εἶναι αἱ πλευραὶ τοῦ ζητουμένου ὀρθο- 


γωνίου. 
“Ὑπάρχουν, ἐν γένει, δύο λύσεις. 


᾿Ελάχιστον. ᾽Εκ τῆς ἐξισώσεως (2) φαίνεται ἀμέσως ὅτι τὸ πρό- 
βλημα ϑὰ ἔχῃ λύσιν ἐφ᾽ ὅσον 


Ἐ »α ἢ κ᾽ Ξ-Ἠ,ΑΟΜῚ»Έαυ-Ξ(ΑΒΟΓ). 


Τὸ ἐλάχιστον ἑπομένως ἐκ τῶν τριγώνων ΝΟΜ εἶναι τὸ ΡΑΣ΄, 
διπλάσιον τοῦ παραλληλογράμμου ΑΒΟΓ. 


Ποόβλημα δ60--] 
1619. Τὸ αὐτὸ πρόβλημα, ἀλλ᾽ ἅπου τὸ ἕν ἐκ τῶν σημείων Μ ἢ Ν 


Σγ. τ049͵ 


νὰ εὑρίσκεται ἐπὶ τῆς προεχτάσεως μιᾶς τῶν εὐθειῶν ΟΧ, ΟΥ̓. 
"Ἔστω (ΜΟΝ ξ κΆθΘ,],. ΒΜ .χ. 
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Θὰ εἶναι πάλιν 
2(ΜῸΝ) τ: ΟΜ: «(κ -- α): 


2(ΜΒΑ) τσ χε κ3 
καὶ ἡ ἐξίσωσις (2) ΦΚΙΒΈΟΟ τώρα εἰς τὴν 
«: (-Ξ- -- αἡ) -- «-Ξ α’ (3) 


Θὰ ὑπάρχουν δύο λύσεις καὶ τὸ κ᾿ δύναται νὰ ἔχῃ τυχοῦσαν 
τιμὴν μεταξὺ 0 καὶ -.οὦ. 
Παρατήρησις. Διὰ κ'» αυ, τὸ πλῆρες πρόβλημα (ξ8 1618, 1619) 
ἐπιδέχεται τέσσαρας λύσεις. 
Πρόβλημα 560 -- 11 


1619 α. Διὰ σημείου Α ἐπὶ τῆς διχοτόμου δοϑείσης γωνίας κειμένου, 
νὰ ἀχϑῇ τέμνουσα ΜΑΝ τῶν πλευρῶν τῆς γωνίας εἰς τρόπον, ὥστε τὸ 
ἄϑροισμα τῶν τετραγώνων τῶν τμημάτων ΑΜ, ΑΝ νὰ εἶναι δοθὲν τε- 
τράγωνον. 


((οποοι σόπόναί δὲ Οοἰϊέσες γουαια; ἐα6 Ῥανὶϑ, 1819). 

Τοῦ πολὺ ἐνδιαφέροντος τούτου προβλήματος, βλέπε λύσεις 
εἰς Α. ἅ. σετροῆπα, τομ. Χ (1819 -- 1820), σ. 73 (Εταποσριτγ) καὶ σ. 
83 (Φ ετροππο). 


Πρόβλημα δ60--111 

1620. Ἑϊς δοϑὲν ὀρϑογώνιον, νὰ περιγραφῇ ρόμβος δοϑέντος ἐμ- 
βαδοῦ κ, 

Διὰ διαιρέσεως τοῦ ὀρθογωνίου εἰς τέσσαρα ἴσα μέρη, δι᾽ εὐ- 
θειῶν ἐκ τοῦ κέντρου καὶ καθέτων ἐπὶ τὰς πλευράς, ἀναγόμεθα 
εἰς τὸ προηγούμενον πρόβλημα. 

Πρόβλημα δ61 
1621. Διὰ τοῦ μέσον ο τῆς πλευρᾶς ΒΓ τριγώνου ΑΒΓ᾿, νὰ ἀχϑῇ 
τέμνουσα ΜΟΔ τοῦ τριγώνου εἰς τρόπον, ὥστε 
(ΟΒΜ). -- (ΟΓΔ) --Ξ κ5, 
δοϑὲν τετράγωνον. 
ἊἊΑν ΒΛ εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν ΑΓ, 


θὰ ἔχωμεν 
(ΟΒΛ) -Ξ(ΟΓΔ) 
καὶ ἑπομένως 


(ΒΛΜ)ὴ ΞΞ κϑ. 
Τὸ πρόβλημα ἀνάγεται οὕτω εἰς τὸ γνω- 
στὸν ἑπόμενον : 
Δίδονται γωνία ΛΒΜ καὶ σημεῖον Ο. Νὰ ἀχϑῇ διὰ τοῦ σημείου αὐτοῦ 
τέμνουσα ΟΛΜ τοιαύτη, ὥστε 
(ΛΒΜ) -ξῷ κ'. (8 1618) 


Παρατήρησις. Δυνάμεθα νὰ λύσωμεν τὸ ΠΡΟΕΛΠΒΒ καὶ εἰς τὴν 
περίπτωσιν, καϑ' ἣν τὸ σημεῖον Ὁ εἶναι τυχὸν τῆς Β 
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Ἂς λάβωμεν ΟΔ ΞΞ ΟΓ καὶ ἂς φέρωμεν τὴν ΕΔΛ παράλληλον 
πρὸς τὴν ΑΓ. Θὰ εἶναι τότε 


(ΛΔΒΜ) τε ι". 


Ἔστω α' ἡ τιμὴ τοῦ ἐμβαδοῦ τοῦ γνω- 
στοῦ τριγώνου ΒΔΕ’ τὸ ἐμβαδὸν τοῦ τριγώ- 
νου ΛΕΜ θὰ εἶναι τότε 


(ΛΕΜῚὴ τε κϑ - Ἔα 


καὶ ἐπαναπίπτομεν εἰς τὸ πρόβλημα τῆ 
ἈΚΥ πὶ μ ρόβλημα τῆς 


τι Ὁ Πρόβλημα 661--1 


1622. Διὰ τοῦ μέσου Ο τῆς βάσεως ΒΓ τριγώνου ΑΒΓ', νὰ ἀχϑῇ 
τέινουσα αὐτοῦ ΔΟΜ (σοχ. 1050) εἰς τρόπον͵ ὥστε 
(ΟΒΜμ) μ 


(ΟΓΔ) ν᾿ 
᾿Αρκεῖ νὰ φέρωμεν διὰ τοῦ Ο εὐθεῖαν ΟΛΜ τοιαύτην, ὥστε 


Πρόβλημα δ61--.11 


1628, Νὰ ἀχϑῇ τέμνουσα τῶν πλευρῶν δοϑείσης ὀρϑῆς γωνίας εἰς 
τρόπον, ὥστε τὸ ὁριζόμενον ὀρϑογώνιον τρίγωνον νὰ ἔχῃ δοθεῖσαν ὗπο- 
τείνουσαν καὶ δοϑὲν ἐμβαδόν. 

(Μέϑοδοι, 8 117). 


Παρατήρησις. Δυνάμεθα νὰ χρησιμοποιήσωμεν ἐνταῦθα καὶ τὴν 
μέθοδον τοῦ ἀντιθέτου προβλήματος---ς εἰς τὸ ἑπόμενον γενικώ- 


τερον πρόβλημα. 
Πρόβλημα 662 
1024. Νὰ ἀχϑῇ τέμνουσα ΜΝ τῶν πλευρῶν δοϑείσης γωνίας ΧΟΥ 


τῷ. 1059. 


εἷς τρόπον, ὥστε τὸ μῆκος ΜΝ νὰ εἶναι δοθὲν λ καὶ τὸ τρίγωνον ΜΟΝ 
ἰσοδύναμον πρὸς δοϑὲν τετράγωνον ἱε5. 
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Ἢ χρῆσις τῆς μεθόδου τοῦ ἀνειϑέτον προβλήματος ὁδηγεῖ εἰς λύ- 
σιν ὀλίγον μὲν κομψὴν ἀλλὰ πολὺ ἁπλῆν. 

1) Ἐπὶ τμήματος Μ'Ν'ΞξΞλ γράφομεν τόξον δεχόμενον γωνίαν 
ἴσην πρὸς τὴν ΧΟΥ (σχ. 1052) καὶ ὁρίζομεν ἐπ᾽ αὐτοῦ σημεῖον 
Ο’ εἰς ἀπόστασιν 


υΞ- ----- 


λ, 


ἀπὸ τῆς χορδῆς Μ΄Ν΄. Εἶναι φανερὸν ὅτι ἡ τοποθέτησις τοῦ τρι- 
γώνου Μ΄ ΟΥ̓ Ν΄ ἐντὸς τῆς γωνίας ΧΟΥ (Σχ. 1053) λύει τὸ πρόβλημα. 
2) Μέγιστον τοῦ Ἰε' διὰ ὡρισμένην τιμὴν τοῦ μήκους Δ. 
᾿Επειδὴ τὸ μέγιστον ἐκ τῶν τριγώνων Μ΄ΌΟ’Ν΄ εἶναι προφανῶς 
τὸ ἰσοσκελὲς Μ΄ Λ΄Ν΄ μὲ ὕψος ΛΊΚ΄, ἡ μεγίστη τιμὴ τοῦ 1" εἶναι 
λ : ΛΚ’ 
- ν 


3) ᾿Ελάχιστον τοῦ Ἃ διὰ δοθεῖσαν τιμὴν τοῦ ἱς. 
Εἶναι ἡ βάσις τοῦ ἰσοσκελοῦς τριγώνου μὲ ἐμβαδὸν κ5. 


μὴ Τὸ πρόβλημα λύεται καὶ διὰ τῆς ἀλγεβρικῆς με- 
ου. 


16234.«. Σημείωσις. 1) Τὸ πρόβλημα τοῦ 18, καὶ τοῦ Μοτεί- 
ΒΙαπς : Νὰ εὑρεϑῇ εἰς τὸ ἐσωτερικὸν τριγώνου “σημεῖον, ἐξ οὗ αἱ κάϑετοι 
ἐπὶ τὰς πλευρὰς διαιροῦν αὐτὸ εἷς τρία μέρη ἔχοντα ἐπιφανείας ἀναλόγους 
τριῶν μηκῶν » ν, λ, λύεται διὰ τῶν τομῶν δύο ἰσοσκελῶν ὑπερ- 
βολῶν. (Ν. Α.., 1880, σ. 462. Βλ. ἐπίσης ἐπμ. 8 1674). 

2) Τὸ πρόβλημα τοῦ ΒΟΌΣ] τ (Οουτα ἀς Θέοπιέέτιε) εἶναι εἰδικὴ 
περίπτωσις τοῦ προηγουμένου, ἀφοῦ εἰς αὐτὸ τὰ μήκη μ, ν, Δ 
εἶναι ἴσα. Εἰς σχετικὴν σπουδὴν τοῦ Ι,ἀ5Ξες (Ν. Α., 1884, σ. 332), 
ἀποδεικνύεται ὅτι ἡ διὰ τοῦ κανόνος καὶ τοῦ διαβήτου γεῶμε- 
τρικὴ λόσις τοῦ προβλήματος τούτου εἶναι δυνατὴ διὰ τὸ ἰσοσκε- 
λὲς μόνον τρίγωνον. 

3) Τὸ πρόβλημα ὅπερ προετάθη ὑπὸ τῶν Κοιομέ καὶ (οτηθε- 
τουββα (Τγαϊίὲ ἀ6 Αἐογιέίγὶο 7η ἔκδ., ο. 416, ηδ 453): Νὰ διαιρεϑῇ 
τρίγωνον εἰς τέσσαρα ἰσοδύναμα μέρη διὰ δύο εὐθειῶν καϑέτων ἐπ᾿ ἀλλή- 
λας, ὁδηγεῖ εἰς ἐξίσωσιν ὀγδόου βαθμοῦ καὶ ἐμελετήθη ὑπὸ τῶν 
1, οἰθπὶ2Ζ, ]Ἰασαῦεϑ Βογπου δ καί, μετ᾽ αὐτούς, ὑπὸ πολλῶν ἄλλων 
μαθηματικῶν. Βλ. σχετικῶς: [πί|. ἀἃ. Μαίῃ., 1894. σ. σ. 39, 595.-- 
1809, σ. 33, Τ,απιοῖπε, ΕΒ. ἄς Ἰοπαιίέγεθ, Οἷπο - ᾿οτΐα. 

ΑΝ ρων υγον λεπτομερείας ἐπὶ τοῦ ἰδίου θέματος βλ. ἐπμ. ὃ 

4, βι,., γ, ῦ. 


ἱς "ίπιαχ) ΞΞ 


Πρόβλημα δ68 


162δ. Νὰ δρισϑῇ σημεῖον Ο ἐπὶ τῆς βάσεως ΒΓ τριγώνου ΑΒΓ 
τοιοῦτον, ὥστε τὸ γινόμεανον ΟΜ. ΟΝ τῶν ἐξ αὐτοῦ καϑέτων ἐπὶ τὰς 
δύο ἄλλας πλευρὰς νὰ ἔχῃ δοϑεῖσαν τιμὴν ἱκ". 


Ἔστω ΑΗ -ξυ τὸ ἐπὶ τὴν βάσιν ΒΓ ὕψος τοῦ τριγώνου καὶ 
ΟΜ -ε-μ, ΟΥ̓ Ξεν. 'Επειδή: . 


ἐΕ -Ξαυ-:- βμ-γν (1) 
καὶ μν Ξε κ᾽, (2) 
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δι᾽ ἀπαλοιφῆς τοῦ υ μεταξὸ τῶν ἰσοτήτων (1) καὶ (2) ὁδηγούμεθα 
εἰς τὴν ἐξίσωσιν πρὸς μ 


ΝΥ αν γι 
: Β ΒΒ “ΠΠ15ΞΞ ΙΝ πὰ 
; καὶ τῆς ὁποίας αἱ λύσεις εὐκόλως κατα- 


σκευάζονται. 


Παρατήρησις. Τὸ μέγιστον τοῦ γινομέ- 
νου ΟΜ.ΟΟΝ ἀντιστοιχεῖ διά θέσιν τοῦ Ο 
ΠΤ περ σαν πρὸς τὸ μέσον τῆς πλευρᾶς 


Ν (Βλ. ἕπμ. 8 1680). 
Γ Ώ ἢ] ν Πρόβλημα δ68-- 
ἜΡΟΟ ΡΤ νυ ΞΕΌ τος Ἧι, ᾿ : 
᾿ Σχ. 4091. ᾿ 1626. Διὰ σημείου Α εἰς τὸ ἐσωτερικὸν 


γωνίας ΧΟΥ, νὰ ἀχϑῇ τέμνουσα αὐτῆς ΜΑΝ 
τοιαύτη, ὥστε ἡ προβολή τῆς μὰν ἐπὶ εὐὖ- 
ϑεῖαν κάϑετον ἐπὶ τὴν ΟΑ νὰ ἔχῃ δοϑὲν μῆκος λ. 


ὙὙποθέσωμεν τὸ πρόβλημα λελυμένον καὶ μᾶν--λ. Τὸ ἐμβα- 


Σχ. 1055 


δὸν τοῦ τριγώνου ΜΟΝ θὰ εἶναι ὡρισμένον, ἀφοῦ τὸ διπλάσιόν 
του ἔχει ἐμβαδὸν 


ΟΑ.Αμ-ΈΟΑ ἄνΞΟΑ .λ. 
Εἶναι συνεπῶς : 
ΟΑ.λ 


(ΟΜΝ)- 5 ΞΞ πἢ, 


καὶ ἀναγόμεθα εἰς προηγούμενον πρόβλημα (8 1618). 


Πρόβλημα τοῦ 7) πιπιεγπισπς 669-- 11 


1626 α. Ἐϊς τὸ ἐπίπεδον τριγώνου ΑΒΓ, νὰ ἀχϑῇ εὐθεῖα ΔΕ τοιαύτη, 
ὥστε τὸ ἄϑροισμα τῶν ἀποστάσεων τοῦ τυχόντος σημείου αὐτῇς ἀπὸ 
τῶν πλευρῶν τοῦ τριγώνου νὰ εἶναι σταϑερόν. 

“Ἔστω ΑΒ ἡ μικροτέρα τῶν τριῶν πλευρῶν. ᾽Εὰν λάβωμεν 
ΑΔ -Ξ-.ὀῥᾧἑ[ὲΕ -Ξ ΑΒ, ἡ εὐθεῖα ΔΕ εἶναι ἡ ζητουμένη. 
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Πράγματι, τὸ διπλάσιον τοῦ ἐμβαδοῦ τοῦ τετραπλεύρου ΔΑΒΕ 
δίδεται ὑπὸ τοῦ ἀθροίσματος 


ΑΒ.ΜΡ- ΑΔ. ΜΠΈΒΕ. ΜΣ, 


ἢ τοῦ γινομένου 
ΑΒ (ΜΡ- ΜΠ ἘἜΜΣ.). 


;Ἄρα: 
ΜΡΈΜΠΙΕΜΣ -- Ξ(ΘΑΘΞΣ 


Σημείωσις. 1) Ἔκ τῶν Απηαΐϊεο8 ἀε Οεήοοηηο, τομ. ΧΧΊΠΙΙ, 1827.-- 
1828, ο. 217. γοδίόγηοδ οἱ Τμόονόγοϑ ϑιι}" 
ἰοα ροϊυσοπεϑ οἱ ἰεϑ Ῥοϊυδάγεδ, ὑπὸ ΑΔ. Τλη- 
ΤΠΟΓΠΊ8 15. 

2) Ἢ διερεύνησις τοῦ προβλήματος 
εἶναι ἐνδιαφέρουσα ἀλλὰ μακρά. Ὑπάρ- 
χουν Ἕξ εὐθεῖαι, ἀνάλογοι πρὸς τὴν 
ΔΕ, διὰ τὰς τρεῖς ἀπεράτους εὐθείας, αἵ- 
τινες διέρχονται διὰ τῶν Α, Β,Γ. Θὰ 
πρέπει ἐπίσης νὰ ἔχωμεν ὑπ᾽ ὄψιν καὶ τὰ 
σημεῖα τῶν ἀποστάσεων ΜΡ, ΜΠ, ΜΣ’ θὰ 
πρέπει, λ.χ., νὰ θεωρῶμεν τὴν ἀπόστασιν 
ΜΡ ὡς θετικήν, ἐὰν τὸ σημεῖον τοῦτο εὗ- 
ρίσκεται εἰς τὸ ἡμιεπίπεδον, τὸ ὁριζόμε- 
νον ὑπὸ τῆς εὐθείας ΑΒ καὶ εἰς τὸ ὁποῖον 


ΞΞ σταθερὰ ποσότης. 


εὑρίσκεται καὶ τὸ τρίγωνον ΑΒΓ, καὶ ὡς Σχ. Ἰ0υύ, 
ἀρνητικὴν ὅταν εὑρίσκεται εἰς τὸ ἕτερον 
ἡμιεπίπεδον. 


Τὰ σημεῖα π. χΧ. τῆς προεκτάσεως ἘΝ ἔχουν θετικὰς ἀποστά- 
σεις ἀπὸ τῶν πλευρῶν ΑΒ καὶ ΑΓ καὶ ἀρνητικὴν ἀπὸ τῆς πλευ- 
ρᾶς ΒΓ. (Βλ. ἐπίσης ὃ 1898 αἹ. 


Πρόβλημα 664 
1627. Διὰ τῆς κορυφῆς Μ παραλληλογράμμον ΑΜΡὗΠ, νὰ ἀχϑῇ 
τέμνουσα ΒΜΓ δύο προσκειμένων πλευρῶν αὐτοῦ εἰς τρόπον, ὥστε τ 
ὁριζόμενον τρίγωνον ΒΑΓ' νὰ ἔχῃ τὸ ἐλάχιστον Ῥ 
ἐμβαδόν. 
(Μέϑοδοι, ὃ 351 α). 


Πρόβλημα δ64--1 


1628. Μὲ κέντρον δοϑὲν σημεῖον Ο ἐπὶ τῆς 
διχοτόμον δοϑείσης γωνίας Α, νὰ γραφῇ περιφέ- 
οεια τοιαύτη, ὥστε τὸ ἄϑροισμα τῶν ἐμβαδῶν 
τῶν δύο τριγώνων, τῶν ἐχόντων κορυφὴν τὸ ση- 
μεῖον Ο καὶ βάσεις τὰς ὑπὸ τῶν πλευρῶν τῆς 
γωνίας ὁριζομένας χορδὰς τῆς περιφερείας 
γὰ εἶναι ἰσοδύναμον πρὸς δοϑὲν τετράγω:- Ὁ 


γον [κ3, 
. 2 
Ἐπειδὴ (Α08) -- (ΓΟΔῚ) -- -“΄,, ἕπεται Σχ. 1001. 
ἀΒεεῖλει 
2υ 


Γεωμετρία δῶ 
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ὅπου υὑΞΞ ΟΜ -ΞΕΟΝ -Ξ- αἱ ἀποστάσεις τοῦ Ο ἀπὸ τῶν πλευρῶν 
τῆς γωνίας. Εἶναι ἄρα τὰ τρίγωνα ΟΜΒ, ΟΝΓ κατασκευάσιμα. 


Προόβλημα 5668 


1629. " Νὰ κατασκχευασϑῇ τετράγωνον ἐκ τοῦ ἀϑροίσματος λὶ τῆς 
πλευρᾶς καὶ τῆς διαγωνίονυ. 


((ατασκευὴ ἄμεσος εἰς Μοϑόδους, 8. 41). 
(Κατασκευὴ διὰ τῶν ὁμοίων σχημάτων εἰς Μεϑόδους, 207). 


2) Νὰ κατασκευασϑῇ τετράγωνον ἐκ τῆς διαφορᾶς ὃ τῆς πλευρᾶς 
ἀπὸ τῆς διαγωνίον. 


Δυνάμεθα νὰ καταφύγωμεν πάλιν εἰς τὰ ὅμοια σχήματα (Μέ- 
ϑοδοι, 8 207), ἤ, δι᾽ ἀναλύσεως ἀναλόγου 
ἐκείνης τοῦ πρώτου προβλήματος (Μέϑο- 

Υ ὅδοι, 8 41), νὰ ὁδηγηθῶμεν εἰς μίαν ἀπ’ εὐ- 
θείας κατασκευήν. 

Ἢ ἑπομένη λύσις εἶναι ἁπλῆ καὶ κομψή. 
᾽πὶ εὐθείας ΑΥ̓͂ κεκλιμένης πρὸς ἄλλην 
ΑΧ κατὰ 455, λαμβάνομεν τμῆμα ΑΕ ΞΞ ὃ 
καὶ μὲ κέντρον Ε καὶ ἀκτῖνα ὃ γράφομεν 


περιφέρειαν. 
Δ ΖῪἣἥΝωἾ Ἔστω Ζ ἡ δευτέρα τομὴ τῆς ΑΧ καὶ 
Β Χ τῆς περιφερείας ταύτης καὶ ΖΒ εδ. Ἡ 
Σχ. 1068. πλευβὰ τοῦ ζητουμένου τετραγώνου εἶναι 
Α 


ἡ : 
“Πράγματι, τὸ τρίγωνον ΑΕΖ εἶναι ἰσοσκελὲς ὀρθογώνιον, ἡ ΕΖ 
κάθετος ἐπὶ τὴν ΑΓ καὶ τὸ τετράπλευρον ΕΖΒΓ δισορθογώνιον᾽ 
ἐπειδὴ δὲ ΖΒ -- ΖΕ θὰ εἶναι καὶ ΒΓ ΞΞΕΓ καὶ συνεπῶς 


ΑΓ --- ΒΓ -ΞΞ- ΑΕ -Ξὃ. 
πρόβλημα δ68--1 


1680. Νὰ ὑπολογισϑῇ ἡ πλευρὰ α καὶ ἡ διαγώνιος βὶ τετραγώνον, 
συναρτήσει τοῦ ἀθροίσματος λ ἢ τῆς διαφορᾶς ὃ τῆς διαγωνίου καὶ 
τῆς πλευρᾶς αὑτοῦ. 


1) Γνωρίζομεν ὅτι βε-Ξ-αΥ̓Ζ2 : ἄρα 


αφαῇ΄ --λ καὶ ἀπ π γς- 
Ἐπίσης ἜΣ ᾿. ἄρα 
2) αΥ̓Σ-- α--δ-- ΞΕ ΕΞ, Ἑπομένως, 
ὃ δΥ͂2 
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Πρόβλημα 668 
1691. Νὰ κατασκευασϑῇ σχῆμα παρέχον τὰς πλευρὰς τῶν τετραγώ- 
γῶν, τῶν ἰσοδυνάμων τὸ διπλάσιον, τριπλάσιον κλπ. δοϑέντος 


τετραγώνου. 

1) Ἔστω ΟΑ -Εα ἡ πλευρὰ τοῦ δοθέντος τετραγώνου. Ἧ δια- 
γῶώνιος ΟΒ αὐτοῦ εἶναι ἡ πλευρὰ τοῦ διπλασίου τετραγώνου. 
᾽Εὰν δὲ κατασκευάσωμεν τὸ ὀρθογώνιον τρίγωνον ΟΒΓ, λαμβά- 


ε 
Σχ. 1089. Σχ. 1060. 


νοντες ΒΓ ΞΕ α, ἡ ὑποτείνουσα αὐτοῦ ΟΓ εἶναι ἡ πλευρὰ τοῦ τρι- 
πλασίου τετραγώνου κλπ. 

2) Ἐπὶ τῆς εὐθείας ΑΒ λαμβάνομεν τμήματα συνεχῆ ΑΒ -Ξ 
ΒΓ -Ξ- ΓΔ -Ξ- ΕΖ καὶ γράφομεν τὰς περιφερείας μὲ διαμέτρους ΑΓ, 
ΑΔ,. ΑΕ κλπ. Θὰ ἔχωμεν ἐκ τοῦ σχήματος 


ΒΘ: -Ξ αἴ. 
ΒΗ: -Ξ 2 αϑ, 
Β15Ξ--3α) κλπ. 
Πρόβλημα δ66--1 


1652. Ἑϊς τοίγωνον ΑΒΓ, νὰ ἐγγραφῇ ὀρϑογώνιον ῬΜΝΠ ἰσοδύνα- 
μὸν πρὸς τὸ τρίγωνον ΒΜΝ. 


Θὰ ἔχωμεν 
ἈΝΒΔ. μη ΜΡ. 
Ἄρα: 
ΒΔ 
ΜΡῬ-- Ξ-ο τ 


Θὰ εἶναι δηλ. τὸ ὕψος τοῦ τριγώνου ΜΒΝ 
τὸ ἥμισυ τοῦ ὕψους ΒΗ͂ τοῦ τριγώνου ΑΒΓ, ἢ 


ΒΔ -- -5- ΒΗ καὶ ΜΡ -- -᾿ ΒΗ. 
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Προόβλημα δ68 --1| 
1653. ᾿Ανάλογον πρόβλημα: Τὸ τρίγωνον ΒΜΝ νὰ ἔχῃ λόγον -Ἐ- 
πρὸς τὸ ὀρθογώνιον ΡΜΝΠ., 
2μυ 


ρακετεταικοκεςττατης 
, 


Εὑρίσκομεν ΒΔ -Ξ- 
ὅπου υ ΞΞ ΒΗ. 
Πρόβλημα δΟΥ͂ 


1684. Νὰ ἐγγραφῇ εἰς τρίγωνον τετράγωνον. Ποῖον τὸ μέγιστον 
ἐχ τῶν τοιῶν τετραγώνων ἅτινα κατασκχευάζονται ; 


Ἔκ τῆς θεωρίας τῶν ὁμοίων σχημάτων ὀδηγούμεθα ἀμέσως 
εἰς τὴν ἑπομένην ᾿ατασιενῆν: 
᾿Επὶ τῆς πλευρᾶς ΑΓ κατασκευάζομεν τε- 
τράγωνον ΑΓΚΕ, φέρομεν τὰς εὐθείας ΒΡΕ, 
ΒΠΙΚ καὶ ὑψοῦμεν καθέτους ΡΜ, ΠΝ ἀπὶ 
τὴν ΑΓ. 


1655. Διερεύνησις. Κατὰ τὴν ἀνωτέρω κα- 
τασκευήν, ἐφ᾽ ἑκάστης πλευρᾶς τοῦ τριγώνου 
δύναται νὰ στηρίζηται ἀνὰ ἕν ἐκ τῶν ζητου- 
ἸΣΥ͂, μένων τετραγώνων. "᾿ΑἊΑς ἐκφράσωμεν τὴν 
πλευρὰν ἑκάστου τῶν τετραγώνων τούτων 
συναρτήσει τῆς ἀντιστοίχου πλευρᾶς τοῦ τρι- 
γώνου καὶ τοῦ ἐπ’ αὐτὴν ὕψους. 


"Ἔστωσαν α,β,γ αἱ πλευραί, α’, β’, γ΄ τὰ 


“«α ϑμδδς υδδῥλδὰ Δ 
. 


Εἰν.«-ος Ὡς κοὐκ τ ΠΣΤΟΥ ὕψη καὶ χ, ν, χ αἱ πλευραὶ τῶν 
ντιστοίχων τετραγώνων. 
τος Θὰ ἔχωμεν 


ΜΡ ΒΡ ΒΗ 


καὶ΄ ἀναλόγως 


᾿Επειδὴ οἱ ἀριθμηταὶ τῶν κλασμάτων τούτων εἶναι πάντες ἴσοι, 
ὡς ἐκφράζοντες τὸ διπλάσιον τοῦ ἐμβαδοῦ τοῦ τριγώνου, εἶναι 
φανερὸν ὅτι εἰς τὸν μικρότερον παρονομαστὴν θὰ ἀντιστοιχῇ 
ἡ πλευρὰ τοῦ μεγαλυτέρου τετραγώνου. Ε 

Ἔστω αὖ» β' ἐκ τῆς σχέσεως αα΄ΞΞ ββ΄ ἢ τῆς 


ἕπεται ἡ 


᾿Επειδὴ α » β, θὰ συμβαίνῃ κατ᾽ ἀνάγκην 


α --β᾽» Β-- α΄ 
δηλ. α-Ἐα΄»ββ', 
καὶ κατὰ συνέπειαν θὰ εἶναι 

Υ»»»κκ. 


“Ὥστε: Τὸ μεγαλύτερον τετράγωνον εἶναι τὸ στηριζόμενον ἐπὶ τῆς μι- 
προτέρας πλευρᾶς τοῦ τριγώνου. 


Θεώρημα δ67---] 


1656. Τὸ ἄϑροισμα τῶν ἀντιστρόφων τῶν πλευρῶν τῶν τριῶν τε- 
τραγώνων τοῦ προηγουμένου προβλήματος, εἶναι ἴσον πρὸς τὸ ἄθροισμα 
τῶν πλευρῶν καὶ ὑψῶν τοῦ τριγώνου διαιρεϑὲν διὰ τοῦ διπλασίου τοῦ 
ἐμβαδοῦ τοῦ τριγώνου. 


᾿Επειδὴ 
οἰ ε α: κατα ταν τ ΒΎΡ, οὐ ΟΥ̓ΤῪ 
χ ακα΄ὖὐὖὐὖὖἍἝὄθ 2 ᾿ γΥ 2Ε Ζ 2Ε 


καὶ 


1 . 1,1 αἀἘβΈγιεαβ Ἐ γ 
τῇ π-πτ τ} τ -- τὸ 


Παρατήρησις. ᾽Εὰν αἀ-Ἐβ- γε 2τ καὶ α΄ -᾿ β΄ - γ΄ ΞΞ 2τ΄, λαμ- 
βάνομεν 


1 Ι 1. τῖτ' 
Ἐπτε ἘΠ 
πρόβλημα δ68 


1687. Νὰ κατασχε ὀρϑογώνιον δοϑείσης περιμέτρου καὶ ἰσο- 
δύναμον πρὸς δοϑὲν ἀγῊν ἀρολφλδβεη 


“Ἕστω 2τ ἡ περίμετρος, μ, ν αἱ διαστάσεις τοῦ δοθέντος ὀρθο- 
γωνίου. Τὸ πρόβλημα ἀνάγεται εἰς τὴν γβαφικὴν κατασκευὴν τῶν 
ριζῶν τῆς ἐξισώσεως 


χίτ -- χ)ξξ μν, (ἢ 297) 
Πρόβλημα δ68-1 
1698. Τὸ αὐτὸ ζήτημα, ἀλλ’ ὅπου ἀντὶ τῆς περιμέτρου δίδεται ἧ 
διαφορὰ ὃ δύο ἐφεξῆς πλευρῶν. 
᾿Αναγόμεθα πάλιν εἰς τὴν ἐξίσωσιν 
χίχ -- δ) -Ξ μν. (5 299) 
πρόβλημα 669 
1680. Νὰ ἐγγραφῇ εἰς κύκλον ὀρϑογώγιον δοϑέντος ἐμβαδοῦ. 
(Βλ. Μέϑοδοι, 8. 100 δ). ὁ 


"Αλλὴ λύσις. Τὸ ζητούμενον ὀρθογῶνιον ΑΔΒΓ ἀποτελεῖται ἐκ 
δύο ὀρθογωνίων, ἐχόντων μίαν διάμετρον ΑΒ ὡς κοινὴν πλευράν. 
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"Ἔστω υ τὸ ὕψος ἑνὸς ἐκ τῶν τριγώνων τούτων ἐπὶ τὴν ΑΒ καὶ 
4α" ἡ δοθεῖσα ἐπιφάνεια. 


Θὰ ἔχωμεν 
2(ΑΒΓ)ΞΞ ΑΒ. υξΞξΞ 4α3 
καὶ υΞε 36". 
ΑΒ 


Ἐὰν λάβωμεν ΒΕ-Ξ2α, ΒΗΞΞεα (ΒΗΕ 
κάθετος ἐπὶ τὴν ΑΒ) καὶ γράψωμεν ἡμίπερι- 
φέρειαν ΑΒΖ, διερχομένην διὰ τοῦ Ε, ἐκ τοῦ 
σχήματος λαμβάνομεν 


ΒΕ: 4 αϑ 
Β2-- -Ὲ ΞΞ- ἍπΞ᾿ 


καὶ ἡ ἐκ τοῦ Η παράλληλος πρὸς τὴν ΑΒΖ τέμνει τὴν περιφέρειαν 
κατὰ τὴν κορυφὴν Γ τοῦ ζητουμένου ὀρθογωνίου. 


Προόβλημα 669--1 
1640. Νὰ ἐγγραφῇ εἰς ἡμικύκλιον ὀορϑογώνιον δοθέντος ἐμβαδοῦ 
2 κ᾽, (5. 100 δ). 
Πρόβλημα δ70 


1641. Νὰ ἐγγραφῇ εἰς τρίγωνον ὀρθογώνιον ἰσοδύναμον πρὸς δοϑὲν 
τετράγωνον 15. 

(Γεωμετρικὴ Μέϑοδος, 8. 202.--- ᾿Αλγεβριπμὴ Μέϑοδος, 8 303 α (δ). 

πρόβλημα δΊ1 

1642. Νὰ ἐγγραφῇ εἰς τρίγωνον τὸ μέγιστον ὀρϑογώνιον. 

1) Δυνάμεθα νὰ σπουδάσωμεν ἀπ᾽ εὐθείας τὴν περίπτωσιν τοῦ 
ἰσοσκελοῦς ὀρθογωνίου τριγώνου καὶ νὰ ὁδηγηθῶμεν οὕτω εἰς τὴν 
γενικὴν λύσιν (Μέϑοδοι, δ 349). 

2) Τὸ τρίγωνον εἶναι τυχὸν (Μέϑοδοι, 8. 352). 


3) Τὸ ζητούμενον μέγιστον δύναται νὰ θεωρηθῇ καὶ ὡς ἡ 
ὁριακὴ λύσις ἑνὸς προβλήματος μελετηθέντος ἤδη (8 202). Τὸ μέ- 


β 
51. 40θι. Σχ- 1065. 
γιστον ὙΔΆΡ νεται ὅταν ἡ παράλληλος ΛΙ ἐφάπτεται τῆς ἡμιπε- 


ριφερείας (Σχ. 1064). 
Ἡ εἰς τὸ σημεῖον ἐπαφῆς παράλληλος πρὸς τὴν ΑΓ διέρχεται 
διὰ τῶν μέσων τῶν πλευρῶν ΒΑ καὶ ΒΓ. 
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4) Τὸ μέγιστον ὀρθογώνιον εὑρίσκεται καὶ διὰ τοῦ ἑπομένου, 
ἀμέσου καὶ πολὺ κομψοῦ, τρόπου (Σχ. 1065). 

"Ἔστωσαν χ, τ ἡ βάσις καὶ τὸ ὄψος τοῦ ζητουμένου ὀρθογω- 
νίου, μα καὶ ν τὰ μήκῃ τῶν τμημάτων εἰς ἃ χωρίζει τὸ ὕψος ΒΗ ἡ 
ἄνω πλευρὰ ΔΕ τοῦ ὀρθογωνίου. 

᾿Εκφράζοντες τὰ χ, ν συναρτήσει τῶν δεδομένων καὶ τῶν μ, ν, 
εὑρίσκομεν 


Δ ἘὋι. κμ ΔόΕΕ σ΄ ν 6) 
ΑΓ ΠΓΠβ μιν’ ΒΗ υ μῈν 
'Ἑπομένως 
ΔΕ ΖΘὴ- ἐν τέβυ; τε -Ξ θυ: ΡΒ 


(μ -Ἐν)"᾿ ΠΟ υ' υ 
᾿Επειδὴ μ-[νΞευξΞεσταθ., τὸ γινόμενον μν καθίσταται μέγι- 
στον διὰ μΞξεν, κατὰ συνέπειαν τοῦ μεγίστου ἐγγεγραμμένου ὀρ- 
θογωνίου εἰς τὸ τρίγωνον ΑΒΓ -- καὶ τοῦ ὁποίου δύο πλευραὶ 
εἶναι παράλληλοι πρὸς τὴν πλευρὰν ΑΓ -- ἄνω βάσις διέρχεται 
διά“τῶν μέσων τῶν πλευρῶν ΒΑ καὶ ΒΓ τοῦ τριγώνου. 
Παρατήρησις. Τὰ τρία ἐγγεγραμμένα εἰς τὸ τρίγωνον μέγιστα 
ὀρθογώνια --- μὲ βάσεις ἐπὶ τῶν τριῶν πλευρῶν τοῦ τριγώνου ἀν- 
τιστοίχως -- εἶναι ἰσοδύναμα. ᾿Επειδὴ ἕκαστον τούτων ἔχει ἐμβα- 
δὸν ἴσον πρὸς τὸ ἥμισυ τοῦ ἐμβαδοῦ τοῦ τριγώνου. 


Πρόβλημα 671--- 


1649. Διὰ τοῦ ποδὸς Δ τοῦ ὕψους Βὰ ἰσοσκελοῦς τριγώνου ΑΒΓ, 
γὰ ἀχϑοῦν δύο εὐϑεῖαι ΔΜ, ΔΝ, ἴσον κεχλιμέναι 
πρὸς τὸ ὕψος καὶ τοιαῦται, ὥστε τὸ τρίγωνον 
ΜΑΝ νὰ ἔχῃ δοϑεῖσαν ἐπιφάνειαν. 


᾿Επειδὴ τὸ τρίγωνον ΜΔΝ εἶναι ἰσοδύνα- 
μον πρὸς τὸ ὀρθογώνιον ΔΕΝΗ, τὸ πρόβλημα 
ἀνάγεται εἰς τὸ προηγούμενον (8 1642). 

Τὸ μέγιστον τῶν τριγώνων τούτων λαμβά- 
νεται διὰ Μ, Ν᾽ συμπίπτοντα πρὸς τὰ μέσα 
τῶν πλευρῶν ΒΑ, ΒΓ (8 352). 


Πρόβλημα 671--11 


1644. Νὰ ἀχϑῇ εὐθεῖα ΜΝ παράλληλος πρὸς 
τὴν βάσιν ΑΓ τριγώνου τυχόντος ΑΒΓ (Σχ. 1066) 
χαὶ τϑιαύτη, ὥστε ἂν Δ τυχὸν σημεῖον τῆς ΑΓ, 
τὸ ἐμβαδὸν τοῦ τριγώνου ΜΔΝ νὰ εἶναι ἴσον πρὸς δοϑὲν τετράγωνον [κ. 

Τὸ τρίγωνον ΜΔΝ θὰ εἶναι ἴσον πρὸς τὸ ἥμισυ τοῦ ὀρθογω- 


νίου τοῦ ἐγγεγραμμένου εἰς τὸ τρίγωνον καὶ ἰσοδυνάμου πρὸς τὸ 
δοθὲν τετράγωνον. 


Πρόβλημα δ671--111 


1646. Νὰ ἐγγραφῇ εἰς ρόμβον ὀρθογώνιον δοθείσης ἐπιφανείας καὶ 
τοῦ ὁποίου αἱ πλευραὶ νὰ εἶναι παράλληλοι πρὸς τὰς διαγωνίους τοῦ 
ρόμβου. Ποῖον τὸ μέγιστον ἐκ τῶν ὀρϑογωνίων τούτων ; 


Θεωροῦντες τὸ τέταρτον τοῦ σχήματος, ἀναγόμεθα εἰς προη- 
γούμενα προβλήματα (88 164], 1642). 
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Τὸ μέγιστον ὀρθογώνιον εἶναι τὸ μὲ κορυφὰς τὰ μέσα τῶν 
πλευρῶν τοῦ ρόμβου καὶ ἡ ἐπιφάνειά του ἴση πρὸς τὸ ἥμισυ ἐκεί- 


νης τοῦ ρόμβου. 
πρόβλημα δ71--}}ν 


1646. Νὰ ἐγγραφῇ εἰς δοϑὲν τετράγωνον ἄλλο δοθείσης ἐπιφανείας. 
Νὰ διερευνηθῇ τὸ πρόβλημα. 

Ἔστω α ἡ πλευρὰ τοῦ δοθέντος τετραγώνου καὶ β ἡ τοῦ ζη- 
τουμένου. 


Μὲ κέντρον τὸ κέντρον τοῦ τετραγώνου καὶ ἀκτῖνα ΕΣ γράφο- 


μεν περιφέρειαν, τέμνουσαν εἰς ΒΕ, Ζ, Θ, Η τὰ πλευρὰς τοῦ τετρα- 
γώνου (8 1015, 1)). Θὰ ἔχωμεν 


β' β' 
ΕΖ'᾽ ΞΕ ΟΕ" -Κ Ο2᾽ Ξ- - - Ἐπ -Ξβ'. 
Τὸ ἐλάχιστον τετράγωνον εἶναι τὸ ἀντιστοιχοῦν εἰς περιφέ- 
ρειαν ἐφαπτομένην τῶν πλευρῶν τοῦ 
ἀρχικοῦ τετραγώνου ἡ ἐπιφάνειά 


3 
τοῦ εἶναι ΠΠπετς Τοῦτο δὲ εἶναι 


τὸ μὲ κορυφὰς τὰ μέσα τῶν πλευ- 
ρῶν τοῦ δοθέντος τεραγώνου 
Τὸ β δύναται νὰ ἔχῃ πᾶσαν τι- 


α 
ν μεγαλυτέραν τῆς [1[΄ΞΞ ----. Διὰ 
μὴν μεγ ρ ἧς γΞ 


»αλ.χ,, αἱ κορυφαὶ τοῦ τετρα- 
γώνου εὑρίσκονται ἐπὶ τῶν προεκτά- 


ἘΝ δτον το πλευρῶν τοῦ ἀρχικοῦ (ὡς 


Διὰ τιμάς του β» ΤΣ , ὑπάρχουν δύο λύσεις τοῦ προβλήματος. 


Παρατήρησις, Ἢ κατασκευὴ τοῦ ἈΝ. (Ο111π8 (8 1015,.2}}, ὀδηγεῖ 
εἰς τὰ αὐτὰ ἀποτελέσματα. 


Θεώρημα δ71-- Κ 


1646 α. Τὸ ἐλάχιστον ἐκ τῶν ἐγγραφομένων πολυγώνων εἰς τυχὸν 
κανονιχὸν πολύγωνον, εἶναι τὸ ἔχον κορυφὰς τὰ μέσα τῶν πλευρῶν τοῦ 
δοϑέντος πολυγώνου. 


Οἰαδήποτε πράγματι καὶ ἂν εἶναι ἡ γωνία Α τοῦ κανονικοῦ 
πολυγώνου Π --- τοῦ ὁποίου ἔστω ν τὸ πλῆθος τῶν πλευρῶν --- τὸ 
ἐγγεγραμμένον πολύγωνον Π'’, τὸ ἔχον κορυφὰς τὰἀ σημεῖα Ε,Ζ,Θ 
κλπ., πέρατα τῶν ἴσων τμημάτων ΑΕ --Β8ΒΖ2--:-:ΓΘ κλπ,, ἔχει ἐπι- 
φάνειαν ἴσην πρὸς τὴν διαφορὰν τῆς ἐπιφανείας τοῦ δοθέντος 
καν. πολυγώνου ἀπὸ τὸ ν -πλάσιον τῆς ἐπιφανείας ἑνός τυχόν- 
τος ἐκ τῶν ἴσων τριγώνων ΗΑΕ, ΕΒΖ κλπ. 


(Π| -Ξ- (Π) -- ν.(ΗΑΕ}. (α) 
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᾿Αλλὰ τὰ τρίγωνα ΗΑΕ καὶ ΑΙ ἔχουν κοινὴν τὴν γωνίαν Α΄’ 
εἶναι ἑπομένως πρὸς ἄλληλα ὡς τὰ γινόμενα τῶν πλευρῶν τῶν 
περιεχουσῶν τὰς ἴσας γωνίας, ἢ 


(ΗΑῈ) ΑΠ..Δ Ε 
(Μ|1)] Αἰ .ΑἹ 
ἝἙπομένως: 
ο΄ {(7Π.4]} 
{Π|Ὲ}.- ΑἸ ΑΙ 
καὶ ἐπειδὴ ΑΗ - ΑΕ -Ξ ΑΙ “ΚΑΙ ΞΞ αΞξΞ σταθερὸν μῆκος, τὸ ἐλά- 
χιστον τοῦ ἐμβαδοῦ τριγώνου ΠΑΕ λαμβάνεται διὰ 


ΑΗ. ΑΕ --(σταθ.). ΑΗ. ΑΕ. 


ΑΗ -ΞΞ ΑΕ -- ΑἸ' τ αἱ -αϑ τι, 
ὅπου α ἡ πλευρὰ τοῦ δοθέντος κανονικοῦ πολυγώνου. 
Κατὰ συνέπειαν, τὸ μέγιστον πολύγωνον Π΄ εἶναι ἐκεῖνο τοῦ 
ὁποίου αἱ κορυφαὶ εἶναι τὰ μέσα τῶν πλευρῶν τοῦ δοθέντος πο- 
λυγώνου Π 


Προόβλημα 672 


1647. Νὰ κατασχευασϑῇ ὀρϑογώνιον τοῦ ὁποίου ἧ διαφορὰ τῶν τε- 
τραγώνων δύο προσχειμένων πλευρῶν αὐτοῦ εἶναι δοϑὲν τετράγωνον. 


Εἶναι προτιμότερον νὰ καταφύγωμεν εἰς τὴν ἀλγεβρικὴν μέθο- 
δον (8 304, ζ): ἐπειδὴ ἡ χρῆσις τῶν γεωμετρικῶν τόπων ἀπαιτεῖ 
τὴν κατασκευὴν τοῦ τόπου τῶν σημείων, τῶν ὁποίων ἡ διαφορὰ 
τῶν τετραγώνων τῶν ἀποστάσεων ἀπὸ δύο ὀρθογωνίων εὐθειῶν 
εἶναι σταθερά’ εἶναι δὲ ὁ τόπος οὗτος ἰσοσκελὴς ὑπερβολή, ἔχουσα 
τοὺς ἄξονάς τῆς ἐπὶ τῶν δύο εὐθειῶν αὐτῶν. 

Θὰ ἠδυνάμεθα ἐπίσης νὰ ἀναχθῶμεν εἰς τὸ γνωστὸν πρό- 
βλημα: Νὰ εὑρεϑοῦν τὰ σημεῖα τομῆς εὐθείας καὶ ὑπερβολῆ: χωοὶς τὴν 
κατασκευὴν τῆς καμπύλης ταύτης. 


Πρόβλημα δ672--1 
1647 α. Νὰ εὑρεϑῇ ὁ τύπος τοῦ ἐμβαδοῦ τοῦ τραπεζίου, θεωροῦντε-: 
αὐτὸ ὡς τὴν διαφορὰν δύο τριγώνων. 


"Ἔστωσαν β, β΄ καὶ υ, υ΄ αἱ βάσεις καὶ τὰ ὕψη τῶν δύο τριγώ- 
νων, ἅτινα σχηματίζονται διὰ προεκτάσεως τῶν μὴ παραλλήλων 
πλευρῶν τοῦ τραπεζίου καὶ μέχρι τῆς τομῆς των. Θὰ ἔχωμεν 


-- ΞΞ ΕΞ , ὕ--ῦ' -ΞΞΥ̓ -Ξ ὕψος τοῦ τραπεζίου. 
καὶ ᾽Ἔμβ. τραπεζίου ΞΞ τς βυ . 


Δι᾿ ἀπαλοιφῆς τῶν δύο ὑψῶν υ, υἱ μεταξὺ τῶν τριῶν ἀνω- 
τέρω σχέσεων εὑρίσκομεν 
βΓβ' ν. 
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Ἔμβ. τραπεζίου ΞΞ- 


πρόβλημα δ728--11 


1048. Δίδονται δύο παράλληλοι ΧΧ', ΥΥ̓͂ καὶ δύο σημεῖα Α καὶ Β 

Ζητεῖται νὰ ἀχϑοῦν διὰ τῶν σημείων τούτων δύο παράλληλοι ΑΘΗ, ΙΒΚ 

(Σχ. 1068) τοιαῦται, ὥστε τὸ παραλ- 

ληλόγραμμον ΘΗΙΚ νὰ εἶναι ἰσο- 

δύναμον πρὸς δοϑὲν τετράγωνον ἱκἢ. 

ΓἝστω β ἡ βάσις τοῦ παραλ- 

ληλογρόμμου καὶ υ ἡ ἀπόστασις 

,. τῶν δοθεισῶν παραλλήλων. Θὰ 
ττὰ ἔχωμεν 


8 
βυ ΞΞ κ᾿, ἄρα β-Ξ Ἐ , 


Σιν. 1068, 


μῆκος εὐκόλως κατασκευάσιμον. 
Διὰ τοῦ Β φέρομεν παράλλη- 
λον 22’ πρὸς τὰς ΧΧ’, ΥΥ̓́Γ, λαμβάνομεν ἐπ’ αὐτῆς τμήματα 
ΒΔ ΞΞ ΒΕ ΞΞβ καὶ φέρομεν τὰἀς εὐθείας ΑΔΗ, ΑΕΖ. 
Τὸ παραλληλόγραμμον ΘΗΙΕΚ ὀρίζεται διὰ τῆς μιᾶς τῶν εὐὖὐ- 
δειῶν τούτων, τῆς ΑΔΗ. Ἢ ἄλλη εὐθεῖα δίδει μίαν δευτέραν 
ύσιν. 


Παρατήρησις. Τὸ ἐμβαδὸν κ' δύναται νὰ μεταβάλλεται ἀπὸ 0 
ἕως ω. 
Πρόβλημα δ78 


1649. "Ἐπὶ μιᾶς τῶν πλευρῶν γωνίας Ο δίδονται δύο σημεῖα Α καὶ 
Β, Ζητεῖται ὅπως ἀχϑοῦν διὰ τῶν σημείων 
αὐτῶν δύο παράλληλοι εὐϑεῖαι τοιαῦται, ὥστε 
τὸ ὑπ᾽ αὐτῶν καὶ τῶν᾽ πλευρῶν τῆς γωνίας 
ὁριζόμενον τραπέζιον νὰ εἶναι ἰσοδύναμον 
πρὸς δοϑὲν τετράγωνον κ'. 


Κατὰ τὸ θεώρημα τῆς 8 1566, τὸ ἐμβα- 
δὸν τοῦ τραπεζίου ΑΒΓΔ εἶναι ἴσον πρὸς 
τὸ γινόμενον μιᾶς τῶν μὴ παραλλήλων 
πλευρῶν του ἐπὶ τὴν ἀπόστασιν ἀπ᾽ αὐὖ- 
τῆς τοῦ μέσου τῆς ἄλλης: 

(ΑΒΓΔ)ΞξΞ ΑΒ.Ηθ -Ξ- ἢ. 

ἼΑρα 
1τ-:3 
ΗΘ τοτλξβ. 


Διὰ τὴν κατασκευήν, ὑψοῦμεν κάθετον ΕΖ -Ξλ ἐπὶ τὴν πλευ- 
ρὰν ΟΑΒ τῆς γωνίας Ο καὶ ἐκ τοῦ Ζ φέρομεν παράλληλον ΖΘ 
πρὸς τὴν πλευρὰν ταύτην. ᾿'Ορίζεται οὕτω τὸ μέσον Θ τῆς ἀγνώ- 
στου πλευρᾶς ΓΔ τοῦ ζητουμένου τραπεζίου. 

Αἱ ἐκ τῶν Α καὶ Β παράλληλοι πρὸς τὴν συνδέουσαν τὸ Θ 
μετὰ τοῦ μέσου Λ τῆς ΑΒ εὐθεῖαν, τερματίζουν τὴν κατασκευήν. 


1640α. Παρατήρησις. Θὰ ἠδυνάμεθα νὰ θεωρήσωμεν καὶ τὰ 
ἀκόλουθα ἀνάλογα πρὸς τὸ ἀνωτέρω προβλήματα: 

Νὰ κατασκευασϑῇ τραπέζιον ΑΒΓΔ ἐκ δύο κορυφῶν Α, Β ἐπὶ μιᾶς 
τῶν πλευρῶν δοϑείσης γωνίας Ο καὶ 

1) ᾿Εκ τοῦ ὕψους ΒΜ τοῦ τραπεζίου. 


Σχ. 106θ,. 


, μῆκος ὀριζόμενον λ. 
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Τὸ σχῆμα δεικνύει τὴν κατασκευήν. 
2) "Εκ τοῦ μήκους Ἃ τῆς ἀπέναντι τῆς ΑΒ πλευρᾶς ΓΔ τοῦ τραπεζίου. 
᾿Επειδὴ 
ΟΓ᾽ ΓΔελ 
ΟΒ, ἊᾺΒ ᾿ 
ἡ θέσις τῆς κορυφῆς Γ ἐπὶ τῆς ΟΧ ἀπέχει τοῦ Ο κατὰ τὸ μῆκος 
λ.ῸΒ 
ΑΒ΄ 


Πρόβλημα δ74 


16δ0. Διὰ δύο σημείων Α, Β ἐπὶ μιᾶς περιφερείας (Ο) νὰ ἀχϑοῦν 
δύο παράλληλοι χορδαὶ αὐτῆς ΑΔ, ΒΓ 
εἰς τρόπον, ὥστε τὸ τραπέζιον ΑΒΓΔ 
νὰ εἶναι ἰσοδύναμον πρὸς δοϑὲν τε- 
τράγωνον Κ. 
᾿Επειδὴ καὶ πάλιν 
(ΑΒΓΔ)-ΞΞ- ΑΒ .ΝΗ -ῷ. κ 


ΟΓ ΞΞ 


καὶ 


.2 

ΝΗ ΞΞ ΜῊΝ Ξ- μῆκος κατ)μον, 
ἀρκεῖ νὰ λάβωμεν ἐπὶ τῆς καθέτου 
εἰς τὸ Μ ἐπὶ τὴν ΑΒ τμῆμα ΜΛΕΞΝΗ 
καὶ. ἐκ τοῦ Λ νὰ φέρωμεν παράλλη- 
λον πρὸς τὴν ΑΒ. Ἡ τομὴ τῆς πα- Σχ. 1070. 
ραλλήλου αὐτῆς καὶ τῆς περιφε- 
ρείας (Ο, ΟΜ), ὁρίζει τὸ μέσον Ν τῆς πλευρᾶς ΓΔ, ἡ δὲ εἰς τὸ 
Ν᾽ ἐφαπτομένη τῆς γραφείσης περιφερείας τέμνει τὴν δοθεῖσαν 
κατὰ τὰἀς κορυφὰς Γ καὶ Δ τοῦ ζητουμένου τραπεζίου. 

Διερεύνησις. 1) Ὑπάρχουν δύο ἐν γένει λύσεις, ἀφοῦ ἡ εὐθεῖα 
ΛΝ τέμνει τὴν περιφέρειαν ΟΜ κατὰ δύο, ἐν γένει, σημεῖα, 

2) Τὸ μέγιστον τραπέζιον λαμβάνεται διὰ 


ΜΛλ-2ΜΟ---. ἢ 
αν ὑ- 
δηλ. διὰ κ--- 2. ΜΟ.. ΑΒ. 


3) Τὸ τραπέζιον ἀποβαίνει τρίγωνον ΑΒΚ ὅταν ἡ ΝΗ εἶναι 
ἴση πρὸς τὴν εὐθεῖαν [|΄ τοῦ σχήματος" θὰ εἶναι τότε 
ΚΉΞΕΑΒ.11). 
4) Διὰ τιμὰς τοῦ κ' «ΑΒ.Π΄ϑΔ{ ἡ χορδὴ ΑΒ παύει ἀπὸ τοῦ νὰ 
εἶναι μία τῶν μὴ παραλλήλων πλευρῶν τοῦ ζητουμένου τραπε- 


ζίου καὶ γίνεται μία τῶν διαγωνίων αὐτοῦ. ᾿Επειδὴ ἡ κορυφὴ Γ 
θὰ εὑρίσκεται τότε μεταξὺ τῶν σημείων Α καὶ Β. 


Πρόβλημα 678 


1661. 1) Μὲ κέντρον δοϑὲν σημεῖον Ο, νὰ γραφῇ περιφέρεια τέ- 
μνουσα δύο παραλλήλους εὐϑείας (Σχ. 1070) εἰς τρόπον, ὥστε τὸ τρα- 
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πέζιον ΑΒΓΔ μὲ κορυφὰς τὰ σημεῖα τομῆς νὰ εἶναι ἰσοδύναμον πρὸς 
δοϑὲν τετράγωνον Κ΄. 


Ὑποθέτοντες τὸ πρόβλημα λελυμένον, εὑρίσκομεν 
13 
ἜΤ᾽ 
Επειδὴ τὸ ὄψος ΘΖ τοῦ τραπεζίου εἶναι γνωστὸν μῆκος, τὸ 
μῆκος ΜΝ εἶναι κατασκευάσιμον, ὡς ἐπίσης καὶ τὸ ΕΜ -Ξ Ἑ δ᾽ 


ΜΝ.ΖΘ-Ξ-ὀἰςἰΞ3, ΜΝ-πΞΞ 


᾿Καταοκευή. ΦΈΘΟΛΕν τὴν εὐθεῖαν ΟΜ, ὑψοῦμεν εἰς τὸ Μ κάθε- 
τον ΑΒ ἐπὶ τὴν καὶ γράφομεν τὴν περιφέρειαν μὲ κέντρον Ο 
καὶ ἀκτῖνα ΟΑ. 


2) Νὰ γραφῇ περιφέρεια δοθείσης ἀκτῖνος ο, τέμνουσα δύο παραλ- 
λήλους εὐθείας εἰς τρόπον, ὥστε τὸ σχηματιζόμενον τραπέζιον νὰ εἶναι 
ἰσοδύναμον πρὸς δοϑὲν τετράγωνον κ᾽ (Σχ. 1070). 

Εἰς τὸ τυχὸν σημεῖον Θ τῆς μιᾶς τῶν παραλλήλων φέρομεν 
κάθετον ἐπ᾿ αὐτὰς ΘΕΖ καὶ τὴν ἴσον ἀπέχουσαν αὐτῶν παράλ- 
ληλον᾽ ἐὰν λάβωμεν ἐπὶ τῆς παραλλήλου ταύτης μήκη 


εμξεν--ἜἘ Ἐ- 

στ 2.Θ 2. 
πᾶν τραπέζιον, τοῦ ὁποίου αἱ μὴ παράλληλοι πλευραὶ διέρχονται 
διὰ τῶν Μ καὶ Ν θὰ ἔχῃ ἐμβαδὸν ἴσον πρὸς κ᾽. 

Καὶ τὸ πρόβλημα ἀνάγεται εἰς τὴν κατασκδυὴν τριγώνου ὀρϑογω- 
νίου ΑΜΟ, ἐκ τοῦ μήκους ρ τῆς ὑποτεινούσης, τῆς θέσεως Μὶ τῆς 
κορυφῆς τῆς ὀρθῆς γωνίας καὶ ἐκ τῆς συνθήκης, ὅπως αἱ δύο 
ἄλλαι κορυφαί του νὰ εὑρίσκωνται ἐπὶ δοθεισῶν εὐθειῶν ΑΖ καὶ 

ΘΖ (8 975). 


πρόβλημα 676 


1052. Μὲ κέντρον δοθὲν σημεῖον Ο 
ἐπὶ τῆς διχοτόμου γωνίας Ε, νὰ γραφῇ 
περιφέρεια τέμνουσα τὰς πλευρὰς τῆς γω- 
γίας εἰς τρόπον, ὥστε τὸ ὁριζόμενον τρα- 
πέζιον νὰ ἔχῃ ἐμβαδὸν δοϑὲν ἱκ΄. 

Ἔκ τοῦ κέντρου φέρομεν τὰς καθέ- 
τους ΟΜ, ΟΝ, ὡς καὶ τὴν ΝΡ. Ἡ ΜΝ’ 
θὰ εἶναι ἡ μέση βάσις τοῦ τραπεζίου. 


1) Ἐπειδὴ ΜΝ. ΖΘ -Ξ- κ 
1.3 
ΜΝ 
τὸ ὕψος ΖΘ τοῦ τραπεζίου κατασκευά- 
ζεται, τὰ. σημεῖα Ζ καὶ Θ (ΛΖ-Ξ ΔΘ) 


καὶ ΖΘ -Ξ- 


Σχ, 4011. 


εὁρίσκονται κλπ. 

2) ᾿Επειδὴ ΑΒ. ΝΡ Ξε κ' (8 1566), τὸ μῆκος ΑΒ κατασκευάζεται 
καὶ ὁρίζονται τὰ σημεῖα Α καὶ Β (ΜΑ -- ΑΒ). Ἡ κατασκευὴ αὕτη 
εἶναι προτιμοτέρα τῆς προηγουμένης. 
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Πρόβλημα δ76--ἰ 


1668. Νὰ γραφῇ περιφέρεια ἐφαπτομένη τῶν πλευρῶν δοϑείσης γω" 
νίας καὶ τοιαύτη, ὥστε αἱ κάϑετοι ἐπὶ τὴν 
διχοτόμον τῆς γωνίας ἐφαπτόμεναι τῆς πε- Ἐ 
οιἰφερείας γὰ ὁὀρίζουν, μετὰ τῶν πλευρῶν 
τῆς γωνίας, τραπέζιον δοθείσης ἐπιφα- 
γείας ἱκ". 


"Ἑστω τὰ πρόβλημα λελυμένον καὶ 
ΜΝ.2Θ ἢ 4ΛΜ.ΟΛΣ -Ξ κ᾽. 
᾿Εὰἀν ιρώμεν τὰς ΟΡ, ΟΠ, καθέ- 


τους ἐπὶ τὰς ΕΑ καὶ ΕΘ ἀντιστοίχως, 
ἐκ τῆς ΟῚ τος τῶν τριγώνων ΛΣΜ 
Ρ 


καὶ λαμβάνομεν τὴν σχέσιν 
ΔΣ μ᾽ὉὉὉὃὉὃ ὁ Ὃ ὺ ΛΟῷᾺ ἢ -- ἀῶ 
ΟΠ ΓΠΠΟΠ᾿᾿᾿ΠΠΠΠ΄΄᾿  κἐ.χ--ς ἢ 
ΛΣ;Σ ΛΜ.ΟΛΣ 13 


ἐξ ἧς ἔπεται ἡ κατασκευὴ τῆς ἀκτῖνος 
ΑΣ τῆς ζητουμένης περιφερείας. 


Πρόβλημα δ676---11 “ 
1659 α. Δίδεται περιφέρεια ἐφαπτομένη τῶν πλευρῶν δοϑείσης γω- 


νίας Ε' καὶ ζητεῖται ὅπως ἀχϑοῦν δύο ἄλ- 
λαι ἐφαπτόμεναι παράλληλοι καὶ τοιαῦται, 
ὥστε τὸ ὑπ᾽ αὐτῶν καὶ τῶν πλευρῶν τῆς 
γωνίας ὁριζόμενον τραπέζιον νὰ εἶναι ἰσο- 
δύναμον πρὸς δοϑὲν τετράγωνον [κ". 

"Εστω λελυμένον τὸ πρόβλημα, ΜΝ 
ἡ μέση βάσις τοῦ τραπεζίου καὶ ρ ἡ 
ἀκτὶς τῆς περιφερείας. ᾿Επειδὴ 


2ρ. ΝΜ -Ξ κῦ, 
ΜΝ -- -΄. -- μῇ 
πε τν»"- μῆκος κατ)μον, 


ἀναγόμεθα εἰς τὸ πρόβλημα τοῦ Πᾳάππονυ : 
Διὰ σημείου Ο ἐπὶ τῆς διχοτόμου γω- 
νίας. Ε, νὰ ἀχθῇ τέμνουσα ΜΟΝ τῶν 
πλευρῶν τῆς γωνίας ὡρισμένου μήκους 
(88 309 α καὶ 321] α).ὕ 


Πρόβλημα δ77 
16δ4. Νὰ κατασκευασϑῇ σχῆμα (Γ) ὅμοιον δοϑέντος ἄλλου (Δ) καὶ 
ἰσοδύναμον πρὸς τρίτον (Β).. ᾿ 


Ἔστωσαν μ καὶ χα δύο ὁμόλογα εὐθύγραμμα τμήματα τῶν 
σχημάτων (Α) καὶ (Γ᾽). 
ἁ σχήματα (Α) καὶ (8) δύνανται νὰ μετασχηματισθοῦν εἰς 


Ὃ Σχ. 1070. 
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τὰ ἰσοδύναμα πρὸς αὐτὰ τετράγωνα α᾽' καὶ β᾽. Τὰ σχήματα ἐπο- 
μένως (Α) καὶ (Γ) θὰ ἔχουν ἐμβαδὰ α καὶ β' καὶ μήκη ὁμόλογα 
ι. ὧΝ χ, ἀντιστοίχως. 

ρα: 


Ἔν Ξ- (Γ) - τ καὶ τ ΞΞ ---- ΞΞ κατ)μον μῆκος γ. 
Εἶναι λοιπὸν γνωστὸν τὸ ὁμόλογον τοῦ μ μῆκος χ τοῦ ζη- 
τουμένου σχήματος καὶ τοῦτο κατασκευάσιμον. 
Προόβλημα δ77-- 


1664 α. Δοθέντος τετραπλεύρου ΑΒΓΔ, διαιροῦμεν τὰς πλευράς του 
διὰ τῶν σημείων Ε, Ζ, Η, Θ κατὰ τοὺς λόγους 


ΖΕ ἘΔ ἫΔ 68. 


Ποῖος ὁ λόγος τοῦ ἐμβαδοῦ τοῦ οὕτω λαμβανομένου παραλληλογράμ- 
μον ἜΘΗ πρὸς τὸ τοῦ ἀρχικοῦ τετρα- 
πλεύρου ; 


"Ἔστωσαν α,8β αἱ πλευραὶ τοῦ 
παραλληλογράμμου καὶ γ--ΔΒ, 
δ Ξ Αγ. ᾿Επειδὴ 


(ΑΒΓΔ) τ -Ξ- γδημ Ὁ, 
΄ς 
(ΕΖΘΗ)τξ αβημΟ, 
ὁ ζητούμενος λόγος εἶναι 


Πρὸς ὁρισμὸν αὐτοῦ, παρατη- 
ροῦμεν ὅτι 


ῸΞΞΞῸ:- Ἢ ἐξξυ Υ̓́Θο 
Ὑ μήν’ μ-ν 
ν ὃν 
πμεν" δ- μὲν 
δμν 
ἐπομένω λΞΞ-. --.Ἅ.Ἕ.Ψ.-:....-.-- 
ἀμϑδὰ (μ -Γ ν)" 
Παρατηρήσεις. 1) ᾽Εὰν μΞεν, λας -- . Πράγματι, τὸ παραλλη- 


λόγραμμον τότε ΕΖΘΗ εἶναι τὸ ἔχον κορυφὰς τὰ μέσα τῶν πλευ- 
ρῶν τοῦ τετραπλεύρου καὶ τὸ μέγιστον. 

͵; 2)Διὰ κορυφὰς Ε,Ζ ἴσον ἀπεχούσας τῶν μέσων τῶν (ἀντι- 
ΤΟΙ ΧΟΥΣ πλευρῶν, ἀντιστοιχοῦν ἰσοδύναμα παραλληλόγραμμα. 
Διὰ ΖΞΞΑ ἢ ΚΒ, τὸ παραλληλόγραμμον ἀποβαίνει ἡ μία ἢ ἡ ἄλλη 
διαγώνιος τοῦ τετραπλεύρου καὶ διὰ θέσεις τῆς κορυφῆς 2 ἄνω- 
θεν τοῦ Α ([) ἢ κάτωθεν τοῦ Β (Κ), τὰ ἀντίστοιχα παραλληλό- 
γράμμα εἶναι παρεγγεγραμμένα εἰς τὸ τετράπλευρον. 
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πρόβλημα δ78 


16δ6δ. Νὰ γραφοῦν δύο περιφέρειαι ἐφαπτόμεναι ἀλλήλων καὶ δο- 
ϑείσης εὐθείας εἰς ὡρισμένα σημεῖα Α, Β αὐτῆς καὶ τοιαῦται, ὥστε 
αἱ ἀκιῖνες τὼν νὰ ἔχουν δεδομένον ἄϑροισμα ἢ δεδομένην διαφορὰν ἣ 
νὰ εὑρίσχωνται εἰς δοθέντα λόγον πρὸς ἀλλήλας. 


Ὑποθέτοντες τὸ πρόβλημα λελυμένον καὶ φέροντες τὴν συν- 
δέουσαν τὸ σημεῖον ἐπαφῆς Ο μετὰ τοῦ μέσου Δ τῆς ΑΒ εὐθεῖαν, 
ὡς καὶ τὴν. παράλληλον πρὸς 
τὴν διάκεντρον ΒΖ, παρατη- 
ροῦμεν ἐὐκόκως ὅτι: 

1) Ἢ περιφέρεια ΑΟΒ εἴ- 
ναι ὁ τόπος τοῦ σημείου ἐπα- 
φῆς Ο τῶν δύο περιφερειῶν 
καὶ ἡ περιβάλλουσα τῶν δια- 
κέντρων αὐτῶν ΜΝ. 

2) Τὸ: ὀρθογώνιον τρίγωνον 
ΑΒΖ ἔχει μίαν κάθετον πλευ- 
ρὰν ΑΒ ὡρισμένην -Ξ- 28, τὴν 
ἄλλην ἴσην πρὸς τὴν διαφο- 
ρὰν μ--τ΄νὖν τῶν ἀκτίνων καὶ 
τὴν ὑποτείνουσαν ἴσην πρὸς 
τὸ ἄθροισμα μ-Ἐν αὐτῶν. 

Ἔκ τῶν διαπιστώσεων αὐτῶν ἕπονται αἱ κατασκευαί: 

α) δεδομένον ἄθροισμα μ-νΞΞ ΒΖ. Ἡ τομὴ Ζ τῆς καθέτου εἰς 
τὸ Α ἐπὶ τὴν ΑΒ καὶ τῆς περιφερείας (Β, μ΄- ν), ὁρίζει τὸ τρίγω- 
νον ΑΒΖ καὶ ἡ πρὸς τὴν ΒΖ παράλληλος ἐφαπτομένη τῆς περι- 
φερείας (Δ, δ) τέμνει τὰς καθέτους ΑΜ καὶ ΒΝ εἰς τὰ Α,Β 
ἐπὶ τὴν ΑΒ κατὰ τὰ κέντρα τῶν ζητουμένων περιφερειῶν. 
᾿ς Β) δεδομένη διαφορὰ μ--- ΝνΞΑΣ, Τὸ τρίγωνον ΑΒΖ εἶναι πάλιν 
κατασκευάσιμον κλπ. 


Υ) Δοϑεὶς λύγος Ἑ-. Διαιροῦμεν τὴν ΑΒ κατὰ τὸν λόγον 
ΑΓ μ 
ΓΒ ν 
καὶ ὀρίζομεν τὴν τομὴν Ο τῆς καθέτου εἰς τὸ Γ ἐπὶ τὴν ΑΒ καὶ 
τῆς πρίφερείας (Δ, δ). Ἡ εἰς τὸ Ο ἐφαπτομένη τέμνει τὰς ΑΜ 
καὶ ΒΝ κατὰ τὰ κέντρα Μ καὶ Ν τῶν ζητουμένων περιφερειῶν. 
Πρόβλημα δ78---Ἰ 
16δδ α. “Ομοῖον πρόβλημα : Τὸ ἄϑροισμα τῶν τετραγώνων τῶν ἀκτί- 
ΝΟΥ τῶν δύο περιφερειῶν εἶναι δεδομένον τετράγωγον «ἢ. 


Ἔκ τῶν ὁμοίων ὀρθογωνίων τριγώνων ΑΜΔ, ΒΔΝ ἔχομεν 
τὴν σχέσιν 


μν Ξξ ὃ95 
καὶ ἐκ τῆς δοθείσης εἰς τὴν ἀκφώνησιν τὴν 
ι᾽ -Ἐ ν᾽ Ξϑ κἢ. 


 Κατασκευάζονται ἑπομένως τὰ μήκη μ,ν καὶ τὸ πρόβλημα 
λύεται εὐκόλως. 
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᾿Απὸ ἀπόψεως καταοκευῶν, εἶναι προτιμότερον νὰ ὑπολογί- 
σοωμεν τὸ ἄθροισμα τῶν ἀκτίνων. Λαμβάνομεν 


(μ - ν)" Ξξ μ' -᾿ ν" -δμν Ξε κ' - 2 89. 
Παρατήρησις. Διὰ τὴν διαφορὰν τῶν ἀκτίνων, εὐρίσκομεν 
(μ -- ν)" -Ξ κ᾽ -- 2 δ. 
Θὰ πρέπει λοιπὸν διὰ τὴν δυνατότητα τῆς κατασκευῆς νὰ εἶναι 
» δ 72. 
Πρόβλημα δ78--11] 


166δβ. Νὰ γσαφοῦν δύο περιφέρειαι ἐφαπτόμεναι ἀλλήλων, ἐφα΄" 
πιόμεναι δύο δοθεισῶν εὐθειῶν εἰς δεδομένα σημεῖα Α καὶ Β αὐτῶν 
χαὶ τοιαῦται, ὥστε ὁ λόγος τῶν ἀχτίνων των νὰ εἶναι δοϑεὶς ἀριϑμὸς λ. 


Σημείωσις. Τὸ πρόβλημα τοῦτο συμπληρώνει τὸ τῆς 8 960, 4η 
Περίπτωσις. 

Βλ.: Μαπμροὶ ἀιϊι εοπαπμοίοιι" ἀ68 Ῥοπίβ οἱ Ομαιι9ϑϑὲος5 ὑπὸ Ἐπάτὼε.--- 
Ν. Α. (1858), σ. 177. --ὀ Μαιμεοὶθ, (1884), σ. 42. 


Πρόβλημα δ78--1Π|1 


᾿ 2668 γ. Νὰ κατασκενασϑοῦν δύο περιφέρειαι ἐφαπτόμεναι ἀλλήλων 

καὶ μιᾶς περιφερείας εἰς δεδομένα σημεῖα αὐτῆς Α, Β καὶ τοιαῦ- 

τι: ὥστε αἱ ἀκτῖνες τῶν κ, ν νὰ πληροῦν μίαν τῶν ἑπομένων συν- 
ἠχῶν: 


1 χἜ σΣχξξλ, 2)χ--ἰν -ξδ, 3) τ, 4) χἘ:Ὲ τῦΞϑ κ'. 


1) Διὰ τὸ ἄθροισμα, δυνάμεθα νὰ ἀνατρέξωμεν εἰς τὴν ἤδη 
δοθεῖσαν κατασκευὴν τῆς 8 872. 

2) Διὰ τάς ἄλλας περιπτώσεις καταφεύγομεν εἰς τὴν ἀλγεβρι- 
κὴν μέθοδον, χρησιμοποιοῦντες τὴν γνωστὴν σχέσιν (8 329) 


(ν - β)ᾺΣ -᾿ βὴΞΞ α-. 
Προόβλημα 678---Ὁ:} 


1668 ὃ. Δίδεται τρίγωνον σκαληνὸν 
ΓΔΕ. Ζητεῖται ὅπως ἀχϑῇ τέμνουσα 
ΜΝ τῶν πλευρῶν ΓΔ, ΓΕ τοιαύτη, 
ὥστε τὸ μὲν τμῆμα ΜΝ νὰ ἰσοῦται 
πρὸς τὸ ἄϑροισμα τῶν τμημάτων 
Μδ:εκ καὶ ΝΕ --ν, τὰ δὲ τμήματα 
ταῦτα νὰ πληροῦν μίαν δοϑεῖσαν συν- 
ϑήχην, ὡς λ. χ. τὴν 

χΈσνξξαλ, ἢ κ᾿: γϑπΙ-Ξ κε", 


πε προσ ες δ} 
ἢ ξεν ἤχει λν 


"΄ 


᾿Αναφερόμενοι εἰς τὰ ζητήματα 
τῶν 88 872 καὶ 963, ἀγόμεθα εἰς τὸ 
νὰ λάβωμεν ἐπὶ τῆς μικροτέρας πλευρᾶς ΓΔ τμῆμα ΓΖ -Ξ- ΓῈ καὶ 
νὰ ὀρίσωμεν τὴν παρεγγεγραμμένην εἰς τὸ τρίγωνον περιφέρειαν 
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(Ο), δι’ ἀγωγῆς τῆς καθέτου ΡΟ εἰς τὸ τέων τοῦ τμήματος ΔΖ 
καὶ μέχρι τῆς διχοτόμου τῆς γωνίας Γ. Διὰ πᾶσαν ἐφαπτομένην 
ΜΝ τῆς περιφερείας ταύτης θὰ εἶναι 


ΜΝΞΜΡ- ΝΠ: ΜΔ ΈΝΕ Ξε χ Ἐν. (α) 
Ἀφ᾿ ἑτέρου (58 325, Μέϑοδοι), ἔχομεν 
ΑΜ.ΒΝ-- ΑΟ5, 

ἣ (χν -᾿ ΑΔ) (ς - ΒΕ)Ξ-ΞξΞ ας. (β) 

᾿Επειδὴ τὰ μήκη ΟΑΞα, ΑΔ, ΒΕ εἶναι ἀμέσως ὡρισμένα ἐκ 
τοῦ δοθέντος τριγώνου ΓΔΕ, ἡ σχέσις (β) καὶ ἡ τυχοῦσα ἐκ τῶν 
συνθηκῶν τῆς ἐκφωνήσεως τοῦ προβλήματος ὁρίζουν ἕν σύστημα 
δευτεροβάθμιον ὡς πρὸς τὰ ἄγνωστα μήκη χ, «. Εἶναι ἑπομένως 
ταῦτα κατασκευάσιμα. 


Παρατήρησις. ᾿᾽᾿Εἀν δοθῇ τὸ ἄθροισμα τῶν τμημάτων ἢ ἡ τιμὴ 
τοῦ μήκους ΜΝ, ἀναγόμεθα εἰς πολὺ ἀπλῆν κατασκευήν. (Βλ. 
8 873). 


Πρόβλημα 679 


.1666. Διὰ δοϑέντος σημείου Α ἐντὸς κύκλου (0), νὰ ἀχϑῇ χορδὴ 
ΜΑΝ τοιαύτη, ὥστε ὁ τομεὺς ΜΟΝΑΜ νὰ 


εἶναι ἰσοδύναμος πρὸς τὰ τὰ τοῦ κύκλον. 


"Επειδὴ καὶ τὸ τόξον ΝΛΜ θὰ εἶναι τὰ 
ἼΣ τοῦ μήκους τῆς ὅλης περιφερείας, ἀ- 
γόμεθα εἰς τὴν διαίρεσιν τῆς περιφερείας 
εἰς δώδεκα ἴσα τόξα, εἰς τὴν ἀγωγὴν 
χορδῆς ΓΔ ὑποτεινούσης, πέντε διαδοχικὰ 
τῶν τόξων τούτων καὶ εἰς τὴν ἀγωγὴν ἐκ δὰ. 1077. 
τοῦ Α μιᾶς ἐφαπτομένης πρὸς τὴν ὁμό- 

Ἐπ ΤΡΟΥ τῆς δοθείσης περιφέρειαν καὶ ἥτις ἐφάπτεται τῆς χορ- 
ἧς . 


Παρατήρησις. Τὸ πρόβλημα ἔχει δύο λύσεις, μίαν ἢ καμμίαν, 
 δὲνς τῆς θέσεως τοῦ οημείου Α πρὸς τὴν περιφέρειαν 


Πρόβλημα δὅδ80 
1667. Διὰ δοϑέντος σημείου Α περιφερείας, φέρομεν δύο ᾿μεταβλη- 


τὰς χορδὰς ΑΜ, ΑΝ, ἀλλὰ τῶν ὁποίων τὸ γινόμενον εἶναι δοϑὲν κ΄, 
Ποία εἶναι ἡ περιβάλλουσα τῆς χορδῆς ΜΝ; 


(Μέϑοδοι, 8 124). 
Πρόβλημα δδ0. -]1 
16δ8. Νὰ κατασκενασϑῇ τρίγωνον ΑΒΓ ἐκ τοῦ γινομένον βγ -- κ', 
τοῦ ὕψους να καὶ τῆς διαμέσον μα. 


Ἢ διάμετρος ὅ--Ξ 2 τῆς περιγεγραμμένης περιφερείας εἶναι 
ὡρισμένη ἐκ τῆς γνωστῆς σχέσεως 


βγ ΞΞ2 Ευα, 
Γεωμετρία 8 
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τ 
ἢ 5 -- - 


Τὸ δὲ ὀρθογώνιον τρίγωνον ΑΜΗ εἶναι κατασκευάσιμον, ἀφοῦ 
εἶναι γνωσταὶ ἡ ὑποτείνουσα ΑΙἴεΞξΞμα καὶ 
ἡ μία τῶν καθέτων πλευρῶν, ΑΗἥ ΞΞευα. 
Τὸ κέντρον Ο τῆς περιγεγραμμένης 
περιφερείας πρέπει νὰ εὑρίσκεται ἐπὶ τῆς 
καθέτου ἐπὶ τὴν ΜΗ εἰς τὸ Μ' (μέσον τῆς 
πλευρᾶς ΒΓ) καὶ ἐπὶ τῆς περιφερείας μὲ 


κέντρον Α καὶ ἀκτῖνα Εὶ ΞΞ π' Εἶναι ἐπο- 


μένως κατασκευάσιμον τὸ σημεῖον αὐτό, 
ἄρα καὶ ἡ περιγεγραμμένη εἰς τὸ ζητού- 
μενον τρίγωνον περιφέρεια. 

ΑΙ τομαὶ τῆς περιφερείας αὐτῆς καὶ 
τῆς εὐθείας ΜΗ ὁρίζουν τὰς κορυφὰς 8 
καὶ Γ τοῦ τριγώνου ΑΒΓ. 


Πρόβλημα 5681 


1669, Ἑϊς δοϑεῖσαν περιφέρειαν (Ο, ΡῚὴ, νὰ περιγραφῇ ἰσοσκελὲς 
τρίγωνον ἔχον ἄϑροισμα ἴσων πλευρῶν ἐλάχιστον. 


Ἔστω ΒΓΒ’ τὸ ζητούμενον τρίγωνον. Κατὰ τὸ γενικὸν θεώ- 
ρῃμα τοῦ Νεύτωνος (88 168, 
168 α), αἱ κάθετοι εἰς τὰ Β, Γ 
ἐπὶ τὰς εὐθείας ΑΧ, ΑΥ τοῦ 
σχήματος καὶ ἡ κάθετος ἐπὶ 
τὴν περιφέρειαν εἰς τὸ σημεῖον 
ἐπαφῆς Ε μιᾶς τῶν ἴσων πλευ- 
ρῶν, θὰ διέρχωνται διὰ τοῦ 
αὐτοῦ σημείου Μ. Θὰ πρέπεὶ 
ἑπομένως, ὡς ἀμέσως ἐκ τοῦ 
σχήματος φαίνεται, νὰ εἶναι 


ΓΕ -Ξ ΒΔ, 


ὅπου Δ ἡ προβολὴ ἐπὶ τὴν 
ΒΓ τοῦ σημείου Α. 


' Παρατήρησις. Τὸ σημεῖον ἐπα- 
φῆς ἘΞ διαιρεῖ τὴν πλευρὰν ΒΓ κατὰ μέσον καὶ ἄκρον λόγον. 
Τὰ ὅμοια πράγματι, τρίγωνα ΒΑΓ, ΒΔὰ δίδουν τὴν σχέσιν 


Σχς 1018. 


δ Ξ- ΝΣ ἢ ΒΓ.ΒΔ-- ΑΒ". 


᾿Αλλ εἶναι ΔΒ-ΞΕΓΕῈ καὶ ΒΑ -- ΒΕ’ ἑπομένως 
ΒΕ» -Ξ-ΒΓ.ΓΕ. 


Κατασκευή. Ἢ γεωμετρικὴ κατασκευὴ ἐφαπτομένης ΒΓ, διαιρου- 
μένης διὰ τοῦ σημείου ἐπαφῆς εἰς μέσον καὶ ἄκρον λόγον, δὲν 
εἶναι δυνατὴ διὰ τοῦ γνώμονος καὶ τοῦ διαβήτου. Δυνάμεθα ὅμως 
νὰ κατασκευάσωμεν ἕν σχῆμα ὅμοιον πρὸς τὸ ζητούμενον καὶ νὰ 
εὔρωμεν τοῦτο τῇ βοηθείᾳ τοῦ ἀντιθέτου προβλήματος (ἢ, ἁπλού- 
στερον, διὰ ὁμοιοθεσίας). 
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Λαμβάνομεν πρὸς τοῦτο τυχοῦσαν εὐθεῖαν βυ, διαιρουμένην 
εἰς τὸ σημεῖον ε κατὰ μέσον καὶ ἄκρον λόγον, μεταφέρομεν ἐπ᾽ 
αὐτῆς τὸ τμῆμα γε ἐπὶ τοῦ βδ καὶ τέμνομεν τὴν εἰς τὸ ὃ κάθετον 
ἐπὶ τὴν βγ διὰ τῆς περιφερείας μὲ κέντρον βὶ καὶ ἀκτῖνα βδ. 

ἊΑν α εἶναι τὸ σημεῖον τομῆς, αἱ κάθετοι εἰς τὸ α ἐπὶ τὴν βα 
καὶ εἰς τὸ ε ἐπὶ τὴν βγ, ὁρίζουν τὸ κέντρον περιφερείας (0), διὰ 
τὴν ὁποίαν ἡ ἐφαπτομένη αὐτῆς βγ ἔχει τὴν θέσιν τῆς ζητουμένης 
εἰς τὸ ἀρχικὸν πρόβλημα ἐφαπτομένης ΒΓ. Καὶ ἡ κατασκευὴ τῆς 
τελευταίας ταύτης εὐθείας, ἄρα καὶ τοῦ ζητουμένου τριγώνου 
ΒΓΒ΄, εἶναι ἄμεσος διὰ τῆς ὁμοιοθεσίας μὲ κέντρον Α καὶ μετα- 
σχηματιζούσης τὴν περιφέρειαν (0) εἰς τὴν δοθεῖσαν (Α, Ε, ΕἼ). 


Προόβλημα 681---1 


1669 α. Δύο εὐθύγραμμα τμήματα ΑΡΒ, ΓΡΔ, ἴσου μήκους λ, μετα- 
βάλλονται εἰς τρόπον, ὥστε νὰ τέμνωνται 


κατὰ γωνίαν 609 καὶ νὰ εἶναι πάντοτε διαγώ- ε 
νοι ἰσοσκελοῦς τραπεζίου. Νὰ σπουδασϑθοῦν ΠῊΝ πὰ ἢ τος 7 Γ 
αἱ μεταβολαὶ τοῦ ἀϑροίσματος τῶν μηχῶν ᾿ ὌΝ 

1 


χαὶ τοῦ ἀϑροίσματος τῶν ἐμβαδῶν τῶν 
περιφερειῶν, αἴτινες ἐγγράφονται εἰς τὰ 
ἰσόπλευρα τρίγωνα ΑΡΓ' καὶ ΒΡΔ. 

Ποῖον τὸ ἐλάχιστον τοῦ δευτέρου ἀϑροί- 
Ὅματος ; 

1) Τὸ ἄθροισμα τῶν μηκῶν τῶν πε- 
ριφερειῶν τούτων εἶναι σταθερόν, ἀφοῦ 


2πίρ  σ) ΞκΞ 2Ζπ(ΕΛ -- ΖΟ)-Ξ 


“τος 


ἢ 
' 
" 
: 
᾿ 
͵ 
, 
ι, 


εἰ 
Ὁ 2π (Ε2) --Ζπλ 5.  πλΎΥϑ 7) : 
προ δ ἀπ. τὰ οἵ. Ν τϑΣ τοῖοι Β 
Τὸ ἄθροισμα τῶν ἐμδαδῶν αὐτῶν ᾿ 
εἶναι Σχ. 1070 ἰα].- 
π(ρ" - σῇ"). 


᾿Επειδὴ δὲ ρ-᾿ σΞΞε σταθερὸν μῆκος, τὸ ἐλάχιστον τοῦ ἀθροί- 
σματος τούτου λαμβάνεται διὰ ρ -- σ. Εἶναι δηλ. τὸ ἐλάχιστον 
τοῦτο τὸ ἥμισυ τοῦ ἐμβαδοῦ τῆς ἐγγεγραμμένης περιφερείας εἰς 
τὸ ἰσόπλευρον τρίγωνον, τὸ σχηματιζόμενον κατὰ τὴν σύμπτωσιν 
τῶν περάτων Α καὶ Γ τῶν κινητῶν εὐθειῶν. 


Παρατήρησις. ᾽Εὰν αἱ θεωρηθεῖσαι ΑΒ, ΓΔ εὐθεῖαι μεταβάλ- 
λωνται εἰς τρόπον, ὥστε αἱ προεκτάσεις τῶν τώρα νὰ τέμνωνται 
κατὰ τὴν αὐτὴν γωνίαν 609 καὶ αἱ ἴδιαι νὰ ἀποτελοῦν τὰς μὴ 
παραλλήλους πλευρὰς ἰσοσκελοῦς τραπεζίου, ἡ διαφορὰ τῶν ἀκτί- 
νῶν ρ καὶ ο θὰ ἦτο σταθερὰ ποσότης. 


Πρόβλημα 681-11 


1669. “Ὅμοιον πρὸς τὸ προηγούμενον πρόβλημα, Αἱ εὐϑεῖαι τέμ- 
νονται ὀρθογωνίως καὶ ϑεωροῦμεν τὰς ἐγγεγραμμένας περιφερείας εἷς 
τὰ τέσσαρα σχηματιζόμενα τρίγωνα. 


1) διὰ τὸ ξεῦγος (ΛῚὴ καὶ (Ὁ) τῶν περιφερειῶν, τὸ ἄθροισμα τῶν 
μηκῶν τῶν εἶναι σταθερόν. Τὸ ἐλάχιστον τοῦ ἀθροίσματος αὐτοῦ 
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λαμβάνεται ὅταν αἱ ἀκτῖνες εἶναι ἴσαι καὶ τὸ μέγιστον ὅταν τὰ 
πέρατα Α καὶ Γ συμπίπτουν. 

2) Διὰ τὸ ζεῦγος (Μὴ) καὶ (Ν), παρατηροῦμεν, ὅτι ἡ ἀκτὶς ρ τῆς 
ἐγγεγραμμένης περιφερείας εἰς 
τὸ ὀρθογώνιον τρίγωνον ΑΡΔ 
εἶναι ἴση πρὸς τὸ ἄθροισμα 
ΡΑ -ἘΡΔ μεῖον ἡ ὑποτείνουσα 
ΑΔ (8 741, Παρ, σις) ἐπειδὴ 
τὸ ἄθροισμα τοῦτο εἶναι στα- 
θερὸν (ΞΞ λ), τὸ μέγιστον τῆς 
ἀκτῖνος ρ θὰ ἀντιστοιχῇ εἰς 
τὸ ἐλάχιστον τῆς ὑποτεινού- 
σης. Τοῦτο δὲ συμβαίνει ὅταν 
τὸ σημεῖον ἢ εἶναι τὸ μέσον 
τῆς ΑΒ ἢ ΓΔ. 

Τὸ ἐλάχιστον τῆς ρ εἶναι 
τὸ μηδὲν καὶ λαμβάνεται ὅταν 
τὰ πέρατα ἉΑ καὶ Γ συμπί- 
πτουν. 

Τὸ μέγιστον τοῦ ἀθροίσμα- 
τος τῶν ἜἙΕΒΡΟΥ τῶν ἰδίων 
περιφερειῶν λαμβάνεται ταυτοχρόνως μετὰ τοῦ ἐλαχίστου ἀθροί- 
σματος τῶν μηκῶν των. 

Τοῦ συνόλου τῶν τεσσάρων περιφερειῶν, τὸ μέγιστον τοῦ ἀθροίσμα- 
τος τῶν ἀκτίνων τῶν ἀντιστοιχεῖ εἰς τὴν περίπτωσιν καθ᾽ ἥν αὖ- 
ται εἶναι ἴσαι. Εἶναι δὲ τοῦτο διπλάσιον τοῦ ἐλαχίστου ἀθροίσμα- 
τος, λαμβανομένου διὰ Α ΞΞΓ. 

Εἰς τὰς δύο ὁριακὰς θέσεις τοῦ σχήματος, δηλ. ἐκείνας καθ᾽ ἃς 
οἱ τέσσαρες κύκλοι εἶναι ἴσοι πρὸς ἀλλήλους ἢ τρεῖς αὐτῶν μηδε- 
νίζονται, τὸ ἄθροισμα τῶν ἐμβαδῶν τῶν τεσσάρων ἴσων κύκλων 
εἶναι ἴσον πρὸς τὸ ἐμβαδὸν τοῦ μοναδικοῦ κύκλου (τῆς δευτέρας 
ὁριακῆς θέσεως). 


Δ. τ ιτξ ον τοῦπεν ἐν τ Ε - -.5....». Γ 


--““ πῶ 5 »-ὉΦῳῷκ.- ὦν 


Σ. 1079 ιβ). 


Διαίρεσις τῶν σχημάτων 


Πρόβλημα δ82 

1660. Διὰ δοϑέντος σημείου ἐπὶ τῆς περιμέτρου τριγώνου νὰ ἀχϑῇ 
εὐθεῖα διαιροῦσα τὸ τρίγωνον εἰς δύο μέρη ἰσοδύναμα. 

Σημείωσις. Διὰ τὴν ἀνάπτυξιν τῆς ἀνωτέρω ἀσκήσεως, ὡς καὶ 
τῶν ἑπομένων μέχρι καὶ τῆς 592 ας, βλέπε 2Ζαν ἔκδοσιν τῶν Κχεν- 
οἰσο8 ἀε (ἀδονιέϊνὶο. 

πρόβλημα 682--1 


1661. Νὰ διαιρεϑῇ τρίγωνον εἰς τρία μέρη ἰσοδύναμα δι’ εὐθειῶν 
ἀγομένων διὰ δύο δοϑέντων σημείων ἐπὶ τῆς περιμέτρον τοῦ τριγώνου. 


Προόβλημα δ88 


1662. Νὰ διαιρεϑῇ τρίγωνον εἰς μέρη ἀνάλογα τριῶν μηχῶν μ, ν, λ, 
δι᾽ εὐθειῶν παραλλήλων πρὸς μίαν τῶν πλευρῶν αὐτοῦ. 
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Προόβλημα δ84 


1668. Νὰ διαιρεϑῇ τρίγωνον εἰς δύο μέρη ἰσοδύναμα δι’ εὐϑείας 
καϑέτου ἐπὶ μίαν πλευρὰν αὐτοῦ. 


Προόβλημα δ84--Ἰ 


1668 α. Νὰ διαιρεϑῇ τρίγωνον ΑΒΓ εἰς δύο μέρη ἰσοδύναμα δι᾽ 
εὐθείας ΜΝ παραλλήλου πρὸς δοθεῖσαν 
διεύϑυνσιν (ε). 


Ἔστω ΓΔ ἡ ἐκ τοῦ Γ παράλληλος 
πρὸς τὴν διεύθυνσιν (ε) καὶ 2α" τὸ 
ἐμβαδὸν τοῦ τριγώνου. Τὸ ἐμβαδὸν δ᾽ 
τοῦ τριγώνου ΑΓΔ εἶναι 


.»..- 25᾽.ΑΔ Λ “ΝΠ Δ 
Ρ ΑΒ Σχ. 1019 (γἹ. 
᾿Αφ᾽ ἑτέρου, 
ΑΜ αἱ 
ΑΔ δ᾽ 
Ἑ πομένως, 
.] 2 
Αμης. 5' .“ΔΑ' κλπ. 


Ποόβλημα δ885 


1664. Διὰ σημείου Ο ἐπὶ τοῦ ἐπὶ τὴν βάσιν ἰσοσκελοῦς τριγώνου 
ὕψους, νὰ ἀχϑῇ εὐθεῖα διαιροῦσα τὸ τρίγωνσν εἰς 
δύο μέρη ἰσοδύναμα. 


Ἔστω ΜΟΝ ἡ εὐθεῖα αὕτη. Τὸ τρίγωνον 
ΔΟΜ θὰ εἶναι ἰσοδύναμον πρὸς τὸ ΟΝΓ, ἐπειδὴ 
αἱ ἰσοδύναμοι ἐπιφάνειαι ΓΒΔ καὶ ΓΒΜΝ ἔχουν 
κοινὸν μέρος τὸ ΓΟΜΒ. Ἑπομένως 


ε 
ΒΕ Ἢ 


ΟΓ.ΝΕ --ΟΔ.ΔΜ. () ἀσκὶ! 
αὶ ἐπειδὴ 
.ΔΜ ες ΘᾺ. ΑΓ δ᾽ ΜΒ 
ΝΕ ΟΕ δὲ, 1080, 
ἢ ΔΜ.ΟΕ--ΟΔ.ΝΕ, (2) 


διὰ πολλαπλασιασμοῦ κατὰ μέλη τῶν (1) καὶ (2) λαμβάνομεν 
᾿ ΟΓ.Οε -Ξ-Ξ ΟΔ". 
Εἶναι δηλ. τὸ μῆκος ΟΕ τρίτη ἀνάλογος γνωστῶν μηκῶν καὶ 
εὐκόλως κατασκευάσιμον. 
Ποόβλημα δ588--] 
͵ 1668, Τὸ αὐτὸ ζήτημα διὰ σημεῖον Ο ἐπὶ διαμέσον τυχόντος τρι- 
γώνου. 
Πρόβλημα 586 


1666. Νὰ διαιρεθῇ τραπέζιον εἰς μέρη ἰσοδύναμα δι᾽ εὐθειῶν τεμ- 
γνουσῶν τὰς βάσεις του. 
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Προόβλημα 687 


1667. Νὰ διαιρεϑῇ τραπέζιον εἰς τρία μέρη ἰσοδύναμα δι᾽ εὐθειῶν 
παραλλήλων πρὸς μίαν τῶν μὴ παραλλήλων πλευρῶν αὐτοῦ. 


Προόβλημα 688 


1668. Νὰ ἀχϑῇ παράλληλος πρὸς τὰς βάσεις τραπεζίου διαιροῦσα 
αὐτὸ εἰς μέρη ἔχοντα λόγον δοϑέντα. 


Πρόβλημα δ89 


1669. Νὰ διαιρεθῇ τραπέζιον εἰς δύο ἰσοδύναμα μέρη δι᾽ εὐθείας 
ἀγομένης διὰ δοϑέντος σημείου. 


(Μέϑοδοι, 8 254). 
Ποόβλημα δὅ90 


1670. Νὰ διαιρεθῇ τετράπλευρον εἰς δύο μέρη ἰσοδύναμα δι᾽ εὑ- 
ϑείας ἀγομένης διὰ δοϑέντος σημείου τῆς περιμέτρου αὐτοῦ. 


Προόβλημα 690-- 


1670 α. Νὰ διαιρε γῇ τετράπλευρον εἰς δύο μέρη ἰσοδύναμα διὰ τῆς 
βραχυτέρας εὐθείας. 


2 "Ἔστω 2α τὸ ἐμβαδὸν τοῦ τε- 
Λ τραπλεύρου καὶ ΜΝ ἡ εὐθεῖα αὕτη. 
ἁ πρέπει ἡ ΜΝ νὰ εἶναι ἴσον κε- 

κλιμένη πρὸς τὰς ΑΒ καὶ ΔΓ΄ καὶ 

τοιαύτη, ὥστε τὸ ἐμβαδὸν τοῦ τρι- 
γώνου ΜΝΕ νὰ εἶναι ἴσον πρὸς 


(ΑΔΕ) - αὉ. 


Δι᾿ ἐναλλαγῆς τῶν ρόλων τῶν 
πλευρῶν ΑΒ, ΔΓ πρὸς τὸν τῶν ΑΔ, 
ΒΓ, ἀγόμεθα εἰς τὴν ἀναλόγου θέ- 
σξέως πρός τὴν ΜΝ, εὐθεῖαν ΡΠ. 
Ἢ μικροτέρα τῶν εὐθειῶν ΜΝ καὶ 
ΡΠ εἶναι ἡ ζητουμένη. (Παρβ. 8 
1682 β). 


Προόβλημα δ91 
1671. Νὰ διαιρεϑῇ πολύγωνον εἰς δύο μέρη ἰσοδύναμα ἢ ὄχοντα 


λόγον δοϑέντα, δι’ εὐθείας ἀγομένης ἐκ δοϑέντος σημείου τῆς περι- 
μέτρου του. 


Προόβλημα δ92 


1672. Διὰ δοϑέντος σημείου ἐντὸς δοϑέντος σχήματος, νὰ. ἀχϑοῦν 
εὐθεῖαι διαιροῦσαι αὐτὸ εἰς δύο μέρη ἰσοδύναμα ἢ ἔχοντα λόγον δο- 
ϑέντα ἀριϑμόν. 

πρόβλημα 698 
1678. Νὰ διαιρεθῇ πολύγωνον εἰς μέρη ἀνάλογα δοθέντων μηκῶν 


δι᾽ εὐθειῶν ἀγομένων ἐκ δοϑέντος σημείου Ο εἰς τὸ ἐσωτέρικὸν τοῦ 
πολυγώνου (καὶ ἐκ τῶν ὁποίων δίδεται ἢ μία ἐξ αὐτῶν). 
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"“Εστὼω τετράπλευρον ΑΒΓΔ τὸ δοθὲν πολύγωνον. Ζητοῦμεν νὰ 
διαιρέσωμεν αὐτὸ εἰς τρία μέρη, ἀνάλογα τῶν μηκῶν Σ, Υ, Ζ, δι᾿ 
εὐθειῶν ΟΧ, ΟΥ̓́, ΟΖ καὶ τῶν ὁποίων μία ἐξ αὐτῶν, ἡ ΟΧ, 
δίδεται. 

1) Προεκτείνομεν τὰς πλευρὰς τοῦ τετραπλεύρου κατὰ τὴν αὖὐ- 
τὴν φοράν. Διὰ τοῦ σημείου Χ φέρομεν εὐθεῖαν ΧΑ΄ παράλληλον 


ΣΧ. 1081 


πρὸς τὴν ΟΑ καὶ τὰς Α'Β', ΒΓ, Γ΄Δ΄ παραλλήλους ἀντιστοίχως 
πρὸς τὰς ΟΒ, ΟΓ, ΟΔ. 


Ἕνεκα τῶν τριγώνων τοῦ σχήματος, μὲ κοινὰς βάσεις καὶ τὰς 
κορυφάς τῶν ἐπὶ παραλλήλων, θὰ ἔχωμεν τὰς ἰσότητας 


(ΔΟΧ) -Ξ- (ΟΧΔΔ΄"-Ἐ (ΔΔ' Δ΄), 
(ΔΔ’ Δ΄) --(ΟΔ΄ ΓὴΞξΞ (Ο0Δ ΓΓ) Ἐ(ΓΓΓΓ΄), 
(ΓΓ Γ΄ -ΞΞ(ΟΒ' Γ΄ τ (οΓ" ΒΒ’) --(ΘΒ“), 
(ΒΒΒ΄)-Ξ- (ΟΑ’ Β΄)Ξ (ΟΒ΄ ΑΔ“) Ἐ(ΔΑ΄Α΄), 
(ΑΑ "Α΄" --(ΟΑ τ" Χ), 
ἐκ τῶν ὁποίων, διὰ προσθέσεως κατὰ μέλη, λαμβάνομεν 
(Δ ΟΧ)--(ΟΧΔΔ΄ -(ΟΔ΄ ΓΓ" -Ἐ 
- (ΟΓ΄ ΒΒ) - (ΟΒ΄ ΑΔΑ΄7 -Ὁ (ΟΑ΄Χ), 
ἢ (Δ'ΌΧ) -Ξ-Ξ [ΑΒΓΔ]. 


2) Διαιροῦμεν τὴν εὐθεῖαν. ΧΔ΄ εἰς τρία μέρη ΧΜ, ΜΝ, ΝΔ΄, 
ἀνάλογα τῶν μηκῶν Σ, ν, Σ καὶ φέρομεν τὰς ΜΥ͂, ΝΙΚ παραλλή- 
λοὺυς πρὸς τὴν ΟΔ, ΚΛ παράλληλον πρὸς τὴν ΟΓ καὶ ΛΖ παράλ- 
ληλον πρὸς τὴν ΟΒ. Λέγω ὅτι αἱ εὐθεῖαι ΟΧ, ΟΥ̓, ΟΖ διαιροῦν 
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τὸ ΤΡ πλεηρον εἰς μέρη ἀνάλογα τῶν ἐμβαδῶν τῶν τριγώνων 
ΟΧΜ, ΟΜΝ, ΟΝΔ', δηλ. ἀνάλογα τῶν μηκῶν κχ, Γ΄: “. 


΄' 


Πράγματι, ἕνεκα πάλιν τῶν τριγώνων τοῦ σχήματος μὲ κοινὰς 
βάσεις καὶ τὰς κορυφάς των ἐπὶ παραλλήλων, θὰ ἔχωμεν τὰς 
ἰσότητας 


(ΟΧΜ) Ξ-(ΟΧΔ)Ὶ -Ἐ(ΔΜΟ,), 
(ΔΜΟ)-ΞΞ (ΟΔΥῪ.). 
Ἄρα (ΟΧΜ):-Ξ (ΟΧΔ) - (ΟΥ̓Δ) εξ(ΟΧΔΥ). 
᾿Επίσης, (ΟΧΝ᾽) -Ξ[ΟΧΔ) - (ΟΔΝ),, 
(ΟΔΝ) ΞΞ (ΟΔΚ) --Ξ- Φ [(ΟΔΓΚ᾽ - (ΚΎΓΊ, 
(ΚΓ) -Ξ- (ΟΙΚ΄ Δ)ὴ -ε ([ΟΚ΄ ΒΛ΄) -Ἐ(ΒΛΛΊ, 
(ΒΛΛη) ΞΞ (ΟΛ΄ 7). 
Διὰ προσθέσεως λαμβάνομεν 
(ΟΧΝ)-Ξ (ΟΧΔ) - (ΟΔΓΙΚ - (ΟΚ΄ ΒΛ᾽ - (ΟΔΛ΄2) 
ἢ (ΟΧΝὴ-Ξ- [ΟΧΔΓΒΖ). 
᾿Αλλ’ εἶναι (ΟΧΝ)-Ξ- ἰ[ΟΧΜὴ) - (ΟΜΝ) 
καὶ (ΟΧΔΓ ΒΖΟ)ΞΞ(ΟΧΔΥ) -Ἐ(ΟΥ̓ΓΒΖΟ) -Ξ-Ξ [ΟΧΜ) --ἰΟΥ̓ΓΒΖΟ). 
Αρα (ΟΥ̓ΓΒΖΟ)-Ξ (ΟΜΝ), 
καὶ συνεπῶς (ΟΖΑΧὴ  (ΟΝΔ᾽. 
Ἢ ἀπόδειξις γίνεται ὁμοίως δι᾽ οἱονδήποτε πλῆθος μερῶν. 


1673 α. Σημείωσις. Ἢ ἀνωτέρω ὡραία λύσις τοῦ Επχεὶ ἐδημο- 
σιεύθη τὸ 1854 εἰς τὰ δ. Α., σ. 114 καὶ ἐπανευρέθη ἀργότερον ὑπὸ 
τοῦ Μ. ἀ Οεαρπε (.. ἃ. Μ., τοῦ Βουτγρεῖ, 1878, σ. 332 καὶ 1880, 
σ. 487. --- Μαιϊμοϑὶ8, 1881, ο. 109). 


Πρόβλημα 698--1 


1674. Νὰ εὑρεθῇ εἰς τὸ ἐσωτερικὺν τριγώνου σημεῖον ἐκ τοῦ ὁποίου 
αἱ κάϑετοι ἐπὶ τὰς πλευρὰς διαιροῦν αὐτὸ εἷς μέρη ἀνάλογα τῶν μη- 
κῶν μ, ν, λ. (εγ5, Ν. Α. 1879, σ. 432). 


Τὸ σημεῖον τοῦτο εἶναι τομὴ δύο ὑπερβολῶν (Μοτεῖ - Βίαπο, 
Ν. Α., 1880, σ. 462). 
Διὰ μξενξξλ, ἀγόμεθα εἰς τὸ Πρόβλημα τοῦ ΒοΡΙΠ]1ἰεν (8 1624 α). 


Πρόβλημα τοῦ σεέγφοππε δ5ὅ95---11 


1674.α. Τῇ βοηϑείᾳ μόνον ἡμιπεριφερειῶν νὰ διαιρεθῇ κύκλος εἰς 
μέρη τ λόῤρν τὴν αὐτὴν περίμετρον. 

1) Τὰ μέρη ταῦτα πρέπει νὰ εἶναι ἰσοδύναμα. 
ΤΑΝ κύκλος νὰ διαιρῆται δι᾽ αὐτῶν εἰς μέσον καὶ ἄκρον λόγον. 
ὃ 


4". ἀ. ἄονα., τόμ. 1, 1810 - 1811, σ. σ. 159 καὶ 240, λύσις τοῦ 
1(Βυ11116ὸς καὶ τόμ. ΓΥἹ, 1815 - 1816, γενικὴ λύσις τοῦ σετροππεα. 
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Παρατηοήσεις ἐπὶ τῆς διαιρέσεως τῶν πολυγώνων 


1674ββ. Ἢ διαίρεσις ἑνὸς πολυγώνου εἰς δύο μέρη ἔχοντα δο- 
θέντά λόγον δι᾽ εὐθείας συναντώσης δύο τῶν πλευρῶν αὐτοῦ, δύ- 
ναται νὰ ἀναχθῇ εἰς τὴν τομὴν τῶν πλευρῶν δοθείσης γωνίας 
ΧΟΥ ὑπὸ εὐθείας ΜΝ εἰς τρόπον, ὥστε τὸ ὁριζόμενον τρίγωνον 
ΛΟΝ ινὰ ἔχῃ δοθὲν ἐμβαδὸν 215. 

Κατὰ μίαν ἰδιότητα τῆς ὑπερβολῆς, ἡ ΜΝ πρέπει νὰ ἐφάπτεται 
τῆς ὑπερβολῆς ἥτις ἔχει ἐξίσωσιν ὡς πρὸς τοὺς ἄξονας ΧΟΥ τὴν 

ΧΥ ΞΞ Κ΄. (α) 
Δυνάμεθα νὰ θεωρήσωμεν τρεῖς περιπτώσεις : 
1) Ἢ εὐθεῖα ΜΝ ὀφείλει νὰ εἶναι παράλληλος πρὸς δοθεῖσαν 

διεύθυνσιν. 

2) Νὰ διέρχεται διὰ δοθέντος σημείου. 

3) Νὰ ἔχῃ τὸ ἐλάχιστον μῆκος: εἰς τὴν περίπτωσιν αὐτὴν ἡ εὐ- 
θεῖα αὔτη ἐφάπτεται τῆς καμπύλης (α) εἰς τὴν κορυφὴν αὐτῆς. 

Εἰς τὰς τρεῖς ταύτας περιπτώσεις, ἡ ἀγωγὴ τῆς εὐθείας ΜΝ 
δὲν ἀπαιτεῖ τὴν κατασκευὴν τῆς καμπύλης (δ8 1618, 1619 α καὶ β)" 
ἐν τούτοις, ἡ θεώρησις τῆς ὑπερβολῆς ταύτης εἶναι χρήσιμος διὰ 
τὴν ἀνεύρεσιν τῆς λύσεως καὶ μάλιστα ὅταν προστίθενται καὶ συμ- 
πληρωματικαὶ συνθῆκαι, ὡς λ.χ. εἰς τὸ ἑπόμενον πρόβλημα τοῦ 
Ἠπυσοη8. 

1674. Προόβλημα τοῦ Ἡμυσοης (περὶ τὸ 1650). 

Δίδεται τρίγωνον ΑΒΓ καὶ τέμνουσα αὐτὸ εὐϑεῖα ΔΕ. Νὰ ἀχϑῇ δευ- 
τέρα τέμνουσα ΜΝΡ εἰς τρό- 
πον, ὥστε ἕκαστον τῶν δύο ἥ 
μερῶν ΔΒΕ καὶ ΑΓΕΔ νὰ , 
διαιρῆται ὑπ᾽ αὐτῆς εἰς ἰσο- ἶ 
δύναμα τμήματα. 


Ἢ ζητουμένη εὐθεῖα εἴ- 
ναι κοινὴ ἐφαπτομένη δύο 
ὑπερβολῶν. Τὸ γενικὸν πρό- 
βλημα τῆς ἀγωγῆς κοινῆς 
ἐφαπτομένης δύο ὑὕπερβο- 
λῶν μᾶς ὁδηγεῖ εἰς ἐξίσω- 


- 
-.“ 
ΤΣ Ως 


- 
." 
- 
.“." 
- Ὁ 
.. 
-" 


σιν τετάρτου βαθμοῦ: ἀλλ᾽ 
ἐπὶ τοῦ προκειμένου, αἱ ὃ ΠΠΠ  Ὰ Μ γ ΠΧ 
γύο καμπύλαι ἔχουν κοινὴν Σχ. 1081] ὦ 


κ«σὐμπτωτον τὴν εὐθεῖαν 


ΟΔΕΥ͂ καὶ τὸ πρόβλημα ἀνάγεται εἰς τὴν κατασκευὴν τῶν ριζῶν 
ζευτεροβαθμίου ἐξισώσεως καὶ ἥτις εἶναι δυνατὴ διὰ τῆς χρήσεως 
Ὧὔ κανόνος καὶ τοῦ διαβήτου μόνον. 

(1κι. ἀ. Μαί., 1907, σ. 126, πο 3232, Ὁ. - 1. (οτγίεν ον). 

᾿Εὰν θέσωμεν 


ΑΒ-Ξξα, ΒΓ -Ξ:β, ΓΑξεγ, Β4--δ, ΒΕ-ξε ΑΜΞ.κ, 


δ39 δε α δε 
4 ὃ.--  -- -- .---.--- --᾿ -.---ὄ --:-Ξ 


ἡ ν λόγῳ ἐξίσωσις εἶναι ἡ 


ΡΧ᾽ Ἔ2(ῷα -- δ) γχ -- γᾳ ΞΞΟ, 
Ϊ. Μ. 1908, σ. 186, Η. Βτοςατά). 
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Παρατήρησις. δυνάμεθα νὰ προσδιορίσωμεν τὴν εὐθεῖαν ΔΕ ἐπι- 
βάλλοντες εἰς τὸ πρόβλημα μίαν τῶν προηγουμένων 1), 2) ἢ 3) 
συνθηκῶν, ὁπότε τὸ πρόβλημα τοῦ Ηπιτνρεπε καθίσταται εὐκολώῶ- 
τερον. Τοῦτο ὅμως δὲν τυ μβαινει καὶ διὰ τὸ ἑπόμενον πρόβλημα, 
ὀφειλόμενον εἰς τὸν 1,εἱπὶ2: 


1674. Νὰ διαιρεθῇ τυχὸν τρίγωνον εἷς τέσσαρα μέρη ἰσοδύναμα 
διὰ δύο εὐθειῶν καϑέτων ἐπ’ ἀλλήλας. (Ἰταϊϊό ἃς Οόοπιὲϊτῖο, τῶν 
Ἀοποβά καὶ Οοτηθβετζοιιββε, ἑβδόμη ἔκδοσις, σ. 416, τὸ 458). 


Τὸ πρόβλημα τοῦ Ι,εἸῬπ12 ἔτυχε πολυαρίθμων ἀλλ᾽ ἀνεπιτυχῶν 
προσπαθειῶν πρὸς ἀνεύρεσιν τῆς λύσεώς του’ ἐπειδὴ εἶναι ἀδύ- 
νατον νὰ ἐπιλυθῇ διὰ τοῦ κανόνος καὶ τοῦ διαβήτου. 

Καὶ πρὸς τὸν σκοπὸν ὅπως τεθῇ τέρμα εἰς παρ ποὺς ἐρεύνας, 
τὸ ]ηίορνι. ἀε8. Μαίᾷ. ἐδημοσίευσε ἐνδιαφέροντα ἄρθρα σχετικὰ 
πρὸς τὸ ἀνωτέρω πρόβλημα (1894, σ. 30, ἱστορικὸν ὑπὸ Ιιοπιοὶπεο" 
μαθηματικὴ σπουδὴ. ὑπὸ Ἐ. ἄε ]οπαυΐδτεε σ. 55 καὶ 62: ἔρευνα ἐπὶ 
τῶν ἔργων τοῦ Ι,μεἱδεῖζ ὑπὸ Οἰἷπο - Ψοτλδ), σ. 135. 


ΜΈΓΙΣΤΑ ΚΑΙ ΕΛΑΧΙΣΤΑ 
Πολύγωνα 


Προόβλημα δ9θ4 


1676. Ποῖον τὸ μέγιστον ἐκ τῶν τριγώνων τῶν ἐχόντων τὴν αὐτὴν 
βάσιν ΒΓ καὶ τὴν αὐτὴν ἀντικειμένην γωνίαν Α; 


΄ς 
Τὸ ἔχον κορυφὴν τὸ μέσον τοῦ τόξου (Β, Γ, Α). 
Πρόβλημα δ0δ 

1676. ἸΠοῖον τὸ μέγιστον ἐκ τῶν τριγώνων τῆς αὐτῆς βάσεως καὶ 
τῆς αὐτῆς περιμέτρου ; 

Ἔστωσαν ΑΒΓ καὶ ΑΒΔ δύο τῶν τριγώνων τούτων, ἐξ ὧν τὸ 
δεύτερον ἰσοσκελές. Θὰ ἔχωμεν 

ΑΔ -Ἐ ΔΒ : ΑΓ -Ἔ ΓΒ. 

Διὰ τῶν κορυφῶν Γ, Δ φέρομεν παραλλήλους 
ΓΕ, ΔΖ πρὸς τὴν βάσιν τοῦ τριγώνου καὶ ἔστω- 
σαν Μ, Ν τὰ συμμετρικὰ τοῦ σημείου Β πρὸόϊ( 
τὰς εὐθείας ταύτας. ᾿Επειδή : 

ΑΓΈΈΓΜΕΕΑΓ-ἜΓΒ, 
καὶ εὐθεῖα ΑΔΝΞΞΑΔ ΔΒ 
Σι. 108ξ. ἕπεται: ΑΝ ΞΕΑΓ ἜΓΜ. 


Θὰ πρέπει λοιπὸν ἡ τεθλασμένη γραμιὴ 
ΑΓΈΈΓΜ-ΞΑΝ νὰ ἀπολήγῃ εἰς σημεῖον Μ μεταξὺ τῶν Β καὶ Ν 
κείμενον" ἐπειδὴ ἄλλως θὰ ἧτο προφανῶς μεγαλυτέρα τῆς ΑΝ. θὰ 
εἶναι ἑπομένως τὸ μῆκος ΒΝ, δηλ. τὸ διπλάσιον τοῦ ὅψους οῦ 
ἰσοσκελοῦς τριγώνου, μεγαλύτερον τοῦ ΒΜ, τὸ ὁποῖον εἶναι 5ι:1- 
πλάσιον τοῦ ὕψους τοῦ τριγώνου ΑΒΓ. 


Εἶναι. δηλ. τὸ ἰσοσκελὲς τρίγωνον τὸ τῆς μεγαλυτέρας ἐπιφανείας. 


"Αλλη ἀπόδειξις. Τὸ ἐμβαδὸν ἑνὸς τριγώνου μὲ πλευρὰς α, β, 
δίδεται ὑπὸ τοῦ τύπου 


Ε -- Υτ|τ--- 70 -- β)(τ-- . (Ζ2Ζτε- α-Ἐβ -ν. () 


᾿Επειδὴ δύο τῶν παραγόντων τῆς ὑπορίζου ποσότητος, οἱ τ 
καὶ τ-- α εἶναι ἀμετάβλητοι, ἐνῷ τὸ ἄθροισμα τῶν δύο ἄλλων 
μεταβλητῶν παραγόντων εἶναι σταθερόν, τὸ γινόμενον (1) καθί- 
σταται, ὡς γνωστόν, μέγιστον ὅταν οἱ δεύτεροι οὗτοι παράγοντες 
ἀποβοῦν ἴσοι 

τ--β-ετ- γ. 

Τὸ μέγιστον δηλ. τρίγωνον ἐκ τῶν θεωρουμένων εἶναι τὸ ἰσο- 
σκελές. 

Πρόβλημα 696 


1677. Ἔχ τῶν τριγώνων τῶν ἐχόντων τὸ αὐτὸ ἐμβαδόν, ποῖον τὸ 
ἐλαχίστης περιμέτρου ; 

"Ἔστω Α τυχὸν τρίγωνον καὶ Β, Γ δύο ἄλλα ἰσόπλευρα, ἐκ 
τῶν ὁποίων τὸ πρῶτον ἰσοπεριμετρικὸν πρὸς τὸ Α καὶ τὸ δεύτε- 
ρον ἰσοδύναμον πρὸς αὐτό. Ἔστω δὲ 2τ ἡ κοινὴ περίμετρος τῶν 
Α καὶ Β καὶ 2τ’ ἡ περίμετρος τοῦ τριγώνου Γ. 

Ἔκ τῶν δύο ἰσοπεριμετρικῶν τριγώνων Α καὶ Β, τὸ ἰσόπλευ- 
ρον Β θὰ εἶναι τὸ μεταλότερον. ᾿Επομένως 


(Γ) ξξΞ (Α) « (8) 
καὶ 2τ᾿ « 2τ, 
ἀφοῦ τὰ Γ καὶ Β εἶναι ἰσόπλευρα τρίγωνα. “Ἔχει κατὰ ἀκολου- 
θίαν τὸ ἰσόπλευρον καὶ ἰσοδύναμον πρὸς τὸ Α τρίγωνον Γ περί- 
μετρον μικροτέραν τῆς περιμέτρου τοῦ ἰσοπλεύρου τριγώνου Β καὶ 
ἰσοπεριμετρικοῦ πρὸς τὸ Α. Δηλαδή: 
“Ἔκ τῶν τριγώνων τῆς αὐτῆς ἐπιφανείας, τὸ ἔχον τὴν ἐλαχίστην περίμε- 
τρον εἶναι τὸ ἰσόπλευρον. 
πρόβλημα 697 
1678. "Ἔχ τῶν τριγώνων τῶν ἐχόντων τὴν αὐτὴν περίμετρον, ποῖον 
τὸ μέγιστον ; 
ἴη ᾿Απόδειξις. "Ἔστωσαν χ, ν, Σ αἱ μεταβληταὶ πλευραί, 2τ ἡ 
σταθερὰ περίμετρος καὶ Ε τὸ ἐμβαδόν. ᾿Επειδὴ 
Ε -- Υγτττ -- χ) (τ --- νυν) (τ-- 2) 
καὶ (τ-- χ)-Ἐί(τ - τ) -Ἐ(τ- 2) ξξτ, τὸ μέγιστον τῆς ποσότητος Ε 
λαμβάνεται διὰ 
2τ 


τ-- χετ-- ντ-οτ-- ἢ διὰ χτ-εν --.κ--ἔἾἼ ----, 


3 
δηλ. διὰ τὸ ἰσόπλευρον τρίγωνον. 


θα ᾿Απόδειξις. Ὑποθέσωμεν πρὸς στιγμὴν τὴν πλευρὰν χ ἀμε- 
τάβλητον. Τὸ ἄθροισμα τῶν δύο ἄλλων πλευρῶν γ-Ἐ 2 θὰ ἦτο 
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τότε ἀμετάβλητον, ἀφοῦ θὰ ἦτο ἴσον πρὸς 2: --ν, καὶ κατὰ τὴν 
8 1676 τὸ μέγιστον ἐκ τῶν τριγώνων τούτων θὰ ἦτο ἰσοσκελὲς 
Δ ΞΞ 2. 
᾿Εᾶν ὅμως ἡ πλευρὰ χ εἶχεν διάφορον μῆκος τῆς ν, τὸ τελευ- 
ταῖον τοῦτο τρίγωνον Ε΄ δὲν θὰ ἧτο τὸ μέγιστον' ἐπειδὴ τὸ ἰσο- 
σκελὲς τρίγωνον ποὺ θὰ εἶχε τὴν πλευρὰν γχ ἀμετάβλητον καὶ τὰς 


εἴ ᾿: ΄“ θὰ ἦτο μεγαλύτερον τοῦ Ε΄. 


Ἑ ππομένως β ἜΣ ππέεθ θη 
Πρόβλημα δ97--Ἰ 


1679. Νὰ ἀχϑῇ τέμνουσα ΒΓ τῶν πλευρῶν γωνίας ΧΟΥ͂, παράλλη- 
λὸος πρὸς δοθεῖσαν διεύϑυνσιν ΜΝ καὶ 
τοιαύτη, ὥστε τὸ τρίγωνον ΑΒΙ", ὅπου 
ἃ δοθὲν σημεῖον, νὰ ἔχῃ τὸ μέγιστον 
ἐμβαδόν. 


Ἔστω ΑΒΓ τὸ ζητούμενον τρί- 
γωνον καὶ ΕΑΖ ἡ διὰ τῆς κορυφῆς 
Α παράλληλος πρὸς τὴν ΒΓ καὶ τέ- 
μνουσα τῶν πλευρῶν τῆς γωνίας. 

Τὰ τρίγωνα μὲ βάσιν ΒΓ καὶ τὰς 
κορυφάς τῶν ἐπὶ τῆς παραλλήλου 
ταύτης εἶναι πάντα ἰσοδύναμα. ᾿Αφ᾽ 
ἑτέρου, τὸ μέγιστον ἐγγεγραμμένον 
παραλληλόγραμμον ΟΒΔΓ εἶναι τὸ 
ἔχον κορυφὰς Β, Δ, Γ τὰ μέσα τῶν πλευρῶν τοῦ τριγώνου ΕΟΖ 
(8 360): τὸ δὲ τρίγωνον ΓΒΔ, ἢ τὸ ἰσοδύναμόν του ΑΒΓ, θὰ εἶναι 
τὸ ἥμισυ τοῦ παραλληλογράμμου τούτου. 

Εἶναι ἑπομένως τὸ μέγιστον τρίγωνον ΑΒΓ τὸ ἔχον ὡς κορυ- 
φὰς Β, Γ τὰ μέσα τῶν ΟΕ, ΟΖ (5). 


πρόβλημα 597 --1] 


δύο ἄλλας ἴσας πρὸς 


1680. Ἔκ σημείου Ο ἐπὶ τῆς βάσεως ΑΡ τριγώνου ΑΒΓ φέρομεν 
καϑέτους ΟΜ, ΟΝ ἐπὶ τὰς ἄλλας πλευράς. Διὰ ποίαν θέσιν τοῦ σηιιείου 
Ο τὸ τρίγωνον ΟΜΝ ἀποβαίνει τὸ μέγιστον ; 


8. Σην. μετ. Τὴν ἀνωτέρω ἀπόδειξιν κρίνομεν ἀτολῇ πως. Δπλοὺ- 
στάρα λύσις. ἄν καὶ ὀλιγώτερον χκομψή, θὰ ἦτο ἴσως ἢ ἀπομένη: 

Ἔστω υ τὸ ἂχ τοῦ Ὁ ὕφος τοῦ τριγώνου ΟΕ Ζ, τ τὸ μῆκος τῆς ΒΓ 
χα χ ἡ απόστανις τοῦ α ἀπ᾽ αὑτῆς. ᾿Επειδὴ 


Ν Ὁ τ'χ 


χαὶ Ε ΞΞἭ (ἀβ1) ΞξΞ ΞΕ χ .(υ -- χ).Κ, (Κκ σταθερὸν) 


ΥΧ 
.) 


εἶνα: φανερὸν ὅτι τὸ μέγιστον τοῦ ἐμδαδοῦ Εἰ λαμδάνεται διὰ 


ὑ-- χ͵Ξεχ ἢ χες. Εἶναι δηλ. τὰ Β καὶ Γ μέσα τῶν ΟΕ καὶ ΟΖ. 
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1) Διὰ ΟΞΞΑ ἢ Γ, τὸ ἐμβαδὸν τοῦ τριγώνου τούτου μηδενίζε- 
ται. Θὰ ὑπάρχῃ λοιπὸν μία ἐνδιάμεσος θέσις τοῦ Ο διὰ 
τὴν ὁποίαν τὸ ἐμβαδὸν γίνεται μέγι- 
στον (595). 

2) Ἢ γωνία ΜΟΝ εἶναι σταθερά, 
ὡς παραπληρωματικὴ τῆς γωνίας Β, 
τὰ δὲ τρίγωνα μὲ οταθερὰν μίαν τῶν 
γωνιῶν τῶν μεταβάλλονται ἀναλόγως 
τοῦ γινομένου τῶν περιεχουσῶν τὴν 
γωνίαν ταύτην πλευρῶν αὑτῶν. ᾿Αρκεῖ 
λοιπὸν νὰ σπουδάσωμεν τὰς μεταβο- 
λὰς τοῦ γινομένου ΟΜ.ΟΝ. 

3) Ἂς ἐκφράσωμεν τὰ μήκη ΟΜ, 


ΟΝ συναρτήσε! γνωστῶν ἄλλων μηκῶν λ ὺ Τ' 
καὶ τῶν ΟΑ, ΟΓ. '᾿Εὰν φέρωμεν τὰ 
ὕψη ΓδΔίτεμ καὶ ΑΕ ΄--Ξν τοῦ δοθέντος Σχ. 1064, 


τριγώνου, παρατηροῦμεν ὅτι θὰ ἔχωμεν 
τὰς σχέσεις: 


ΟΜ ΑΘ μ 
-- --«..--, ΟΜ- - .ΑΟ, 
μ β β 
ΟΝ ΓΟ ν 
ἜΞΕΞ, ὅβαο ϑασαν ἢ ΟΝ--Ξ --- ΓΟ 
ν β β 
καὶ ΟΜ.ΟΝ -- ὅτ -ΑΟ.. ΓΟ. 


Εἶναι λοιπὸν τὸ γινόμενον ΟΜ..ΟΝ ἀνάλογον τοῦ ΑΟ.ΓΟ. 
καὶ ἐπειδὴ ΑΟ -ἘΓΟ --β --- σταθερὸν μῆκος, τὸ μέγιστον τοῦ τε- 
λευταίου γινομένου, ἄρα καὶ τοῦ ΟΜ. ΟΝ, λαμβάνεται διὰ θέσιν 
τοῦ Ο συμπίπτουσαν πρὸς τὸ μέσον τῆς πλευρᾶς ΑΓ (8 343). 


Παροατηρήσεις. 1 Τὸ ἀνωτέρω πρόβλημα εἶναι συμπληρωματι- 
κὸν τοῦ τῆς 58 1625. 

2) Φθάνομεν ταχύτερον εἰς τὸ αὐτὸ ἀποτέλεσμα δι᾽ ἐφαρμο- 
γῆς μιᾶς τῶν γνωστῶν ἀρχῶν (Μέϑοδοι, 8 346, πέμπτη ἀρχή). 


Πρόβλημα 597--111 


΄ς- 
, 1681. ᾿Ἐὰν ἢ σταϑερὰ γωνία ΜΟΝ -Ξ- 1809-- Β στρέφεται περὶ τυ- 
χὺν σημεῖον Ο τῆς ΑΓ (σχ. 1084), διὰ ποίαν ϑέσιν αὐτῆς τὸ τρίγωνον 
γίνεται ἐλάχιστον ; 


Διὰ ΟΜ, ΟΝ καθέτους ἐπὶ τὰς ΒΑ, ΒΓ. ᾿Επειδὴ διὰ τυχοῦσαν 
ἄλλην θέσιν ΛΟ Ν΄ τῆς γωνίας, θὰ εἶναι 


πλαγία ΟΜ καθέτου ΟΜ 
καὶ ΟΝ» ΟΝ. 
Πρόβλημα 697--}}Κ 
1682. Ἔκ σημείον Ο ἐπὶ τῆς βάσεως τριγώνου τυχόντος͵ φέρομεν 
παραλλήλους ΟΜ, ΟΝ, πρὸς δοθείσας διευϑύνσεις καὶ περατουμένας εἰς 


ὅὃ0. Σημ. μετ. Ἔκ γὙεωμετρικῆς ἐποπτείας. Βλ. καὶ σελ. 188 Σημ. 
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τὰς πλευρὰς τοῦ τριγώνον. Διὰ ποίαν ϑέσιν τοῦ Ο τὸ τρίγωνον ΜΟΝ 
γίνεται μέγιστον ; 


Διὰ τὸ μέσον Ο τῆς βάσεως. 
Πρόβλημα δ97--Κ 


1682 α. Νὰ ἀχϑῇ τέμνουσα ΒΓ τῶν πλευρῶν γωνίας ΧΑΥ͂ εἰς τρού- 
πον, ὥστε τὸ τρίγωνον ΑΒΓ νὰ ἔχῃ δοϑὲν ἐμβαδὸν 15 ἡ δὲ εὐθεῖα 
ΒΓ νὰ εἶναι ἣ ἐλαχίστη. 

"Τὸ τρίγωνον ΑΒΓ πρέπει νὰ εἶναι ἰσοσκελές. 

ΓἼἜστω, πράγματι, τυχὸν ἄλλο τρίγωνον ΜΑΝ ἔχον τὴν αὐτὴν 
ἐπιφάνειαν Κι᾿ ἀλλὰ μὲ ἀνίσους πλευρὰς ΑΜ, ΑΝ. Θὰ ἔχωμεν 

ΒΓ’ Ξε β᾿ γ᾽ --δβγσυνὰ (β:-:) 
ΜΝ8ρῬ-- μ᾽ -τν᾿ --2μινσυνᾷ. (μ ΞΞἅμ, ν-Ξ ΑΝ) 
4 

᾿Επειδὴ βγ-εμν -Ξ ΞΕ γῷ ἡ διαφορὰ ΒΓἪ-- ΜΝΞ θὰ εἶναι ἴση 
πρὸς τὴν διαφορὰν τῶν ἀθροισμάτων β5 -Ἐ γ'" καὶ μϑ -Ἐ ν᾽". Εἶναι 
δὲ τὸ πρῶτον ἄθροισμα μικρότερον τοῦ δευτέρου, συμφώνως πρὸς 
τὴν τετάρτην ἀρχὴν τῆς 8 346. Ἑπομένως 


ΒΓ «ΜΝ. 
πρόβλημα δ97 .- ] 


1682 β. Νὰ διαιρεϑῇ τρίγωνον ΑΒΓ εἰς δύο μέρη ἰσοδύναμα διὰ 
τῆς βραχυτέρας εὐθείας. 

“Ἔστω (ΑΒΓ[ -Ξ2ικ" καὶ ΑΜΝ, ΑΔΕ δύο τρίγωνα μὲ τὸ ἐμβα- 
δὸν ἱ' ἕκαστον ἀλλ’ ἐκ τῶν ὁποίων 
τὸ πρῶτον εἶναι ἰσοσκελές. Λέγω 
ὅτι ἡ βάσις ΜΝ τοῦ πρώτου τριγώ- 
νου εἶναι ἡ ζητουμένη εὐθεῖα. 

Ἂς θέσωμεν, πράγματι, ΑΜ Ξε μ, 
ΑΝ -Ξν-τεμ, ΑΔ--δ, ΑΕξξε. Θὰ 
ἔχωμεν, ὡς καὶ προηγουμένως : 


ΜΙΝ - μ -ἰἰἶν" --2μνσυνὰ (1) 
ΔΕΞ3 -Ξ δ᾽ --ο" --2δεσυνα (2) 
ὅπου καὶ πάλιν μν -Ξ δε. ᾿Επειδὴ δὲ 
μ᾽ Ἔν" ζ δ' ε΄ (5. 346) 


θὰ εἶναι καὶ ΜΝ «ΔΕ. 
Διὰ τὸν ὑπολογισμὸν τῶν πλευρῶν τοῦ ἰσοσκελοῦς τριγώνου 
ΑΜΝ, παρατηροῦμεν ὅτι 


ΑΜ.ΑΝΊηΒΜΑ ἰδ Ξ 2Χχ3 
2 ᾿ μὰ 


καὶ 


δηλ. ΜΝ τ τ “ -- ἀκ’ ἐφ (:) (1) 


841 


1682 γ. Παρατήρησις. Εἰς ἑκάστην γωνίαν τοῦ τριγώνου ἀντιστοι- 
χεῖ καὶ μία ἐλαχίστη, ὡς ἀνωτέρω, εὐθεῖα: ἡ μικροτέρα δὲ αὐτῶν 
ἀντιστοιχεῖ εἰς τὴν μικροτέραν γωνίαν, ὡς προκύπτει ἀμέσως ἐκ 
τῆς σχέσεως (1). 

1682 ὃ. Σημείωσις. Τὸ ἀνωτέρω ζήτημα εὑρίσκεται εἰς τὸν 
τόμον τῆς ᾿Αλγέβρας τοῦ Ι,μδὐτοπέ, σ. 181’ ἀναφέρεται ἐπίσης καὶ 
εἰς ]1πἰ. ἃ. Μαΐῃ., 1902, σ. 33, πὸ 2275 (Ματρπν). 


Προόβλημα 698 


1688. ᾿Ἔκ τῶν ὀρϑογωνίων τῶν ἐχόντων τὴν αὐτὴν περίμετρον, ποῖον 
τὸ μεγίστης ἐπιφανείας ; 


(Μέϑοδοι, 8 343). 
πρόβλημα 699 


1684. Ἔκ τῶν ὀρϑογωνίων τῶν ἐχόντων τὴν αὐτὴν ἐπιφάνειαν, ποῖον 
τὸ ἐλαχίστης περιμέτρου ; 
(Μέϑοδοι, 8. 344). 
Πρόβλημα ΘῸῸ 


1686. Ἔκ τῶν ὀρϑογωνίων τῶν ὁποίων τὸ ἄϑροισμα τῶν τετραγώ- 
νων τῶν διαστάσεων εἶναι σταϑερόν, ποῖον τὸ μεγίστης ἐπιφανείας ; 


(Μέϑοδοι, ἃ 345). 
πρόβλημα 601 


1686. Ἔκ τῶν ὀρϑογωνίων τῶν ἐχόντων τὴν αὐτὴν ἐπιφάνειαν, ποῖον 
τὸ ἔχον ἐλάχιστον ἄϑροισμα τετραγώνων τῶν διαστάσεων αὑτοῦ ; 


(Μέϑοδοι, 8. 346). 
Πρόβλημα 60:-- 


1687. Εὐϑεῖα ΑΓ, μήκους α, διαιρεῖται εἷς δύο τμήματα καὶ ἐπὶ 
ἑκάστου αὐτῶν χατασκευάζομεν τετράγωνα. Νὰ 
σπουδασϑοῦν αἱ μεταβολαὶ τοῦ ἀθροίσματος “2 
τῶν τετραγώνων τούτων. 


Ἔστω ΑΒ --:χ, ΒΓ --Ξν, χ τ ξεα. 
Θὰ ἔχωμεν 
α᾽ -Ἤ᾽ χ᾽ Ἤν" ἘΖχαν, χ᾽ Ξε χ"ῦ -- γ᾽ ΞΞ α' -- 2χγ. 


Τὸ μέγιστον συνεπῶς τοῦ ἀθροίσματος γ 
ἀντιστοιχεῖ εἰς τὸ ἐλάχιστον τοῦ γινομένου 
τΥ, δηλ. διὰ χ ἢ ν ἴσον πρὸς τὸ μηδὲν καὶ 
θὰ εἶναι ἴσον πρὸς αϑ. Τὸ ἐλάχιστον τοῦ 
ἰδίου ἀθροίσματος ἀντιστοιχεῖ εἰς τὸ μέγι- 
στον τοῦ γινομένου κν' τοῦτο δὲ λαμβάνε- 
ται ὅὃι 


χες τε -ξ. (5 343) 

α3 

π᾿ 

Κατὰ ταῦτα, ὅταν τὸ σημεῖον διαιρέσεως Β εὑρίσκεται εἰς τὸ 


“Ὥστε ΔΧ (χ᾽ - ν᾽) -- α' -- Ξ- -- 
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μέσον τῆς εὐθείας ΑΓ, τὸ ἄθροισμα .3 γίνεται ἐλάχιστον καὶ ἴσον 
:] 

πρὸς Ξ- ᾿Απὸ τῆς θέσεως αὐτῆς καὶ ὕστερον αὐξάνει καὶ διὰ 

ΒΞΞΓ ἢ.Α λαμβάνει τὴν μεγίστην αὐτοῦ τιμὴν αἍ. 

Παρατηρήσεις. 1) Ἐϊς τὴν περίπτωσιν καθ᾽ ἣν τὸ σημεῖον διαι- 

ρέσεως Β εὑρίσκεται ἐκτὸς τοῦ τμήματος ΑΓ, θὰ εἴχομεν 
αϑ οι χἢ τ γ᾽ πο όχν, 
,.Ὁ --- κΆ 55 γῦΞΞ α Β" 2χυύ, 
καὶ τὸ ἄθροισμα »" θὰ ηὔξανεν εἰς ἄπειρον μετὰ τῶν χ καὶ ν. 

2) Φθάνομεν ταχύτερον εἰς τὸν προσδιορισμὸν τοῦ ἐλαχίστον 
τοῦ ἀθροίσματος δύο τετραγώνων, στηριζόμενοι ἐπὶ τῆς ἑπομένης 
γνωστῆς ἀρχῆς : Τὸ ἐλάχιστον τοῦ ἀϑροίσματος δύο τετραγώνων, τῶν 
ὑποίων τὸ ἄϑροισμα τῶν πλευρῶν εἶναι σταϑεοόν, λαμβάνεται διὰ τετοά- 
γωνα ἴσα. 

"Ἔστωσαν, ἄλλωστε, κα τῷ το, Υ ΟΡ: -- ,χ, αἱ πλευραὶ τῶν 
δύο τετραγώνων’ τὸ ἄθροισμα τῶν τετραγώνων τῶν εἶναι 


α3 
κ᾿ Ἐγ᾽π2 (5 Ὁ.) » 
καὶ τὸ ἐλάχιστον αὐτοῦ ἀντιστοιχεῖ εἰς χ -- Ο δηλ. διὰ χ-οιν -. -- 
Πρόβλημα 6Ὸ2 


1688. Ποῖον τὸ μέγιστον ἐκ τῶν ἐγγεγραμμένων εἰς δοϑὲν ὀρϑογώ- 
νιον παραλληλογράμμων καὶ ἐχόντων 
τὰς πλευρὰς παραλλήλους πρὸς τὰς 
διαγωνίους αὐτοῦ ; 


᾿Αρκεῖ νὰ θεωρήσωμεν τὸ τέταρ- 
τον ΟΙΛΚ τοῦ τυχόντος ἐξ αὐτῶν. 
Κατὰ τὰς 88 349 καὶ 351, τὸ μέ- 
γιστον τοῦ μερικοῦ τούτου πα- 
ραλληλογράμμου λαμβάνεται διὰ 
ΛΞΞΖΞΞμέσον τῆς πλευρᾶς ΑΒ. 
ΕἸνδι λοιπὸν τὸ με Ύ στὸν; ἐκ τῶν 

αφομένων παραλληλογράμμων 
εἰς τὸ ὀρθογώνιον ΑΒΓΔ, ὁ τ ίδος ἘΖΘΗ. τυ 


Πρόβλημα 608 


1689. Νὰ κατασκενασϑῇ τὸ μέγι- 
στον ὀρθογώνιον ἐκ τῶν ἐχόντων δεδο- 
μένον ἄϑροισμα τριῶν πλευρῶν. 


Ἔστω ΑΒΓΔ τὸ ὀρθογώνιον 


Ζ ἱπππσοσσστος -Ὲ τοῦτο καὶ 
Σχ. 1087, 
ΔΑ-Έ ΑΒ -ἘΒΓ-Ξ- ΜΝ -Ξλ. 
Διπλασιάζοντες τὸ ὀρθογώνιον κατὰ τὸ ΑΒΕΖ, παρατηροῦ- 
μεν ὅτι 2(ΑΒ -[ ΒΕ) -Ξ 2λ 


ἢ ΑΒ-ἘΒΕ --λ. 
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᾿Αγόμεθα οὕτω εἰς τὴν κατασκευὴν τοῦ μεγίστου ὀρθογωνίου 
ΑΒΕΖ ἐκ τῶν ἐχόντων ἄθροισμα δύο διαδοχικῶν πλευρῶν ὡρισμέ- 
νον" γνωρίζομεν δὲ ὅτι τοῦτο εἶναι τὸ τετράγωνον μὲ πλευρὰν 


λ 
ΑΒ -- ΒΕ -- -Ξ 
'Επομένως, τὸ ζητούμενον ὀρθογώνιον εἶναι ἐκεῖνο δι᾽ ὅ: 
λ ᾿ ΒΕ ἃ 
ΑΒ -Ξ - καὶ ΒΓξαδ:---: 
᾿] 
Ἢ ἐπιφάνειά του εἶναι ἴση πρὸς ΩΝ τ - ΩΝ .- 


Παρατήρησις. 1) ᾿ἘἯἶάἅ ἅν θέσωμεν ΒΓ --α καὶ ΑΒ ξελ -- 2χ, τὸ ἐμ- 
βαδὸν τοῦ ὀρθογωνίου εἶναι Ε Ξε χ (λ ----2 κ) καὶ τὸ μέγιστον αὐ- 


τοῦ λαμβάνεται διὰ χα -Ξ τ . Ἐπομένως 


λ λ λ3 
πιαχ. τ α΄ (λ-- π΄) Ξ τ΄ 
2) ᾽Εκ τῆς λύσεως τοῦ ἀνωτέρω προβλήματος ἀγόμεθα εἰς τὴν 
λύσιν καὶ τοῦ ἑπομένου. 


Προόβλημα 604 


1690. ᾿Ἐπὶ τῆς περιμέτρου δοϑέντος ὀρθογωνίον ΑΒΓΔ καὶ ἀπὸ τῶν 
κορυφῶν του ἀρχόμενοι, λαμβάνομεν 
τμήματα ΑἘ -- ΒΖΞ ΓΘ ---ΔΗ Ξ- κα, Β 
κατὰ τὴν αὐτὴν φορὰν διαγραφῆς τῆς Κὶ 
περιμέτρον. Διὰ ποίαν τιμὴν τοῦ μήχους 
χ τὸ ἐγγεγραμμένον παραλληλόγραμμον 
ΕΗΘΖ γίνεται ἐλάχιστον ; 


Τὸ ἐλάχιστον τοῦ ἐγγεγραμμένου 
παραλληλογράμμου λαμβάνεται ὅ- 4 
ταν τὸ ἄθροισμα τῶν τεσσάρων τρι- Ἐπ ΞΞΞΞΙϑξβεβέξεδξεις: 
γώνων τοῦ σχήματος εἶναι μέγιστον. Σχ. 1088. 

Τὰ δύο ἴσα τρίγωνα ἘΒΖ, ΘΔΗ 
ἔχουν ἄθροισμα ἐμβαδῶν χᾷα -- κ) τὰ δὲ δύο ἄλλα χΑ(β -«-- χ). 
Αγόμεθα ἑπομένως εἰς τὴν σπουδὴν τῶν μεταβολῶν τῆς συναρ- 
τήσεως 

γξξεί(α -Ἐβ --2χ)κ 
ἢ τῆς Σ ΞΞ (α-Ἐβ -- 2 κ) (2 χ). 

᾿Επειδὴ (α -Ἐβ ---2 χ) - (2 κ) ΞξΞ α -Ἐ β ΞΞ σταθερὸν μῆκος, τό μέ- 

γίστον τῆς ποσότητος 2 λαμβάνεται διὰ α-“ἘΒ --2ιΞε2χ, δηλ. 


διὰ χ εξ Ξ 
6 Χ. ε--(α-Ἐρ-- 2(5:Ἐ}} (Ξ:) - ἐπ ΤῈΣ 


καὶ ἑπομένως 
ταὶ. (ΕΘ 7) -- ([ΑΒΓΔ]--- 2 ΞΞ αβ -- (στ ΒΡ - 558 - (6 - δ» . 


., 
τῷ 


«- πΠέΠππέΕοπέΕοσέἔἘΠΠ τ πα αν. ἢν 


, ὁπότε 


Γεωμετρία δά 
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1690 α. Διερεύνησις. ΟὟ πάρχουν τρεῖς περιπτώσεις πρὸς ἐξέτασιν: 
α 
᾿ “ΕΒ «Κα. 


Αἱ τέσσαρες κορυφαὶ τοῦ ἐγγεραμμένου ἐλαχίστου παραλλη- 
λογράμμου εὑρίσκονται, ἀνὰ μία, μεταξὺ διαδοχικῶν κορυφῶν 
τοῦ ὀρθογωνίου 


2) στθς ρ ἢ 3β--α. 


Σχ, Ἰῦθ0. 


Δύο τῶν κορυφῶν τοῦ ἐλαχίστου παρσλληλουραβηθυ ἐσ δπι: 
πτοὺυν πρὸς δύο ἀπέναντι κορυφὰς τοῦ- ὀρθογωνίου (ΣΧ. 1089). 


3) “ΕΒ, » 8. 

᾿Απὸ γεωμετρικῆς ἀπόψεως, τὸ ἐλάχιστον λαμβάνεται πάλιν διὰ 
χΞΑΕ-ΞΓΘ--β. (Σχ. 1090) 
Πρόβλημα 604--Ἰ 


1691. Δίδονται εὐθεῖα ΑΓ, ϑέσει καὶ μεγέϑει, ὡς καὶ σημεῖαν Β. 
Ἔκ τοῦ Β φέρομεν τέμνουσαν 
τυχοῦσαν τῆς εὐθείας καὶ ἐκ 
τῶν Α,ΙΓ τὰς καϑέτους ΑΔ, 
ΓῈ ἐπ’ αὐτήν. 

Ποῖον τὸ μέγιστον ἐκ τῶν 
οὕτω σχηματιζομένων τρα- 
πεζίων ; 

"Ἔστω ΔΕ τυχοῦσα τέ- 
μνουσα καὶ ΟΗ ἡ ἐκ τοῦ 
μέσου Ο τῆς ΑΓ κάθετος 
ἐπ᾿ αὐτήν. Ἧ εὐθεῖα ΟΥ 
θὰ εἶναι ἼΠε6η βάσις τοῦ 
τραπεζίου ΓΕΔΑ καὶ ἂν ἐκ 
τοῦ σημείου Η φέρωμεν τ 
κάθετον ΗΛ ἐπὶ τὴν ΑΓ 
τὸ ἐμβαδὸν τοῦ τραπεζίου θὰ εἶναι (8 1566). 


ΟΗ. ΔΕ ΑΓ.ΛΗ, 
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ὡς ἀμέσως προκύπτει ἐκ τῶν ὁμοίων ὀρθογωνίων τριγώνων ΟΗΛ, 
ΑΓΡ’ καὶ τῆς ἀναλογίας 


ΟἩ ΑΓ 
ΗΛ" ΔΕ’ 


᾿Επειδὴ ἡ εὐθεῖα ΑΓ εἶναι σταθερά, αἱ μεταβολαὶ τοῦ ἐμβα- 
δοῦ τοῦ τραπεζίου ἐξαρτῶνται ἐξ ἐκείνων τοῦ μήκους ΗΛ. ᾿Αλλὰ 
τὸ σημεῖον Η ἀνήκει προφανῶς εἰς τὴν περιφέρειαν μὲ διάμετρον 
ΟΒ' εἶναι ἑπομένως τὸ μέγιστον τῆς ΠΛ ἴσον πρὸς τὸ μῆκος τῆς 
καθέτου ΖΕ, τῆς διερχομένης διὰ τοῦ κέντρου Σ τῆς περιφε- 
εἰας : 
᾿ Τὸ σημεῖον Β εἶναι ὡρισμένον θέσει' ἄρα εἶναι ὡρισμένη καὶ 
ἡ ἀπόστασις ΒΝ -Ξ β, ὡς καὶ ἡ διάμετρος ΟΒ -Ξ α’ καὶ ἐπειδὴ 


ΜΣΡΈΣΡΈΣΜ-- " .-- 5:Ὲ} 


ἕπεται ὅτι τὸ ἐμβαδὸν τοῦ μεγίστου τραπεζίου ΑΖΘΓ θὰ εἶναι 


ἴσον πρὸς 
(α πα β) 5 δ, 
ὅπου 2ὃ τὸ μῆκος τῆς εὐθείας ΑΓ. 


ΠῺαρατήρησις. Ἐϊς τὴν κάθετον ῬΜ΄ ἀντιστοιχεῖ ἕν δεύτερον μέ- 
γιστον᾽ ἡ ΒΜ΄ τέμνει τὴν εὐθεῖαν ΑΓ μεταξὺ Α καὶ Γ καὶ τὸ τρα- 
πέζιον ἀντικαθίσταται ὑπὸ τῆς διαφορᾶς τῶν τριγώνων ΑΚ Ζ΄ καὶ 
Γν Θ΄. Ἡ διαφορὰ αὕτη εἶναι ἴση πρὸς 


ΑΓ.ΡΜ’-- 28 (5355) --5«- ρ) 


Δυνάμεθα νὰ θέσωμεν καὶ τὸ ἑπόμενον πρόβλημα: 

Διὰ σημδίσυ Β περιφερείας δοϑείσης φέρομεν τυχοῦσαν χορδήν, ὡς καὶ 
καϑέτσυς ἐπ᾿ αὐτὴν ἐκ τῶν ἄκρων σταϑερᾶς διαμέτρου ἈΓ. Διὰ ποίαν ϑέ- 
σιν τῆς χορδῆς ἡ διαφορὰ τῶν σχηματιξζομένων τριγώνων εἶναι μεγίστη ; 


Πρόβλημα ΘῸΒ 


1692. Ἑὶϊς ὀρϑογώνιον ΑΒΓΔ νὰ περιγραφῇ τὸ μέγιστον ὀρϑογώνιον 
χαὶ νὰ εὑρεϑῇ τὸ ἐμβαδόν αὐτοῦ συναρτή- 
σει τῶν πλευρῶν τοῦ δοϑέντος ὀρϑογωνίου. 


Τὸ πρόβλημα τοῦτο ἀνάγεται εἰς 
τὸ προηγούμενον (8 1691). 

᾿Επὶ τῆς ΟΒ ὡς διαμέτρου γράφο- 
εν περιφέρειαν καὶ μὰς ΛΩΝ κάθετον 
ΜΔΑΝ ἐπὶ τὴν ΑΓ, ὡς καὶ τὰς καθέτους 
ΑΕ, ΓΖ ἐπὶ τὴν εὐθεῖαν ΒΝ. Ἢ εὐθεῖα 
ΕΒΘΗΖ εἶναι ἡ μία τῶν πλευρῶν τοῦ 
ζητουμένου ὀρθογωνίου. 

Πράγματι, τὸ τραπέζιον ΑἙ ΖΓ εἶναι 
κατὰ τὰ προηγούμενα μέγιστον καὶ 
μετὰ τοῦ οσυμμετρικοῦ αὐτοῦ ΑΗΘΓ, 
πρὸς τὸ κέντρον Ο τοῦ δοθέντος ὀρ- 
θογωγίου, συναποτελοῦν ἕν ὀρθογώ- 
νιον περιγεγραμμένον εἰς τὸ ΑΒΓΔ 


καὶ μεγίστου ἐμβαδοῦ. 


ἐξ ἧς ΟΗ .ΔΕ ΞΕ ΑΓ.ΗΛ. 
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᾽Εὰν α, β εἶναι αἱ πλευραὶ τοῦ ἀρχικοῦ ὀρθογωνίου, θὰ ἔχωμεν 


ΑΓ ΟΥ̓ αΡΞ Β"--ῦ, ΒΛ -- Ὁ 
; αβ 
καὶ (ΑΒΓΔ) -Ξ αβ ΞΕἑΒΡ .ὃ, ΒΡεΞς--. 
᾿Αφ᾽ ἑτέρου, εἶναι 
ΒΕ .ς ΒΡ .ς αβ ὃ 
ΜΝΞΞΜΛ-ἬἪἬΛΝ -Ξ- Ξ-5Ξ Ἕ ΛΒ σε τ᾽ 


Καὶ ἐπειδὴ (ΔΕΖΓ)ΞΞ ΑΓ. ΜΝ καὶ (ΕΖΘΗ) ΞΞ 2(ΑΕ ΖΓῚ, ἔπεται 
(ΕΖΘΗ) --25.(5:ξ.-- -)--Ξ 5 -Ἐ5΄- πον 


᾿Αντιστρόφως. Μία ὀρϑὴ γωνία ΒΑΔ (σχ. 1092) στρέφεται περὶ τὴν 
σταϑερὰν κορυφήν της Α,, ἔστωσαν δὲ Β, Δ αἱ τομαὶ τῶν πλευρῶν της καὶ 
δύο σταϑερῶν παραλλήλων εὐθειῶν ΕΖ καὶ ΗΘ. Διὰ ποίαν ϑέσιν τῆς γω- 
νέας τὸ ὀρϑογώγιον τρίγωνον ΒΑΔ γίνεται ἐλάχιστον ; 


"Ἔστω ΑΕῊ ἡ κάθετος ἐπὶ τὰς παραλλήλους. Θὰ πρέπει νὰ 
λάβωμεν ΕΒ ΞΞΕΑ, ὁπάτε καὶ ΗΔ :-Ξ ΗΑ. 


Σχήματα ἐγγεγραμμένα ἢ σεριγεγοαμμένα εἰς περιφέρειαν 


Πρόβλημα 606 
1693. Νὰ ἐγγραφῇ εἰς κύκλον τὸ μέγιστον ὀρϑογώνιον. 


1 Ἡ κατασκευὴ γίνεται δι’ ἐφαρμογῆς τῆς τρίτης ἀρχῆς (δ 345). 

2) Διὰ τῆς ἐφαπτομένης (8 350), ἀγόμεθα εἰς πολὺ ἀπλῆν κα- 
τασκευήν. 

3) Καὶ ἡ ἀπ᾽ εὐθείας σπουδὴ εὐκόλως διεξάγεται. 


Πρόβλημα ΘῸ7 


1694. Εϊς- τὰ ἄκρα Α καὶ Β διαμέτρου ἡμιπεριφερείας φέρομεν τὰς 
ἐφαπτομένας αὐτῆς καὶ ϑεωροῦμεν μίαν μετα- 
βλητὴν τοίτην ἐφαπτομένην ΔΙΓΓ περατουμένην εἰς 
τὰς δύο πρώτας. 

Ποῖον τὸ ἐλάχιστον ἐκ τῶν περιγεγραμμένων 
εἰς τὴν ἡμιπεριφέρειαν τραπεζίων ΑΒΓΔ; 


Ἢ ἀκτὶς εἰς τὸ σημεῖον ἐπαφῆς καὶ αἱ εὐ- 
θεῖαι ΟΓ, ΟΔ διαιροῦν τὸ τραπέζιον εἰς τέο- 
σαρα τρίγωνα ἴσα ἀνὰ δύο' εἶναι ἄρα τὸ 
τρίγωνον ΓΟΔ τὸ ἥμισυ τοῦ τραπὲζίου καὶ 
τὸ ἐμβαδὸν τοῦ τελευταίου ἴσον πρὸς ρ. ΔΓ. 

Γίνεται, ἐπομάνως, τὸ τραπέζιον ἐλάχιστον διὰ τὴν ἐλαχίστην 
ἐφαπτομένην ΓΔ, δηλ. διὰ θέσιν αὐτῆς παράλληλον πρὸς τὴν διά- 
μετρον ΑΒ, ὁπότε τὸ τραπέζιον ἀποβαίνει τὸ ἥμισυ τοῦ περιγε- 
γραμμένου εἰς τὴν περιφέρειαν τετραγώνου. 


Παρατηρήσεις. 1) Συμφῶνως πρὸς μίαν γνωστὴν ἄσκησιν (δ 1566), 


ΣΣ. 4093. 
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διὰ τὸ ἐλάχιστον τῆς ἐφαπτομένης ΓΔ πρέπει καὶ ἀρκεῖ τὸ μῆκος 
ΟΗ νὰ εἶναι ἐλάχιστον, δηλ. ἴσον πρὸς τὴν ἀειῖνα. 

2) ᾿Εκ τῆς σπουδῆς διὰ τὴν ἐλαχίστην ἐπιφάνειαν τοῦ πεοιγεγραμμένου 
τραπεζίου, ἔπείαι εὐκόλως καὶ ἡ εὕρεσις τοῦ ἐλαχίστης περιμέτρον τοῦ 
ἰδίου σχήματος. 

Πράγματι, 


(ΑΒΓΔ -- . (ΑΔ -ΈΔΓ- ΓΒ), (ΑΖΕΒ)-Ξ- ξ. (ΑΖ-Ἐ ΖΕ -ἘΕΒ). 


᾿Αλλ᾽ εἶναι, ὡς ἐδείχθη 
(ΑΖΕΒ) « (ΑΒΓΔ): 


ἄρα περίμετρος (ΑΖ-" ΖΕ - ΕΒ) « περιμέτρου (ΑΔ - ΔΓ - ΓΒ). 
ἰλανάλογα παρα τηροῦμεν καὶ διὰ τὰ ζητήματα τῶν 88 1695, 
, 1707. 


Θεώρημα 607 .--- 


1606. Νὰ σπουδασϑοῦν αἱ μεταβολαὶ τῆς ἐπιφανείας ἑνὸς ἰσοσχε- 
λοῦς τραπεϊζίου περιγεγραμμένου εἰς 
δοϑεῖσαν περιφέρειαν. 


Καὶ τὸ ζήτημα τοῦτο εἰς τὸ προ- 
ἡγούμενον ἀνάγεται. Δυνάμεθα δὲ 
νὰ ἐπιληφθῶμεν αὐτοῦ κατὰ τὸν 
ἑπόμενον πολὺ ἁπλοῦν τρόπον: 

Ἢ διὰ τοῦ κέντρου παράλληλος 
πρὸς τἀς βάσεις ΛΡ εἶναι ἡ μέση 
βάσις τοῦ τραπεζίου" ἑπομένως 


Ε-- (ΑΒΓΔ) -- ΜΝ. ΔΡ. Σχ. 1ὐϑά, 


᾿Επειδὴ ἡ ΛΡ εἶναι ἡ μόνη με- 
ταβλητὴ καὶ τὸ μῆκος αὐτῆς αὐξάνει μετὰ τῆς κλίσεως τῶν μὴ 
παραλλήλων πλευρῶν τοῦ τραπεζίου, εἶναι φανερὸν ὅτι τὸ ἐλάχι- 
στον αὐτοῦ λαμβάνεται διὰ ΛΡ -Ξ-2α, δηλ. ὅταν τὸ τραπέζιον 
ἀποβῇ τετράγωνον. Θὰ εἶναι τότε: 


τλῖτι. ἘΞ Ξε. 4α3. 
Πρόβλημα 6Θ07-- Πα 


1696 α. Νὰ κατασχευνασθῇ περιγράψιμον ἰσυσκελὲς τραπέζιον ἐχ τῆς 
ἀκτῖνος τῆς ἐγγεγραμμένης περιφερείας καὶ τῆς περιμέτρου αὐτοῦ. 
Ἔστω 8: ἡ περίμετρος. Θὰ ἔχωμεν (σχ. 1094) : 


ΛΗΞΑΜ, ΒΗ-Ξ ΒΝ 


ΑΜΈΒΝ ΑΒ -- ὅΞ -  Σι. 


Ἑ πομένως, ΟΛ -- μέση βάσις Ξε τ. 
᾿Αρκεῖ ἑπομένως νὰ ληφθῇ ἡ ΟΛ θη πρὸς τὸ ὄγδοον τῆς πε- 


ριμέτρου καὶ ἐκ τοῦ Λ νὰ ἀχθῇ ἡ ἐφαπτομένη ἐπὶ τὴν περι- 
φέρειαν. 
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Πρόβλημα 607--11] 


,͵ 1606. Ἔκ σημείου Α ἐξωτερικοῦ δοϑείσης περιφερείας (0), νὰ ἀχϑῇ 
τέμνουσα αὐτῆς ΑΒΓ τοιαύτη, ὥστε τὸ τρίγωνον ΒΟΓ᾽ νὰ εἶναι τὸ 
μέγιστον. 


Ἂν ΓΔ τὸ ἐπὶ τὴν ΟΒ ὕψος τοῦ 
τριγώνου ΒΟΓ, τὸ ἐμβαδὸν αὐτοῦ εἶναι 
ΟΒ.ΓΔ ΓΔ 


Ε-: -.----.- -- ὀ:.-. .σ  - 


2 2 


᾿Επειδὴ ΓΔ «(ρ, τὸ μέγιστον τοῦ Ε 
λαμβάνεται διὰ γωνίαν ΒΟΓ -- 909. 
᾿Επειδὴ τότε ΓΔ -ΞΞρ. 

Ἂν ΕΟΖ εἶναι τὸ μέγιστον τοῦτο τρίγωνον, ἡ πλευρὰ ΕΖ 
εἶναι ἡ πλευρὰ τοῦ ἐγγεγραμμένου εἰς τὴν περιφέρειαν τετραγώ- 
νου, ἡ δὲ ζητουμένη τέμνουσα εἶναι ἐφαπτομένη τῆς περιφερείας 


μὲ κέντρον Ο καὶ ἀκτῖνα ΥΩ 


Προόβλημα 607--}» 

1697. Διὰ σημείου Α, νὰ ἀχϑῇ τέμνουσα ΑΒΓ περιφερείας (0) 
τοιαύτη, ὥστε, ἂν ἀχϑῇ καὶ ἣ ἀχτὶς ΟΕ κάϑετος ἐπὶ τὴν τέμνουσαν, τὸ 
τετράπλευρον ΒΟΓῈ νὰ εἶναι τὸ μέγιστον. 

ΟΕ.ΒΓ ρ.ΒΓ 

᾽ΠῚ 2 
ἀρκεῖ ἡ ΒΓ νὰ ἀποβῇ ἡ μεγίστη χορδή. Θὰ πρέπει λοιπὸν νὰ φέ- 
ρωμεν διὰ τοῦ Α διάμετρον τῆς περιφερείας, ὁπότε 


τιαχ. (ΒΟΓΕ) Ξε ι ρ5. 
Πρόβλημα 607--ν 


1697 α. Νὰ σπουδασθϑοῦν αἱ μεταβολαὶ τῆς ἐπιφανείας τετραπλεύρου 
ὀρϑοδιαγωνίου, ἐγγεγραμμένου εἰς περιφέρειαν (Ο) καὶ διατηροῦντος 
σταϑερὸν καὶ ἐσωτερικὸν τῆς (Ὁ) τὸ σημεῖον τομῆς Καὶ τῶν διαγωνίων 
αὐτοῦ. 

"Ἔστωσαν 2α, 2β αἱ διαγώνιοι, ὃ ἡ ἀπόστασις τοῦ κέντρου 
ἀπὸ τοῦ σημείου Καὶ καὶ ρ ἡ ἀκτὶς τῆς περιφερείας. 

Τὸ ἐμβαδὸν τοῦ τετραπλεύρου εἶναι 2αβ καί, κατὰ ἕν Θεώ- 
ρημα τοῦ "Αρχιμήδους, τὸ ἄθροισμα τῶν τετραγώνων τῶν διαγω- 
νίων αὐτοῦ θὰ εἶναι (8 1325) 


4 α -ἰ 4 β5 -Ξ δρ5 -- 6 δ9. 
Ἄρα α'-Ἐ β᾽ - 2ρ3 --- 83, 


καὶ κατὰ τὴν τρίτην ἀρχὴν (8 345), τὸ γινόμενον αβ καθίσταται 
μέγιστον ὅταν 


᾿Επειδή: (ΒΘΟΓΕΣ -Ξ 


ατξβ 


καὶ ἐλάχιστον ὅταν αἱ χορδαὶ αὗται ἔχουν διαφορὰν ἀπ᾽ ἀλλή- 
λων μεγίστην. 
Εἰς τὴν πρώτην περίπτωσιν, αἱ διαγώνιοι πρέπει νὰ εἶναι ἴσον 
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κεκλιμέναι πρὸς τὴν διάμετρον ΟΝ, τὸ ἥμισυ δὲ τοῦ κοινοῦ τῶν 
μήκους θὰ εἶναι 

-------- 

α -Ξ-Ξ β ΞΞΞΞ γ. -- Ξ' ᾽ 


ὁπότε τιδχ . ἐμβαδοῦ -- 2 αβ -Ξ 2ρϑ -- δὃ3, 


Εἰς τὴν δευτέραν περίπτωσιν, ἡ μία τῶν διαγωνίων θὰ εἶναι ἡ 
διάμετρος διὰ τοῦ Κ' τῆς ἄλλης τὸ μῆκος θὰ εἶναι 2β -- 27 ρϑ-- δ", 
᾿Επομένως, 


τηῖη. ἐμβαδοῦΞξΞ 2αβ Ξε 2ρ γ ρ3 -- δὃδ'΄ (βλ. 8 1700). 
Πρόβλημα 608 


1698, "Ἐπὶ δύο τμημάτων ΑΒ, ΒΓ διαμέτρον ἡμιπεριφερείας ΑΔΓ 
γράφομεν ἄλλας ΑΕΒ, ΒΖΓ, ἐσωτερικὰς τῆς 
πρώτης. Ποῖον τὸ μέγιστον τοῦ μεταξὺ τῶν 
ἡμιπεριψερειῶν χωρίον ΛΕΒΖΓΔΑ; 


1ος Τρόπος. ᾽Επειδὴ τὰ ἐμβαδὰ τῶν ἡμι- 
κυκλίων εἶναι ἀνάλογα τῶν τετραγώ- 
νῶν τῶν ἀντιστοίχων ἀκτίνων, ἀρκεῖ νὰ 
συγκρίνωμεν τὰ τετράγωνα κΞϑ, τ", ρ9 
(Σχ. 1096). 

ὁ μέγιστον τῆς διαφορᾶς ρ"ῦ--(χ Ἐν) 
λαμβάνεται διὰ τὸ ἐλάχιστον τοῦ ἀθροί- 
σματος χϑ - τῦ καὶ ἐπειδὴ χ -Ἐ τ Ξξρ, τὸ 
τελευταῖον τοῦτο συμβαίνει διὰ χ Ξε τ 


(8 1687). 
Θὰ εἶναι τότε 
3 
ἘΠΕ 
καὶ ἑπομένως 
Ξόθλς. ἐρη ρ΄. 
τηἷπι. Ε ΞΞρῆ -- 5 5 


Εϊναι δηλ. τὸ ἐλάχιστον χωρίον Ε ἰσοδύναμον πρὸς τὸ ἄθροι- 
σμα τῶν δύο ἡμικυκλίων μὲ διαμέτρους ἕκαστον τὸ ἥμισυ τῆς δια- 
μέτρου ΑΓ. 


ϑ2ος Τρόπος. Γνωρίζομεν ὅτι τὸ θεωρηθὲὰν καμπυλόγραμμον χω- 
ρίον, ἢ ἄρβηλος τοῦ ᾿Αρχιμήδους, εἶναι ἰσοδύναμον πρὸς τὴν περιφέ- 
ρειαν μὲ διάμετρον τὴν κάθετον ΒΔ (8 1579). Γίνεται ἄρα μέγι- 
στον διὰ ΒΔ -ΞΕρ, ἢ διὰ Β συμπῖπτον πρὸς τὸ κέντρον τῆς ἡμιπε- 
ριφερείας ΑΓ. 

᾿ Πρόβλημα 608--] 


1699. Νὰ περιγραφῇ εἰς δοϑεῖσαν περιφέρειαν ὁ ἐλάχιστος ρόμβος. 


1) ᾿Αρκεῖ τὸ τέταρτον ΑΟΓ τοῦ ρόμβου τούτου νὰ εἶναι τὸ 
ἐλάχιστον καὶ τοῦτο συμβαίνει ὅταν ἡ ἐφαπτομένη ΑΒΓ διαιρῆται 
εἰς δύο ἴσα μέρη ὑπὸ τοῦ σημείου ἐπαφῆς Β (8 367, ΜΙέϑοδοι). 

Εἶναι ἑπομένως ὁ ἐλάχιστος ρόμβος τὸ περιγεγραμμένον τετράγωνον, 

2) Θὰ ἠδυνάμεθα ἐπίσης νὰ παρατηρήσωμεν, ὅτι τὸ ἐμβαδὸν 
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ρ 


τοῦ τετάρτου τοῦ ρόμβου εἶναι ἴσον πρὸς ΔΖ. Ξ καὶ γίνεται συνε- 
πῶς ἐλάχιστον ὅταν καὶ τὸ ΔΖ γίνῃ 
ἐλάχιστον. 
᾿Αλλ᾽ εἶναι ΔΖ --ΔΕ.-ΕΕΖ 
καὶ ΔΕ. Ε2 ΞΞῤ,. 


Τὸ ἐλάχιστον κατὰ συνέπειαν μῆ- 
κος ΔΖ λαμβάνεται διὰ ΔΕ ΞΕΕΖ 


Προόβλημα 608 -- 11 


1θ6099α. Νὰ περιγραφῇ εἰς δοϑεῖσαν 
περιφέρειαν ρόμβος δοϑέντος ἐμβαδοῦ 2 1". 


«3 
Θὰ ἔχωμεν ΟΕ.Δ2Ζ-Ἐι" καὶ ΔΖ-- 


Εἴναι γνωστὸν ἑπομένως τὸ τελευταῖον τοῦτο μῆκος καὶ τὸ 
πρόβλημα ἀνάγεται εἰς τὸ ἑπόμενον : 


Πρόβλημα 608.-111] 


1609 β. Νὰ κατασχευασϑῇ ρόμβος ἐκ τῆς πλευρᾶς του καὶ τῆς ἀχτῖ- 
νος: τῆς ἐγγεγραμμένης περιφερείας, ἢ, νὰ κατασχευασϑῇ τρίγωνον ὑρ- 
ϑογώνιον ἐκ τῆς ὑποτεινούσης καὶ τοῦ ἐπ᾽ αὐτὴν ὕψους. 


1) Διὰ τὴν λύσιν τοῦ ἀνωτέρω προβλήματος δυνάμεθα νὰ 
ἀνατρέξωμεν εἰς τὴν 8 214 ἤ, κατὰ τὴν ἀλγεβρικὴν μέθοδον, νὰ᾿ 
ὁρίσωμεν τὰ τμήματα ΔΕ, ΕΖ καὶ ἐξ αὐτῶν τὰ ΟΔ καὶ ΟΖ. 

ράγματι 


Φ. 


κ3 
ΒΕΞΗΕΞ ΞΞΑΖΙΞΞΕ 


καὶ ΔΕ.Ε2Ζ -- κῦ. 


2) Ἢ λύσις τοῦ προβλήματος τοῦ ἀεννερῖ (βλ. ἐπμ., 8 1722), ὁρί- 
ζει ἀπ᾽ εὐθείας τὰ μήκη ΟΔ καὶ ΟΖ. 


Πρόβλημα 609 
1700. Δίδονται περιφέρεια (Ο) καὶ σήμεῖον ἀ. Ζητεῖται νὰ ἀχϑοῦν 


διὰ τοῦ Α δύο εὐϑεῖαι κάϑετοι ἐπ᾽ ἀλλήλας εἰς τρό- 
πον, ὥστε τὸ ἐγγεγραμμένον τετράπλευρον, μὲ διαγω- 
νίους τὰς ἐπὶ τῶν εὐθειῶν τούτων χορδὰς τῆς περι- 
φερείας, νὰ ἔχῃ τὸ μέγιστον ἐμβαδὸν (βλ. 8 1697 α). 


Ἔστω λελυμένον τὸ πρόβλημα καὶ ΒΔΓΕ τὸ 
τετράπλευρον. 

ἜΞΟΩΕ, ἢ 28Θ.ΖΕ 

καὶ τὸ μέγιστον τοῦ γινομένου τούτου λαμβά- 


νεται ταυτοχρόνως μετὰ τοῦ μεγίστου τοῦ τε- 
τραγώνου τοῦ ΒΘ". ΖΕ" ἢ τοῦ (ρ᾽ -- ΟΘ5) (ρ3 -- Ο 253). 


Τὸ ἐμβαδὸν αὐτοῦ εἶναι 
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᾿Επειδὴ τὸ ἄθροισμα τῶν δύο παραγόντων τοῦ τελευταίου τού- 
του γινομένου εἶναι 
2ρ3 -- (ΟΘ9- ΟΖ") -- 2ρϑ -- α", 
ἀφοῦ ΟΘ’ - ΟΖ3 -Ξ α΄, τὸ μέγιστον αὐτοῦ λαμβάνεται ὅταν οἱ 
παράγοντες αὐτοὶ καταστοῦν ἴσοι, δηλ. ὅταν 
.3 
ΟΖ" -- ΟΘ’-- “ξ-: 
Θὰ πρέπει, λοιπόν, αἱ χοοδαὶ νὰ εἶναι σον κεκλιμέναι πρὸς τὴν διά- 
μέτρον ΟΑ. 
Θὰ ἔχωμεν τότε 
αΞ2 
2 --ὄ-ὄ.ὕς 3 --»5Σ),,χὩσὅ... 
ΒΘ9--ΖΕΊ -ξρ 5 
καὶ ἑπομένως 
(ΘΔΓΕ):--2.Β0.ΖΕ-Ξ-Ξ-2.ΒΘ5-:-2ρ -- α. 


Παρατήρησις. ᾿Ανάλογον λύσιν εὑρίσκομέν καὶ εἰς τὴν περίπτω- 
σιν καθ᾽ ἣν αἱ διαγώνιοι τέμνονται ματὰ τυχοῦσαν σταθερὰν 


γωνίαν. 
Πρόβλημα 610 


1701. Νὰ ἐγγραφῇ εἰς ἡμιχκύχλιον τὸ μέγιστον τετράπλευρον, ἐκ τῶν 
ἐχόντων τὴν διάμετρον ὡς μίαν πλευρὰν αὐτῶν. 


Λαμβάνομεν τοῦτο κατὰ τὸν τρόπον, ὅστις ἐξετέθη εἰς τὰς Με- 
ϑόδους, 8 354, θεωροῦντες κατ᾽ ἀρχὰς μίαν τῶν πλευρῶν τοῦ με- 
ταβλητοῦ τετραπλεύρου ὡς σταθεράν. 


Πρόβλημα 610---1 


1702. Δίδονται εὐθεῖα χτν, περιφέρεια (Ο) χαὶ σταϑερὰ διάμετρος 
ΑΒ αὐτῆς. Ἔστω δὲ ΓΔ χορδὴ παράλληλος 
πρὸς τὴν χν, τῆς ὁποίας ἡ καθέτως πρὸς τὴν 
χΥ προβολὴ ἐπὶ τὴν διάμετρον εἶναι ἣ ΕΖ. 

Ποῖον τὸ μέγιστον ἐκ τῶν οὕτω ὁριζομέ- 
νων τραπεζίων ἘΓΔΖ ; 


1ος Τρόπος. Προεκτείνοντες τάς ΓΕ, ΔΖ, 
λαμβάνομεν τὸ ἐγγεγραμμένον ὀρθογώ- 
νιον ΓΔΛΑΓ', διπλάσιον τοῦ τραπεζίου. 

Τὸ ὀρθογώνιον τοῦτο γίνεται μέγιστον 
ὅταν ἀποβῇ τετράγωνον, δηλαδὴ διὰ 
ΟΥ̓ 

2 


ὧρς Τρόπος. Τὸ ἐμβαδὸν τοῦ τραπεζίου ΕΓΔΖ εἶναι ἴσον πρὸς 
2.ΓΘ.09Θ. ᾿Επειδὴ δὲ ΓΘἔῥ -ἰἰᾧ ΘΟ" -Ξρ", τὸ μέγιστον τοῦ γινομέ- 
νου τούτου λαμβάνεται διὰ 


οθ--τθ-Η 13. 


ΟΘ -Ξ καὶ ΓΔΞερ 2. 


Κατασκευή. ᾿Αρκεῖ νὰ ληφθῇ ἐπὶ τῆς καθέτου ΟΥ τμῆμα 
οΘο--512. 
2 
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Προόβλημα 611 


1708, Δίδεται εὐθεῖα χν, περιφέρεια (0) καὶ σταϑερὰ διάμετρος 
ΑΒ αὐτῆς. Φέρομεν χορδὴν ΓΔ παράλληλον πρὸς τὴν χν καὶ προβάλ- 
λομεν αὐτὴν κατὰ τὸ τμῆμα ΕΖ ἐπὶ 
τὴν σταϑερὰν διάμετρον. 

Ποῖον τὸ μέγιστον ἐκ τῶν τραπε- 
ζίων ΕΓ ΔΖ ; 


"Ἔστω λελυμένον τὸ πρόβλημα 
καὶ ΓΔ ἡ χορδὴ διὰ τὸ μέγιστον 
τραπέζιον. Ἔκ τοῦ κέντρου Ὁ φέρο- 
μεν κάθετον ΟΜ ἐπὶ τὴν εὐθεῖαν 
χν, διερχομένην φυσικὰ διὰ τοῦ μέ- 
σου Θ τῆς ΓΔ, καϑὼς καὶ τὴν κά- 
θετον ΘΗ ἐπὶ τὴν διάμετρον ΑΒ. 
Θὰ ἔχωμεν: 


Σχ, 1100 


Ἡ δὲ ΘΡ, παράλληλος πρὸς τὴν 
διάμετρον, θὰ εἶναι ἴση πρὸς τὴν 
ΕΖ 


ΕΗη-Ξ--: 


᾿Αφ᾽ ἑτέρου, τὸ ἥμισυ τοῦ ἐμβαδοῦ τοῦ τραπεζίου δίδεται ὑπὸ 
τοῦ γινομένου ΘΡ. ΘΗ. Καὶ ἐπειδὴ ἐκ τῶν ὁμοίων τριγώνων 
ΟΘΗ, ΓΘΡ λαμβάνομεν 


ΘΡ ΘΗ ΜΝ 
ΘΓ ΠΘΟ  ΜΟ 
τὸ γινόμενον ΘΡ. ΘΗ μεταβάλλεται ἀναλόγως τοῦ γινομένου 


ΘΓ.Θο. 
᾿Αλλ᾽ εἶναι 


Ξ-- σταθερὸς λόγος, 


ΘΟΞ3Ξ-Ἔ ΘΓΞΆ-Ξ ρΡ -- σταθ., 
καὶ ἑπομένως τὸ μέγιστον τοῦ γινομένου ΘΓ. ΘΟ ἀντιστοιχεῖ εἰς 


Θγ-θο-- ι ΞῸ 
᾿Αρκεῖ λοιπὸν νὰ λάβωμεν ἐπὶ τῆς ΟΜ τμῆμα ΟΘ ἴσον πρὸς 
ΡΥ͂Σ, κλπ. 
2 


1708 α. Παρατηρήσεις. 1) Τὸ ἐμβαδὸν τοῦ τραπεζίου ΕΖΔΓ εἶναι 
ἴσον πρὸς 2ΡΘ. ΘΗ ἢ πρὸς 
ΜΝ: ( "6: ΜΝ ΜΝ: 


2ΖΓΘ.ΟΘ. ποι 2 ΜΟῚ ΞΡ᾿ μότ᾿ 


2 


2) Ὁ λόγος ἌΣ. ἐξαρτᾶται ἐκ τῆς κλίσεως α τῆς διευθύνσεως 


859 


χν πρὸς τὴν διάμετρον ΑΒ καὶ εἶναι ἴσος πρὸς τὸ συνημίτονον 
τῆς γωνίας α. “ὥστε 
(ΕΖΔΓ) ξξ ρῬ συνξα. 


Διὰ τῆς χρήσεως τῶν τριγωνομετρικῶν τύπων λαμβάνομεν τα- 


χύτερον : 
᾿ ΘΗ-Ξ  ΟΘσυνα, ΘΡΈ ΓΘσυνα 
κα 


-.95 
(ΕΖΔΓ)Ξ:2ΘΗ. 9Ρ.--2.(5:3) συνϑξ α Ξ-Ξρξ συνξ α. 
3) Διὰ μίαν ὡρισμένην διεύθυνσιν χτ, ἡ χορδὴ ΓΔ διὰ τὸ 


μέγιστον τραπέζιον συναντᾶ τὴν διάμετρον ΑΒ εἰς σημεῖον Λ, 
ἐξαρτώμενον μόνον ἐκ τῆς κλίσεως τῆς χν. Πράγματι, 


ΡΣ 
ΔΛ. 1 ἢ .-. 2 ρΥΐΖ 
ΟΘ᾽  ;πμα ημα 2ημα 


Πρόβλημα 611--1 


1704. Δίδονται δύο περιφέρειαι ὁμόχεντροι καὶ ζητεῖται νὰ ἐγγραφῇ 
εἰς αὐτὰς ὀρθογώνιον δοϑέντος ἐμβα- 
δοῦ κ᾽ καὶ τοῦ ὁποίου μία τῶν πλευ- 
οῶν νὰ εἶναι χορδὴ τῆς μιᾶς περιφε- 
ρείας καὶ ἢ ἀπέναντι αὐτῆῇς πλευρὰ 
χορδὴ τῆς ἑτέρας. 

Ὑποθέσωμεν τὸ πρόβλημα λελυ- 
μένον καὶ ἔστωσαν ρ, σ αἱ ἀκτῖνες 
τῶν δύο περιφερειῶν. Θεωρήσωμεν 
τὸ ὀρθογώνιον ΑΡΠΒ, ἥμισυ τοῦ 
ζητουμένου, ἢ καὶ τὸ ἥμισυ τοῦ ὀρ- 
θογωνίου αὐτοῦ τρίγωνον ΑΟΒ. 

΄ Θὰ εἶναι 


(Α08)-- “΄ ἢ ρυτξ ἐΩ 


ὅπου υ τὸ ἐπὶ τὴν ΟΑ ὕψος τοῦ τριγώνου: ἑπομένως 
-3 


υΞ --- 


2ρ 


καὶ τὸ τρίγωνον ΑΟΒ εἶναι κατασκευάσιμον, ἀφοῦ γνωρίζομεν 
δύο 'πλευρὰς αὐτοῦ καὶ τὸ ἐπὶ τὴν μίαν αὐτῶν ὕψος. 

᾿Εκ τῆς κατασκευῆς τοῦ τριγώνου τούτου καθίσταϊζαι γνωστὸν 
τὸ μῆκος ΟΔ κλπ. 


Διερεύνησις. Αἱ μεταβολαὶ τοῦ ἐγγεγραμμένου ὀρθογωνίου ἐξαρ- 
τῶνται ἐξ ἐκείνων τοῦ τριγώνου ΑΟΒ. 

Τὸ ἐμβαδὸν αὐξάνει μετὰ τῆς γωνίας ΑΟΒ -κΞΕὼ καὶ μέχρι τῆς 
τιμῆς ὦ ΞΞ 9095, ὁπότε υ-ΞΞ  σ. ᾿Απὸ τῆς τιμῆς αὐτῆς καὶ ὕστερον τὸ 
ἐμβαδὸν ἐλαττοῦται μέχρι μηδενισμοῦ διὰ ὦ --Ξ 1809, 
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Μέγιστον. Διὰ υΞξεσ, αἱ ἀκτῖνες ρ καὶ σ εἶναι κάθετοι ἐπ᾽ ἀλ- 
λήλας καὶ τὸ ὕψος υ λαμβάνει τὴν μεγίστην: αὐτοῦ τιμήν. 'Επο- 
μένως 


πιακ. (ΑΒ) τ -τορ.Ὁ τε Ξ ἷ 
Θὰ εἶναι τότε 
ΑΒ: τεσ ὃκ-::.--- 
--- ρ } ΦΥ͂ ρ' μσιὶ 


Πρόβλημα 612 


1706. Νὰ ἐγγραφῇ εἷς περιφέρειαν τὸ μέγιστον τρίγωνον. 


Ιος Τούπο:;. Τὸ τρίγωνον τοῦτο θὰ πρέπει νὰ εἶναι τὸ ἰσόπλευ- 
ρον. ἜἜστω πράγματι ΑΒΓ τυχὸν 
τρίγωνον ἐγγεγραμμένον εἰς τὴν πε- 
ριφέρειαν καὶ ΑΔ ἡ ἐκ τοῦ Α πα- 
ράλληλος πρὸς τὴν βάσιν ΒΓ. ᾿Εὰν 
τὸ τρίγωνον δὲν εἶναι ἰσοσκελές, ἡ 
εὐθεῖα ΑΔ θὰ εἶναι χορδὴ καὶ ὄχι 
ἐφαπτομένη τῆς περιφερείας ἤ, μὲ 
ἄλλους λόγους, τὸ τρίγωνον ΟΒΓ 
θὰ εἶναι μεγαλύτερον τοῦ ΑΒΓ. 

Θὰ πρέπει λοιπὸν διὰ τὸ μέ- 
γιστον τρίγωνον ΑΒΓ νὰ εἶναι 
ΑΒ -Ξ- Αγ. Καὶ ἐπειδὴ ὅμοιοι συλ- 
λογισμοὶ μᾶς πείθουν ὅτι θὰ πρέ- 
πει νὰ εἶναι καὶ ΓΒ --ΓΑ, συμπε- 
Σχ. 1102, ραίνομεν ὅτι τὸ μέγιστον ἐγγεγραμ- 

μένον τρίγωνον πρέπει νὰ εἶναι τὸ 


ἰσόπλευρον. 


ϑος Τρόπος. "Ἔστω ΜΟΝ τὸ μέγιστον τρίγωνον καὶ ἰσοδύναμον 
πρὸς τὸ ὀρθογώνιον ΟΡΜΛ. ᾿Επειδὴ τὸ μέγιστον ἐκ τῶν ὀρθογω- 
νίων ΟΡΜΛΔ, τῶν ἐχόντων οτὰ τῶν κορυφὴν ἐπὶ τοῦ τόξου ΟΔΜΓ 
καὶ δύο πλευρὰς ἐπὶ τῶν ΟΧ καὶ ΟΥ̓, εἶναι ἐκεῖνο διὰ τὸ ὁποῖον 
ἡ κορυφὴ Μ εἶναι τὸ σημεῖον ἐπαφῆς μιᾶς ἐφαπτομένης ΕΜΖ 
διαιρουμένης εἰς δύο ἴσα τμήματα ὑπὸ τοῦ σημείου αὐτοῦ (Μέϑο- 
δοι, 8 360), συμπεραίνομεν ὅτι θὰ εἶναι ΕΜ -Ξ ΟΕ καὶ ὅτι ἑπομέ- 
νῶς τὸ τρίγωνον ΕΖΘ θὰ εἶναι ἰσόπλευρον. ἴΑρα καὶ τὸ τρίγω- 
νον ΟΜΝ τῶν μέσων τῶν πλΡλευρῶν τοῦ ΕΖΘ θὰ εἶναι ἐπίσης 
ἰσόπλευρον. 


Προόβλημα 612-- 


1706. Δίδονται δύο σημεῖα α καὶ Ο καὶ ζἴη- 
τεῖται νὰ γραφῇ περιφέρεια μὲ κέντρον Ο 
τοιαύτη, ὦστε αἱ ἐκ τοῦ Α ἐφαπτόμεναι πρὸς 
αὐτήν, ΑΒ, ΑΓ, νὰ ὁρίζουν τὸ μέγιστον τρίγω- 
νον ΑΒΓ. 

Ποῖον τὸ μέγιστον ἐκ τῶν τετραπλεύρων 
Σχ. 11. ΑΒΟΓ; 


1) Τὸ ἰσοσκελὲς τρίγωνον ΑΒΓ θὰ εἶναι 
ἐγγεγραμμένον εἰς τὴν σταθερὰν περιφέρειαν μὲ διάμετρον ΟΑ 


861 


καὶ γίνεται κατὰ τὰ προηγούμενα (8 1705) μέγιστον ὅταν ἀποβῇ 
ἰσόπλευρον. Θὰ εἶναι δὲ τότε 


2) Τὸ τετρόπλευρον ΑΒΟΓ εἶναι διπλάσιον τοῦ ὀρθογωνίου 
τριγώνου ΑΒΟ. Καὶ ἐπειδὴ ἡ ὑποτείνουσα τούτου ΟΑ εἶναι στα- 
θερά, τὸ ἐμβαδόν του γίνεται μέγιστον διὰ τὸ μέγιστον ἐπὶ τὴν 
ΟΑ ὕψος ΒΗ. 

Θὰ πρέπει ἑπομένως διὰ τὸ μέγιστον τῶν τριγώνων ΟΑΒ νὰ 
εἶναι ΒΗ -εα ἢ ΟΔ --ΑΔ. Συνεπῶς, τὸ μέγιστον τῶν τετραπλεύ- 
ρων ΟΒΑΓ εἶναι τὸ ἐγγεγραμμένον εἰς τὴν περιφέρειαν (ΑΟ) 


τετράγωνον. 
Πρόβλημα 618 


1707. Νὰ περιγραφῇ εἰς περιφέρειαν τὸ ἐλάχιστον τρίγωνον. 
Τοῦτο εἶναι τὸ ἰσόπλευρον τρίγωνον. 


1ος Τρόπος ἀποδείξεως. Ἕπειδὴ τὸ ἐμβαδὸν ἑνὸς περιγεγραμμέ- 
νου εἰς περιφέρειαν πο- 
λυγώνου εἶναι γινόμε- 
νον τοῦ ἡμίσεος τῆς πε- 
ριμέτρου του ἐπὶ τὴν 
ἀκτῖνα, αἱ μεταβολαὶ 
αὐτοῦ θὰ ἐξαρτῶνται ἐξ 
ἐκείνων μόνον τῆς περι- 
μέτρου. Καὶ ἐπειδή, ἀ- 
κόμη, ἀπεδείξαμεν ὅτι, 
ἐκ τῶν περιγεγραμμένων 
εἰς δοθεῖσαν περιφέρειαν 
τριγώνων μὲ σταθερὰν 
μίαν πλευράν, τὸ ἐλάχι- 
στον εἶναι τὸ ἰσοσκελὲς 
(8 1080)ὴ, συμπεραίνομεν 
ἀμέσως ὅτι τὸ ἐλάχιστον τῶν περιγεγραμμένων τριγώνων εἶναι 
τὸ ἔχον τὰς πλευράς του ἀνὰ δύο ἴσας. Δηλαδὴ τὸ ἰσόπλευρον 
τρίγωνον. 

3ος Τρόπος ἀποδείξεως. “ἝἜστω ΒΑΓ τὸ ἐλάχιστον τρίγωνον καὶ 
ΒΘΑ τὸ ἥμισυ αὐτοῦ. Θὰ δείξωμεν ὅτι τὸ σημεῖον ἐπαφῆς Δ τῆς 
πλευρᾶς ΑΒ μετὰ τῆς περιφερείας εἶναι τὸ μέσον τῆς πλευρᾶς 
ταύτης. 

"Ἔστω πράγματι ΛΔΜ τυχοῦσα τέμνουσα ἀγομένη διὰ τοῦ μέ- 
σου Δ τῆς ΑΒ. Θὰ ἔχωμεν (8 367) 

(ΘΜΛ)» (ΘΑΒ) καὶ (ΘΙΚ)» (ΘΜΛ,, 


ὅποό ΙΑ ἐφαπτομένη παράλληλος τῆς ΜΛ. Κατὰ μείζονα ἑπομέ- 


νως λόγον 
᾿ (ΘΙΚ)» (ΘΑΒ.). 


καὶ ἡ ἐφαπτομένη [ΕΚ -- δι᾽ ἣν τὸ 'σημεῖον ἐπαφῆς δὲν διχοτομεῖ 
αὐτὴν --- δὲν δύναται νὰ εἶναι πλευρὰ τοῦ ἐλαχίστου τριγώνου. 
Θὰ πρέπει λοιπὸν διὰ τὸ ἐλάχιστον τρίγωνον ΑΒΓ νὰ εἶναι 
ΔΑ -Ξ- ΔΒ - ΘΑ 


καὶ τοῦτο ἑπομένως ἰσόπλευρον. 
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Παρατήοησις. Εἰς τὸ μέγιστον ἐγγεγραμμένον τρίγωνον ΔΖΘ 
ἀντιστοιχεῖ τὸ ἐλάχιστον περιγεγραμμένον ΑΒΓ (8 1705). 

᾿Αναλόγους ἰδιότητας ἀνευρίσκομεν καὶ διὰ πολλὰ ἄλλα, προ- 
ηγουμένως ἐξετασθέντα, προβλήματα. 


Προόβλημα 614 


1708. ἙΕὶς ἡμικύκλιον ΑΒΓ νὰ ἐγγραφῇ τὸ μέγιστον τραπέζιον. 


Αν καὶ ἡ γενικὴ λύσις ἐδόθη εἰς τὰς Μεϑόδους (8 365), κρίνο- 
ἐν χρήσιμον νὰ ἐφαρμόσωμεν ἀπ᾽ εὐθείας τὴν μέθοδον ταύτην 
πὶ τοῦ προκειμένου προβλήματος. 
Ὑποθέσωμεν τὸ πρόβλημα λελυμένον, ΑΒΔΙΓ τὸ ζητούμενον 
τραπέζιον καὶ Θ ἡ τομὴ τῆς ΔΒ μετὰ τῆς ἐφαπτομένης εἰς Α. 

᾿Επειδὴ τὰ τρίγωνα ΔΓΖ, ΑΒΘ εἶναι ἴσα, τὸ τραπέζιον εἶναι 
ἰσοδύναμον πρὸς τὸ ὀρθογώνιον 
ΑΖΔΘ. Τοῦτο δὲ γίνεται, ὡς γνω- 
στόν, μέγιστον ἐὰν ἡ ἐφαπτομένη 
ἮΔΛ διχοτομῆται ὑπὸ τοῦ σημείου 
ἐπαφῆς Δ. 

᾿ΑΦφ᾽ ἑτέρου, τὸ ὀρθογώνιον ΑΖΔΘ 

εἶναι ἰσοδύναμον πρὸς τὸ τρίγωνον 
ΑΔΙΚ’' ἐπειδὴ δὲ τὸ μέγιστον τρίγω- 
νον ΑΔΚ εἶναι τὸ ἰσόπλευρον, δι᾽ ὃ 
ΔΓ Ξ-ΞΑΒ --ρ, συμπεραίνομεν ἀμέ- 
σως ὅτι τὸ ζητούμενον μέγιστον τρα- 
πέζιον εἶναι τὸ ἥμισυ ΑΒΔΓ ἑνὸς 
κανονικοῦ καὶ ἐγγεγραμμένου εἰς 
τὴν περιφέρειαν ἑξαγώνου. 


Πρόβλημα 614--1 


1709. Δίδονται δύο σημεῖα Α καὶ Γ' ἐπὶ διαμέτρου ἡμιπεριφερείας 
καὶ εἰς ἴσας ἀποστάσεις ἀπὸ τοῦ κέν- 
τρον Ο. Ζητεῖται νὰ ἀχϑῇ χορδὴ 
ΒΔ παράλληλος πρὸς τὴν διάμετρον 
καὶ τοιαύτη, ὥστε τὸ τραπέζιον 
ΑΒΔΓ νὰ εἶναι τὸ μέγιστον. 


᾿Εργαζόμεθα ὡς καὶ προηγου- 
μένως: ἡ ἐφαπτομένη ΗΔΛ θὰ 
πρέπει νὰ διχοτομῆται εἰς τὸ ση- 
μεῖον ἐπαφῆς Δ. (Βλ. 8 1712 β). 


Προόβλημα 614--11 


ΠΞ 1710. “ἔστω ἡμιπεριφέρεια ΑΒΓ 

πρϑν καὶ χορδὴ ΔῈ παράλληλος πρὸς 

τὴν διάμετρον ΑΙ. ᾿Εκ τῶν Δ καὶ 

Ε φέρομεν καϑέτους ΔΘ, ΕΖ ἐπὶ τὴν διάμετρον καὶ σχηματίζομεν τὸ 

πεντάγωνον ΘΔΒΕΖ, τοῦ ὁποίου ἣ καρυφὴ Β εἶναι τὸ μέσον τοῦ 
τόξου ΔΕ. 

Διὰ ποίαν ϑέσιν τῆς χορδῆς ΔῈ τὸ πεντάγωνον τοῦτο γίνεται μέγιστον ; 


Ὅταν ΒΔ -- ΒΕ εἠρ. ᾿Επειδὴ θὰ εἶναι τότε τὸ πεντάγωνον τὸ 
ἥμισυ τοῦ ἐγγεγραμμένου κανονικοῦ ἐξαγώνου. 
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Παραεήρησις. ᾿᾽Ομοίως συλλογιζόμενοι εὑρίσκομεν καὶ τὸ μέγι- 
στον ἐγγεγραμμένον τραπέζιον εἰς ἡμιπερι- 
φέρειαν-- ὑπὸ τὴν προῦπόθεσιν ὅτι γνωρίζο- 
μεν ὅτι τὸ μέγιστον ἐγγεγραμμένον ἑξάγωνον 
εἶνάι τὸ κανονικόν. 

᾿Αντιστρόφως, ἐκ τοῦ μεγίστου ἐγγεγραμ- 
μένου τραπεζίου (8 1708) δυνάμεθα νὰ συ- 
ναγάγωμεν ὅτι τὸ μέγιστον ἐγγεγραμμένον 
ἐξάγωνον εἶναι τὸ κανονικόν. 


Προόβλημα 614--111 


1711. Ἔστωσαν ΒΔ -Ξῷ ΒΕ Ξε δύο χορδαὶ ἧ- ΣΧ. 1107 
μιπεριφερείας ἀχτῖνος 9, ΔΘ, ΕΖ αἱ κάϑετοι ἐπὶ 
σταϑερὰν διάμετρον ΑΓ (Σχ. 1107). Διὰ ποίαν ϑέσιν τοῦ σημείου Β τὸ 
πεντάγωνον ΘΔΒΕΖ εἶναι τὸ μέγιστον ; 


Τὸ ζητούμενον μέγιστον λαμβάνεται διὰ Β συμπῖπτον πρὸς τὸ 
μέσον τῆς ἡμιπεριφερείας: ἐπειδὴ εἶναι τότε τὸ πεντάγωνον 
ΘΔΒΕΖ (σχ.1107) τὸ ἥμισυ τοῦ κανονικοῦ ἐγγεγραμμένου ἐξαγώνου. 

Τὸ ἐλάχιστον δίδεται ὑπὸ τοῦ πενταγώνου ΘΔΒ.(Ε --ΓΓ 
τοῦ σχήματος 1108. Θὰ εἶναι τότε τὸ πεντάγωνον τοῦτο τὸ ἥμισυ 
τοῦ κανονικοῦ ἐξαγώνου μεῖον τὸ τρίγωνον ΘΑΔ. 


δι. 1100. 


Διὰ πᾶσαν ἄλλην ἐνδιάμεσον θέσιν τῆς κορυφῆς Β (Σχ. 1109), 
ἡ τιμὴ τοῦ ἐμβαδοῦ τοῦ πενταγώνου περιλαμβάνεται μεταξὺ τῶν 
δύο προηγουμένων ἄκρων τιμῶν. ᾿Επειδὴ θὰ εἶναι 


(ΔΒΑΓΕ) -- καν. ἡμιεξάγωνον (ΖΒΑΓ΄) -- ἰΗΖΛ) --(ΒΔΛΔ). 
Ποόβλημα 6185 


, 1712. ἸΙοῖον τὸ μέγιστον ἐκ τῶν ἰσοσκελῶν τραπεζίων, τῶν ἐχόντων 
μίαν τῶν βάσεων καὶ τὰς ἴσας πλευρὰς δοϑέντων μηκῶν α καὶ β ἀντι- 
στοίχως; 

Ἕστω λελυμένον τὸ πρόβλημα καὶ ΓΡΟΔ τὸ μέγιστον τῶν 
τραπεζίων τούτων. 

Τὸ τραπέζιον εἶναι ἰσοδύναμον πρὸς τὸ ὀρθογώνιον [ΔῊΡ καὶ 
τοῦ ὁποίου ἡ κορυφὴ Δ εὑρίσκεται ἐπὶ τῆς περιφερείας μὲ κέν- 
τρον Ο καὶ ἀκτῖνα β. Θὰ εἶναι ἑπομένως ἡ ἐφαπτομένη ΖΔΕ τοῦ 
σχήματος. τοιαύτη, ὥστε τὸ σημεῖον Δ νὰ εἶναι τὸ μέσον τοῦ τμή- 
ματος ΕΖ. 
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᾿Ανατρέχοντες εἰς τὴν ἐξίσωσιν τῆς 8 311, γνωρίζομεν ὅτι, ὅταν 
α Ὁ) ρ-Ξβ, τὸ μῆκος ΟΕ παρέχεται ὑπὸ τῆς ἐξισώσεως 


οΕ--α-- ἃ 075 μ2μ». 


Σχ. 4110, 


1712 α. ᾿"ΕἘμβαδόν. Πρὸς ὑπολογισμὸν τοῦ ἐμβαδοῦ τοῦ μεγίστου 
τραπεζίου, θὰ πρέπει νὰ ὑπολογίσωμεν τὰ μήκη ΡΗ καὶ ΔΗ. Θὰ 
ἔχωμεν 

2 8 
ΡΗ-- 15 ΑΣΕΒΕΣ (8. 312, τύπος 3), 


ΔΗ -Ξ- ΞΘ ἀπ Ρ' ΕΖΑΊΟΙ ΒΕ. (8 312, τύπος 4), 


᾿'Επομένως 
(ΓΡΟΔ) ΕΞ [[ΡΗΔ ΞΞκΡΗ. ΔΗ -ῷΖϑ 


3α τ γαῖτεθρ' 1--2α᾽ Ἐ 8β'-Ἐ2α 7α᾽ Ἐ88᾽ 
4 4 


Παοατήρησις. Διὰ αἁ ΞΞ β, λαμβάνομεν τὸ κανονικὸν ἡμιεξάγωνον: 


α 2, 8α" 

ΘΕ τονε 5 ἐἼ δ᾽ εἰ 

Θὰ εἶναι δὲ τότε τὸ τρίγωνον ΡΕΖ τὸ ἥμισυ τοῦ περιγεγραμ- 
μένου εἰς τὴν περιφέρειαν ἰσοπλεύρου τριγώνου, ἀφοῦ 


ΟΕ-Ξ2.ΟΡ-:-2α. 


α,3α 
Ξ ΣΎ -- ΞΞ2α. 


“Ὥστε 


(ΓΡΟΔ)ΞΞΡΗ. ΔΗ -΄Ξἢ -ςΦ αν τεῦξε ΣΕ ὠς 


1712 β. Σημείωσις. 1 Τὸ ἀνωτέρω ζήτημα προετάθη τὸ 1856 εἰς 
τὰς εἰσαγωγικὰς ἐξετάσεις τῆς Εοοίε Ναυαϊεδ' ὁ Θἔτοηο εἰς τὰ ΝΑΑ,, 
1857, σ. 5 δίδει ἀλγεβρικὴν αὐτοῦ λύσιν χρησιμοποιῶν τὴν μέθο- 
δον τῶν ἀπροοδιορίστων συντελεστῶν. (Βλ. Επογοίοοα ἀ᾽ Αἰρέδνε ὑπὸ 
ἀ λον πον πῦ 975 καὶ Βιυταίῖ, Τγαϊίέ α’ Αἰσέδγε Εἰόπιρπίαὶνο, 5 338, 
σ. 512). 
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᾿Ανάλογα θὰ εἴχομεν νὰ παρατηρήσωμεν διὰ τὸ πρόβλημα 
τῆς 8 1709. ὡς καὶ διὰ μερικὰ ἄλλα. Τὸ πρόβλημα τῆς 8 1713 
ἀπαιτεῖ τὴν χρησιμοποίησιν τῆς Τριγωνομετρίας, ! 

“Ὅπως ἤδη ἐτονίσαμεν (ὃ 336), ἡ γενικωτέρα καὶ μᾶλλον γόνιμος μέ- 
ϑοῦο; διὰ τὸν προσδιορισμὸν τοῦ μεγίστου ἢ ἐλαχίστου μιᾶς ποσότητος ουνί- 
σταται εἰς ἐπεξεργασίαν καὶ διδρούνησιν τοῦ ϑέματος διὰ τῆς "Αλγέβρας. 

Θὰ πρέπει ὅμως νὰ ὁμολογηθῇ ὅτι, εἰς πλεῖστας περιπτώσεις, ἡ 
γεωμετρικὴ μέθοδος παρουσιάζει μεγάλα πλεονεκτήματα--καὶ μά- 
λιστα ὅσον ἀφορᾶ τὴν θαυμαστὴν ἁπλότητα καὶ κομψότητα, αἵ- 
τινες χαρακτηρίζουν πολλὰς τῶν γεωμετρικῶν λύσεων, ἃς ἤδη 
ἐδώσαμεν εἰς προηγούμενα προβλήματα τοῦ εἴδους αὐτοῦ, 

Ἢ μέθοδος τῆς ἀπαλοιφῆς, ἡ γνωστὴ ὑπὸ τὸ ὄνομα μέϑοδος τῶν 
ἀπροοδιορίστων συντελεστῶν, ὀφείλεται εἰς τὸν Βεζουΐ. 

2) Διά τὸ μέγιστον τετράπλευρον ΑΒΓΔ (σχ. 1110 α), ὅταν αἱ 
πλευραὶ ΑΒ, ΓΔ εἶναι ἄνισοι, βλ. .1..ἀ. σονυ.: 


τόμ. ΧΧΙ, 1830 - 31, σ. 86. -- Πράγματι, τὸ τε- ΓιστΊΙΣ, Μ' 
τροάπλευρον τοῦτο ϑὰ πρέπει νὰ εἶναι ἐγγράψιμον εἰς : “: Υ ἐχπ 


ἡμικύκλιον καὶ ἡ ἄγνωστος πλευρά του ΑΔ ϑὰ εἶναι ΕΟ 
ἢ διάμετρος, ἐπειδὴ τὸ μέγιστον τῆς ἐπιφανείας ᾿ 
ΑΒΓΔ λαμβάνεται ταυτοχρόνως μετὰ τοῦ 
μεγίστου τοῦ διπλασίου της ἢ τοῦ ἑξαγώνου 
ΑΒΓΔΒ Γ΄, ὅπου Β΄ καὶ Γ΄ τὰ συμμετρικὰ τῶν 
Β, Γ πρὸς τὸ κέντρον Ο. Εἶναι δὲ μέγιστον ε 
ἐκεῖνο ἐκ τῶν ἐξαγώνων, τῶν ἐχόντων στα- ἐς δ ὦ 

θεράν περίμετρον, τὸ ὁποῖον εἶναι ἐγγράψι- πος 

μον εἰς περιφέρειαν. 

Ὃ προσδιορισμὸς οὕτω τοῦ μεγίστου τετραπλεύρου ἀνάγεται εἰς 
τὴν λύσιν τοῦ προβλήματος τοῦ Νεύτωνος: Δοϑέντων τριῶν τμημάτων ΑΒ, 
ΒΓ, ΓΔ, νὰ κατασκευαοϑῇ ἡ περιφέρεια, ἣ ἔχουσα τὰ τμήματα ταῦτα ὡς 
διαδοχικὰς χορδὰς καὶ διάμετρον τὴν χορδὴν ΑΔ (Δ. ἀ. 6., τομ. ΧΧΙ, σ. 98). 

Προβάλλοντες ἐπὶ τῆς ΒΓ τὸ κέντρον τῆς περιφερείας καὶ τὰ 
ἄκρα τῆς διαμέτρου, εὐκόλως 
ἀναγνωρίζομεν ὅτι αἱ προβο- 
λαὶ τῶν ἄκρων χορδῶν ἐπὶ τῆς 
μεσαίας εἷναι τμήματα ἴσα 
καὶ ἀντιθέτων φορῶν. 


Πρόβλημα 616 


1718, Δίδονται περιφέρεια, 
σημεῖον Α καὶ εὐθεῖα ΧΥ͂. Ζη- 
τεῖται νὰ ἀχϑῇ χορδὴ ΒΓ πα- 
ράλληλος τῆς ΧΥ καὶ τοιαύτη, 
ὥστε τὸ ἐμβαδὸν τοῦ τριγώνου 
ΑΒΓ νὰ γίνῃ μέγιστον. 

Νὰ διερευνηϑῇ τὸ πρόβλημα 
κατὰ τὰς διαφόρους ϑέσεις τοῦ 
σημείου Α. 


Διὰ τοῦ σημείϑυ Α φέρομεν σα 410} 
παράλληλον ΧΎ Ἴῴπρὸς τὴν 
εὐθεῖαν ΧΥ͂. 'Επειδὴ τὸ τρίγωνον ΑΒΓ εἶναι τὸ ἥμισυ τοῦ ὀρθο- 
γωνίσυ ΒΓΔΕ, τὸ πρόβλημα ἀνάγεται εἰς τὴν εὕρεσιν τοῦ μεγί- 
στου ὀρθογωνίου τοῦ ὁποίου δύο κορυφαὶ εὑρίσκονται ἐπὶ δοθέν- 
τος τόξου καὶ ἡ βάσις του ἐπ᾽ εὐθείας ΧΎ΄. 


Ν 
ν 
Π ἊἋ 
ἰχυμὰ π τὸρτν -ὰ 


ωο 
φΞ- 


Γεωμδετρία δὃ 
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Γνωρίζομεν (8 360), ὅτι τοῦτο ὁρίζεται ὑπὸ τοῦ σημείου ἐπα- 
φῆς Β ἐφαπτομένης ΘΒΗ, διαιρουμένης εἰς τὸ σημεῖον Β εἰς δύο 
ἴσα μέρη. 


«ΠΤ ερεύνησις. α) ᾽Εὰν ἡ ΧΎ’ διέρχεται διὰ τοῦ κέντρου, εἰς ἐκά- 
στὴν τῶν δύο ἡμιπεριφερειῶν ἀντιστοιχεῖ καὶ ἕν μέγιστόν--ἰἴσον 
πρὸς τὸ ἥμισυ τοῦ ἐγγεγραμμένου εἰς τὴν περιφέρειαν τε- 
τραγώνου. 

β) ᾿Εὰν ἡ ΧΎ’ τέμνῃ τὴν ἀκτῖνα ΟΖ΄, εἰς ἕκαστον τῶν ἼΡΙζΟ. 
μένων δύο κ. τμημάτων ἀντιστοιχεῖ καὶ ἕν μέγιστον. ᾿Αναφέρομεν 
τὰς ΠΕ ΊαΡο ας τοῦ ἐμβαδοῦ (ΑΒΓ), ἀναλόγως τῆς θέσεως τῆς 
χορδῆς Β 

1). Εἰς ἐ: σημεῖον Ζ εἶναι ΒΓ -- Ο καὶ (ΑΒΓ) ἐπίσης μηδέν. 

2) ᾿Απὸ τῆς θέσεως αὐτῆς μέχρι τῆς ΒΓ, τὸ ἐμβαδὸν (ΑΒΓ[ 
αὐξάνει καὶ μέχρι τοῦ ΠΥ στοῦ του. 

3) ᾿Απὸ τῆς θέσεως ἘΣ χρι τῆς ἐπὶ τῆς ΧΎ’ χορδῆς τῆς πε- 
Ριδερεισς, τὸ τὸ ἐμβαδὸν (ΑΒΓ) ἐλαττοῦται μέχρι τῆς ἐλαχίστης αὐ- 
το τιμῆς -- 0, 

4) ᾿Απὸ τῆς τελευταίας ταύτης θέσεως, τὸ ἐμρθδον αὐξάνει 
μέχρι τοῦ δευτέρου μεγίστου του εἰς τὴν θέσιν ΒΓ 
ΠΣ Ξ ΞῈ ᾿Απὸ τῆς θέσεως ΒΓ’ ἐλαττοῦται μέχρι μηδενισμοῦ διὰ 

ΞΕ ΞΕΖ' 

Υ) Ἐὰν ἡ ΧΎ' ἐφάπτεται τῆς περιφερείας εἰς τὸ Ζ' λ. χ., ὑπάρ- 
χει ἕν μόνον μέγιστον. Τὸ ἀντίστοιχον τρίγωνον ΑΒΓ εἶναι ἰσοδύ- 
ναμον. πρὸς τὸ ἐγγεγραμμένον ἰσόπλευρον τρίγωνον Ζ'ΒΓ(ϑΘ 1705). 

δ) ᾽Εὰν ἡ ΧΎ’ εἶναι ἐξωτερικὴ τῆς περιφερείας --- εἰς τὴν θέ- 
σιν ΧΥ͂ λ. χ. -- ὑπάρχει μία μόνον λύσις. 


Πρόβλημα 617 


1714. Νὰ ἠλυμώ τὸ μεγαλύτερον ἐκ τῶν ἐγγεγραμμένων εἷς δοδϑεῖ- 
σαν περιφέρειαν τοιγώνων καὶ ἐχόν- 
των διαφορὰν δύο γωνιῶν δεδομέ- 


γὴν γον ονν φ. 
. διότι. οἱ 8Ρ., τόμ. 
ΙΧ, σ. πΝ 


Ἕστω ΑΒΓ τὸ ζητούμενον 
τρίγωνον καὶ Α -- Γ Ξξφ. 

Γνωρίζομεν ὅτι ἡ διχοτόμος 
ΒΕ σχηματίζει μετὰ τῆς βά- 
σεὼς γωνίας ἐχρῦθας διαφορὰν 
Α -- Γ τετῷφ (δ 465). ᾽Εὰν τ οἰκὸν 
ΨΊ εἶναι ἐφαπτομένη τυχοῦσα 
καὶ ΔΒ χορδὴ σχηματίζουσα μετὰ 
τῆς ἐφαπτομένης ταύτης γωνίας 


ΒΔΥι -- ΒΔΤ ΞΦ, 


ἡ βάσις ΑΓ τοῦ τριγώνου ΑΒΓ 
θὰ πρέπει νὰ εἶναι παράλληλος 
πρὸς τὴν ΔΤ καὶ ἡ κορυφή του τὸ σημεῖον Β. 

Τὸ πρόβλημα ἀνάγεται οὕτω εἰς τὸ προηγούμενον τῆς 8 1713. 
ϑἐρόμεν, τὴν ὃ κάθετον ἐπὶ τὴν διάμετρον ΔΟΔ΄ καὶ κατασκευά- 
ἜΟΡΕν, ἐφαπτομένην ΖΑΘ διχοτομουμένην εἰς τὸ σημεῖον ἐπαφῆς 
της 


Σχ. {112 
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Διερεύνησις. Αὕτη εἶναι ἀνάλογος τῆς προηγουμένης (5 1713): 
ἀλλ’ ἐπειδὴ τὸ σημεῖον Β θὰ ἀνήκῃ πάντοτε εἰς τὴν περιφέρειαν, 
ἡ παράλληλος ΒΡ πρὸς τὴν ἐφαπτομένην ΧἹὙΊ θὰ τέμνῃ πάντοτε 
τὴν περιφέρειαν καὶ θὰ. ὑπάρχουν ἑπομένως δύο πάντοτε λύσεις 
(ἢ δύο σχετικὰ μέγιστα). 

Οὕτω, διὰ βάσιν ἐγγύτατα τοῦ σημείου Δ τὸ ἐμβαδὸν (ΑΒΓῚ[ 
εἶναι ἐλάχιστον. ᾿Απομακρυνομένης τῆς βάσεως ἀπὸ τοῦ σημείου 
τούτου, τὸ ἐμβαδὸν αὐξάνει, γίνεται μέγιστον (σχετικὸν) εἰς τὴν θέ- 
σιν ΑΓ καὶ ἀπὸ τῆς θέσεως ταύτης ἐλαττοῦται πάλιν μέχρι μηδε- 
νγισμοῦ, ὅταν ἡ ΑΓ λάβῃ θέσιν ἐπὶ τῆς ΒΡ. Αὐξάνει ἀκολούθως 
μέχρι τοῦ δευτέρου του (σχετικοῦ) μεγίστου εἰς τὴν θέσιν ΑἼΓ΄ 
τῆς ΑΓ, ἐλαττοῦται κατόπιν καὶ μηδενίζεται διὰ Α ΞΞΓ ΞΞ Δ΄. 


Πρόβλημα 618 


͵ 1716. Ἑὶς δοθέντα κυκλικὸν τομέα νὰ ἐγγραφῇ τὸ μέγιστον ὀρϑο- 
γώνιον. 


(θλ. Μέϑοδοι, 8 364). 
Προόβλημα 618--] 


1716. Νὰ σπουδασθοῦν αἱ μεταβολαὶ τοῦ μεγίστου ὀρϑογωνίου τοῦ 
ἐγγεγραμμένον εἰς τομέα δοϑέν- 
τος κύχλου, ὅταν ἡ ἐπίκεντρος 
γωνία μεταβάλλεται. 

Ἑὶς δοϑέντα χυχλικὸν τομέα 
ΑΟΒ ἀντιστοιχεῖ ὁ κατὰ κορν- 
φὴν αὐτοῦ ΑΟΒΔ καὶ συμπλη- 
οῶν μετὰ τοῦ πρώτον τὸν ὅλον 
κύχλον. 

Ποία ἣἧ σχέσις μεταξὺ τῶν 
μεγίστων ὀρθογωνίων τῶν ἐγγρα- 
φομένων εἰς ἕκαστον τῶν ιομέων 
τούτων ; 


1) ᾿Αρκεῖ νὰ θεωρήσωμεν 
τὰ ἡμίση τῶν τομέων καὶ τὰ 
ἡμίση τῶν μεγίστων ὀρθο- 
γωνίων. 

Διὰ τὴν γωνίαν ΗΟΧ΄, τὸ 
σημεῖον Τ (δηλ. ἡ μία κορυφὴ 
τοῦ μεγίστου ἐγγεγραμμένου ὀρθογωνίου εἰς τὸν κυκλ. τομέα δι- 
πλασίας ἐπικέντρου γωνίας) εἶναι μέσον τοῦ τόξου καὶ τῆς ἐφα- 
πτομένης ΤΣ. Διὰ τόξον ΑΕ μεγαλύτερον αὐτοῦ, τὸ σημεῖον ὕ΄, 
μέσον τοῦ τόξου ΑΕ, δίδει τὴν ἀφαπτομένην ὕῊ. 

᾿Επειδὴ δὲ τὸ ὀρθογώνιον ΜΌΧΥ εἶναι τὸ ἥμισυ τοῦ τριγώνου 
ΗΟΖ. (8 352), δηλ. ἰσοδύναμον πρὸς τὸ τρίγωνον ΠΟῊ καὶ προφανῶς 


' ὕΟΗ » ΤΟΣ, 


ἕπεται ὅτι τὸ μέγιστον ὀρθογώνιον αὐξάνει μετὰ τῆς ἐπικέντρου 
γωνίας τοῦ κυκλ. τομέως εἰς ὃν εἶναι ἐγγεγραμμένον. Συνήθως δὲν 
θεωροῦμεν κυκλ. τομεῖς ἀνοίγματος μεγαλυτέρου τῶν 1809 -- εἰς ὃ 
καὶ ἀντιστοιχεῖ τὸ μεγαλύτερον ἐκ τῶν μεγίστων ὀρθογωνίων᾽ ἀὰν 
ὅμως θεωρήσωμεν τομεῖς μεγαλυτέρου ἀνοίγματος, ὡς τὸν ΑΟΔΒ, 


Σχ. 1{{3. 
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καὶ εἰς αὐτὸν πάλιν ἐγγράφετσι μὲ τὸν ἴδιον τρόπον ἕν μέγιστον 
ὀρθογώνιον. 


΄ς 

Διὰ ΑΟΒ -Ξ 3605, τοῦ τετραπλεύρου ΟΖΉΖ ἡ κορυφὴ Η ἔχει 
ἀπομακρυνθεῖ εἰς ἄπειρον καὶ τὸ ἀντίστοιχον μέγιστον ὀρθογώ- 
νιον ἔχει ἐμβαδὸν ἐπίσης ἀπείρως μεγάλης τιμῆς. 

2) Τὸ ὀρθογώνιον ΝΘΟῸΧ εἶναι ἰσοδύναμον πρὸς τὸ τρίγωνον 
Ζ’ ΟΗ, τὸ δὲ ὀρθογώνιον τοῦ ὁποίου μία κορυφὴ εἶναι τὸ |, ἰσοδύ- 
ναμον πρὸς τὸ τρίγωνον ΟΛΚΙ,, ᾿Αρκεὶ λοιπὸν νὰ μελετηθῇ ἡ σχό- 
σις τῶν δύο αὐτῶν τριγώνων. 

᾿Επειδὴ τὰ τρίγωνα ΟΘΖ’ καὶ ΟΙΛ εἶναι ὅμοια, θὰ ἔχωμεν 


ΟΘ 962Ζ’ γε τς 


καὶ ἑπομένως 
(ΖΊΟΗ) .(ΟΛΙΚ)-Ξ- (0Θ. ΘΖ} (ΟΙ ..1λὴ ΞΕ (ΟΘ. ΟἹ) (ΘΖ΄.1Δ}) 
ἢ (ΖΊΟΗ) (ΟΛΙ) ΞΕ ΗῬ. Ε᾽ ΞΞ Ε“. 


Δηλαδή : Τὸ γινόμενον τῶν ἐμβαδῶν τῶν μεγίστων ὀρϑογωνίων, τῶν ἐγ» 
γραφομένων εἰς δύο συμπληροῦντας περιφέρειαν κυκΆ. τομεῖς, εἶναι σταϑερὸν 
καὶ ἴσον ποὸς τὴν τετάρτην δύναμιν τῆς ἀκτῖνος τῆς περιφερείας. 


πρόβλημα 619 


1717. Εἰς δοϑὲν κυκλικὸν τμῆμα νὰ ἐγγραφῇ τὸ μέγιστον ὀρθογώνιον. 
(Βλ. Μέϑοδοι, 8 364, 2)). 


Προόβλημα 620 


1718. Δοθϑείσης ἡμιπεριφερείας, νὰ ἀχϑῇ χορδὴ αὐτῆς" παράλληλος 
πρὸς δοϑεῖσαν διεύϑυνσιν καὶ τοιαύτη, ὥστε τὸ τετράπλευρον μὲ ἀπέ- 
ναντι πλευρὰς τὴν χορδὴν ταύτην καὶ τὴν διάμετρον τῆς ἡμιπεριφερείας 
γὰ εἶναι τὸ μέγιστον. 


(Βλ. Μέϑοδοι, 8 366). 
Προόβλημα 680-.-- 


1718 α. "Ἔκ τῶν τόξων τοῦ αὐτοῦ μήχους καὶ ἀνηκόντων εἰς διαφό- 
οους περιφερείας, ποῖον ἐκεῖνο διὰ τὸ ὁποῖον τὸ ἀντίστοιχον κυχλικὸν 
τμῆμα ἔχει τὴν μεγίστην ἐπιφάνειαν ; 

Εἶναι ἡμιπεριφέρεια. ᾿Επειδὴ τὸ μέγιστον τῆς ἐν λόγῳ ἐπιφα- 
νείας λαμβάνεται ταὐτοχρόνως μετὰ τοῦ μεγίστου τῆς ἐπιφανείας, 
ἣν θὰ ἔδιδε τόξον διπλάσιον τοῦ θεωρουμένου. Τὸ τελευταῖον δὰ 
τοῦτο θὰ ἦτο ὁλόκληρος περιφέρεια καὶ ἐπιφάνεια αὐτῆς ἡ μεγί- 
στη ἐκ τῶν περικλειομένων ὑπὸ γραμμῆς σταθερᾶς περιμέτρου. 


Πρόβλημα 621 


1719. Μὲ κέντρον τὸ σημεῖον ἐπαφῆς Δ μιᾶς ἐφαπτομένης δοϑείσης 
περιφερείας (Ε) γράφομεν ἡμιπεριφέρειαν ΕΑΖ τέμνουσαν τὴν (Ε). Συν- 


δόομεν ἀχολούϑως ἕν τῶν σημείων τομῆς Α μετὰ τῶν ἄχρων Ε, Ζ τῆς 
διαμέτρου τῆς γραφείσης ἧ""ιπεριφερείας διὰ τῶν χορδῶν ΑΕ, ΑΖ αὐτῆς. 


Ζητεῖται ὅπως εἰς ἕκαστον τῶν χυχλικῶν τμημάτων, τῶν ὁριζομένων 
ὑπὸ τῶν εὐθειῶν ΑΕ, ΑΖ, τῆς περιφερείας (Κ) ἐγγραφῇ τὸ μέγιστον 
τραπέζιον. 


Τὰ τμήματα ΕΔ, ΔΖ τῆς ἐφδττομενης εἰς τὸ Δ εἶναι ἴσα, ἕκα- 
στον δὲ τῶν ζητουμένων σημείων Β, Γ εἶναι ἡ κορυφὴ τοῦ μεγί- 
στου ὀρθογωνίου, τοῦ ἐγγραφομένου εἰς τὸ ἀντίστοιχον κυκλικὸν 
τμῆμα. Κατὰ τὸ ϑεώρημα τοῦ Ροϊϊοοῖς (8 668) ἑπομένως, τὰ τρία 
σημεῖα Β, Γ, Δ εἶναι κορυφαὶ ἰσοπλεύρου τριγώνου ἐγγεγραμμέ- 


ΣΧ. 111’. 


γου εἰς τὴν περι φερεῖαν (Κ). 'Ορίζονται κατὰ συνέπειαν ἀμέσως 
τὰ σημεῖα Β καὶ Γ. 

Κατὰ τὰς 88 365 καὶ 1708, τὸ τραπέζιον ΑΘΒΗ εἴναι ἰσοδύ- 
ναμον πρὸς τὸ μέγιστον ὀρθογώνιον ΒΡΑΛ. 


Παρατηρήσεις. 1) Οἱαδήποτε καὶ ἂν εἶναι ἡ θέσις τοῦ σημείου 
Α ἐπὶ τῆς δοθείσης περιφερείας, ἡ ἡμιπεριφέρεια μὲ ἀκτῖνα ΑΔ 
ὁρίζει κυκλ. τμῆμα ΑΒΗ τοιοῦτον, ὥστε ἡ κορυφὴ Β νὰ εἶναι 
κοινὴ τῶν μεγίστων τραπεζίων τῶν ἐγγραφομένων εἰς τὰ διάφορα 
κυκλικὰ τμήματα ΑΒΠ (ὅταν δηλ. τὸ Α μεταβάλλεται). Τὸ αὐτὸ 
δὲ συμβαίνει καὶ διὰ τὸ σημεῖον Γ. ΠΡΟ στ, τὰ σημεῖα ταῦτα 
Β καὶ Γ εἶναι σταθερὰ τῆς περιφερείας (Κ), ὡς κορυφαὶ ἰσοπλεύ- 
ρου τριγώνου ΒΓΔ μὲ σταθερὰν τὴν κορυφὴν Δ. 

2) Τὸ ὀρθογώνιον ΔΙΑΚ εἶναι μέγιστον, ὡς καὶ τὸ ἰσοδύνα- 
μον πρὸς αὐτὸ τραπέζιον ΑΗ ΔΙ". 

3) Τὸ γενικὸν πρόβλημα: νὰ ἐγγραφῇ τὸ μέγιστον τραπέζιον 
εἰς ἕν τοὐλῶν κυκλ. τμῆμα ΑΒΗ, δὲν ποναῖς, νὰ λυθῇ διὰ τῆς χρή- 
σεὼς τοῦ κανόνος καὶ τοῦ διαβήτου μόνον. 

᾿Επειδὴ ὑπάρχουν τρία κυκλ. τμήματα καὶ ἑπομένως τρεῖς 
ἀπαντήσεις, ὁριζόμεναι διὰ τῶν σημείων Β, Γ καὶ Δ. Ὁ δὲ καθο- 
ρισμὸς τῆς ἐφαπτομένης ὁδηγεῖ εἰς ἐξίσωσιν τρίτου βαθμοῦ. 
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᾿Αριϑμητικαὶ σχέσεις 


Πρόβλημα 692 


1720. Νὰ ὁρισϑοῦν ἢ πλευρὰ α καὶ ἡ ἐπιφάνεια ἰσοπλεύρου τριγώ- 
νου συναρτήσει τοῦ ὕψους υ. --- Νὰ ἐχφρασϑῇ ἡ ἐπιφάνεια τοῦ κανονι- 
κοῦ ἑξαγώνου συναρτήσει τοῦ ἀποστήματος υ αὐτοῦ. 


1) ΑΒ -- ΒΔ: Ξε υ" (σχ. 1115). 


ΓΒΕ. ΟΕ εἰς ὰν ΤῊΝ 4 
, α 2 νἽ υ 
: δυ 2730 
: καὶ α --- - , 
Ξε πθα Τ3 Ἂ 
Σχ. 1115. ; .α΄ἂἄυ Ζυϊβ νυ υ!' 
2) Ἐμβαδὸν -- --- ΞΞ ---- Σ7γ: 


3) ᾿Εμβαδὸν καν. ἐξαγώνου Ξ: δ υ 13. 
Πρόβλημα 622 -- 


1721. 1) Τὸ ἐμβαδὸν ἰσοπλεύρου τριγώνου συναρτήσει τοῦ ἀϑροί- 
σματος λ' τῆς πλευρᾶς καὶ τοῦ ὕψους αὐτοῦ εἶναι 


515. 
Π7- 473 
9) Τὸ ἐμβαδὸν ἰσοπλεύρου τριγώνον συναρτήσει τῆς διαφορᾶς ὃ τοῦ 
ὕψους ἀπὸ τῆς πλευρᾶς αὐτοῦ εἶναι 
.δ᾽175 
7η---.4 13 
8) Τὸ ἐμβαδὸν ἰσοπλεύρου τριγώνου συναρτήσει τοῦ ἀϑροίσματος λ᾽ 
ἢ τῆς διαφορᾶς δ΄ τοῦ ἀποστήματος ἀπὸ τῆς πλευρᾶς αὐτοῦ εἶναι ἀντι- 
στοίχως 
9. 13 9853γ3 
1- 43 13-- 473 
Πρόβλημα τοῦ σεγῥενί 638 


2732. Νὰ ἐκφρασϑοῦν τὰ μήχη τῶν χαϑέτων πλευρῶν ὀὑρϑογωνίου 
τριγώνου συναρτήσει τῆς ὑποτεινούσης καὶ τοῦ ἐμβαδοῦ τοῦ τριγώνου. 


ἊΑν α εἶναι ἡ ὑποτείνουσα καὶ σ" τὸ ἐμβαδόν, τὸ γινόμενον βγ 
εἶναι τὸ διπλάσιον τοῦ ἐμβαδοῦ. Θὰ ἔχωμεν ἑπομένως τὰς σχέσεις 


β’ -Ἐ γ᾽ ΞΞ- α' () 
καὶ βγξξ2σ" ἢ 2βγ-Ξ- 4οϑ. (2) 
Προσθέτοντες καὶ ἀφαιροῦντες αὐτάς, λαμβάνομεν 


(β - γ)" ΞΞ α' - 4 σ᾽, 
(β -- γ)" ΞΞ αὉ -- 4 σ᾽. 


ΕΞΞ 
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Ἑπομένως 
β-- -Σ (71: Ξ 6: Ἔ 7α:-- 4σ5), 


γτι-Σ (ΠἸα ΞΕ ζσε -- 7α5-Ξ- 4). 


1732 α. Σημείωσις. Ἢ ἀνωτέρω λύσις ἐδόθη ὑπὸ τοῦ σετγδοτι 
καὶ θεωρεῖται ὑπὸ τοῦ ΟΠε65165 (Αρενρμ Ηἰϑίογίψ μθ, δα ἐκδ., σ. 505) 
ἀξιόλογος διὰ τὴν ἐποχὴν ἐκείνην (περὶ τὸ 1000), ἐπειδὴ ἐξαρτᾶτάι ἐκ 
τῆς λύσεως ἐξισώσεως β’ βαθμοῦ. 

Διὰ τὰς ἐργασίας τοῦ Οεοτῦοτί, βλέπε |ἰ3έοῖγε ἠε8 Μαϊίπέπια- 
ἰἐφιε5 τοῦ αςηιιεβ Βονεσ, σ. 78. 


Προόβλημα 6Θ298--1 
1728. Νὰ ἐκφρασϑῇ τὸ ἐμβαδὸν τοῦ ἐγγεγραμμένου εἰς ἰσόπλευρον 
τοίγωνον τετραγώνου συναρτήσει τῆς πλευρᾶς τοῦ τριγώνου. 


Εἰς προηγούμενον ζήτημα (8 1490), ὑπεδείχθη ὁ τρόπος ἐγγρα- 
φῆς τοῦ τετραγώνου τούτου καὶ εὕρομεν ὅτι τὸ ἥμισυ τῆς πλευ- 
ρᾶς χ τοῦ τετραγώνου εἶναι γινόμενον τοῦ ἡμίσεος τῆς πλευρᾶς 


α τοῦ τρινώνου ἐπὶ τὸν ἀριθμὸν 2 [3--- 3. Ἑπομένως 
Ε-- χ -: αϑ (21 -- 1273}. 
Πρόβλημα 624 
ΕΠ: Ὲ Νὰ εὑρεϑῇ τὸ ἐμβαδὸν τριγώνου συναρτήσει τῶν τριῶν ὑψῶν 
αὑτοῦ. 


᾿Ας εἶναι α, β, γ αἱ πλευραὶ τοῦ τριγώνου, υα, υβ, υγ. τὰ 
ὕψη αὑτοῦ, Ε τὸ ἐμβαδόν του καὶ Ε΄ τὸ ἐμβαδὸν τοῦ τριγώνου 
μὲ πλευρὰς 


ὌΝ ΕΟ Ί ΙΝ 1 
δε ἐν πεν" 
Θὰ ἔχωμεν: 
Ε α 2 
ΞροΣ ἰῷ ὩΣ υἷι 
υα3 
εἰς τς τς ἡ 
ΕἸ 4ττ Ξαὶ π΄ ΞΡ, τ ΞΎ7᾽ 


ὅπου ἐτέθη: 2 τ΄ -Ξ- α’ Ἐβ' Ἐγ΄. 


17234.α. Σημείωσις. 1) Μία ἄλλη ἀπόδειξις ὑπάρχει εἰς τὴν 2αν 
καὶ 3ηνι ἔκδ. τῶν Εαεγοὶοοβ ἀ6 ἀέονπιδίνίο. Βλ. ἐπίσης : Ν. Α., 1843, 
σ. 546, πο 33, Τεγηιοπι καὶ 1846, σ. 225, Ἠτεῖ. 

2) Ἢ ἔκφρασις τοῦ ἐμβαδοῦ τοῦ τριγώνου συναρτήσει τῶν 
τριῶν πλευρῶν αὑτοῦ δίδεται, ἄνευ ἀποδείξεως, ὑπὸ τοῦ “ρωνος 
τοῦ νεωτέρου καὶ κατὰ τὸν Μαχίτη ϊεπ Ματὶς (ΠΙβίογα 465 ϑοϊθη- 
εε8 Μαϊμένιαιϊσιιοβ οἱ ἢ νϑβίσφιιο5, τόμ. 1, σ. 177) θὰ πρέπει νὰ ἀνήκῃ 
εἰς αὐτόν, ἀντιθέτως πρὸ: τὴν ἄποψιν, καθ᾽ ἣν ἡ πατρότης τῆς 
προτάσεως αὐτῆς ἀποδίδεται εἰς τὸν “ρωνα τὸν πρεσβύτερον ἢ ᾿Α1ε- 
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ξανδρινὸν (Αγρετρι πιίϑίογίσμο σ. 544. --- Ν. Α., 1861, σ. 432, σημ. τοῦ 
ψιποσπῖ. --- Ηἰϑίοίγα ἀ6 Μαίμένια(ί,φιιο8, ὑπὸ Ε΄. Ἡδέξετ, σ. 241). 

Ἡ γεωμετρικὴ ἀπόδειξις (6.. πὸ 352) ὀφείλεται εἰς τὸν Λεονάρο- 
δον τῆς Πίζης (8 1604). 


Πρόβλημα 624--] 


1724. Νὰ εὑρεϑῇ τὸ ἐμβαδὸν τριγώνου συναρτήσει τῶν διαμέσων 
αὐτοῦ μα, μβ, μη... 

Προεκτείνοντες τὴν διάμεσον ΓΘΔ τ τὸ κ. βάρους) κατὰ μῆ- 
κος ΔΗ -- ΘΔ, λαμβάνομεν τρίγωνον ΒΘΗ, τοῦ ὁποίου τὸ ἐμβα- 
δὸν εἶναι τὸ τρίτον ἐκείνου τοῦ τριγώνου ΑΒΓ. ᾿Επειδὴ αἱ πλευ- 
ραὶ τοῦ τριγώνου αὐτοῦ εἶναι 


ΒΘ -- “2: με, ΘῊ -- -Ξ.μν, ΗΒ -- Ζι μα, 
ἡ ἐπιφάνειά του εἶναι 


Ἑπομένως: 
. 4 ἡπγχηχ---ττττεσεικτεττ-ττ τς, τττττττς: 
Ε-- (ΑΒΓ)--3 .Ε-ε --Υ ΜῸΜ -- ὁ μα Υ(Μ -- μρ}(Μ--μν} 


ὅπου ἐτέθη: 
μ---α ραν 
2 


Προ7όβλημα 625 


1725. Συναρτήσει τῶν πλευρῶν δοϑέντος τριγώνου ΑΒΓ', νὰ ἐκφρα- 
σϑῇ ὁ λόγὸς τοῦ ἐμβαδοῦ του πρὸς τὸ ἐμβαδὸν 
τοῦ τριγώνου μὲ κορυφὰς τοὺς πόδας τῶν ἐσωτε- 
οἰκῶν διχοτόμων τοῦ ΑΒΓ. 

Ἔστω ΑΒΓ τὸ δοθὲν τρίγωνον καὶ ΔΕΖ 
τὸ τῶν ποδῶν τῶν ἐσωτερικῶν διχοτόμων. 
᾿Επειδὴ τὰ τρίγωνα ΗΓΔ καὶ ΑΒΓ ἔχουν 
μίαν γωνίαν κοινήν, θὰ ἔχωμεν: 


(ΗΓΔ) ἩΓ.ΓΔ 


(ΑΓΒ); ἀρ ᾿ () 
Σχ. 1116. ᾿Αλλ᾽ εἶναι 
ἬΓ δ ΡΒ ες ΡΒ. 
α Υ ’ἀἀτγ α΄ ΓΥ 
καὶ ἀναλόγως 

ΓᾺΡ. 
Ἑ πομένως: ὙΥ 
(ΗΓΔ) αβ 


(ΑΓΒ) ζα-ΕὙ)(β Εν) (2) 
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(ΕΒΔ) αγ Ὡ 
(ΑΒΓ) " (6 Ἐ Β) (β- Ἐ Υ)᾽ 
(ΗΑ Ε).. βγ - 


(ΒΑΓ) (α -Ἐβ) (α-Ἐλ)᾽ 
Διὰ προσθέσεως κατὰ μέλη τῶν σχέσεων (2), (3) καὶ (4), λαμ- 
βάνομεν 


(ΑΒΓ)- (ΠΕΔ)ὴ αβ(α -Ἐ β) Ἔ βγ(β Ὁ γ) Τ᾿ γα (γ- α) 


ἃ καὶ (ΑΒΓ) (α -Ε β) (β ἜΛ ) (Υ τ α) 
(ΗΕΔ) (α-8) (β-γ) (γ-α)--αβ (α-β)--βγ (β-γ)-- χα (γα) 
(ΑΒΓ) (α -Ε β) (β -Ἐγ) (Υ Ὁ α) 


᾿Απλοποιοῦντες καὶ ἀντιστρέφοντες τοὺς ὅρους, εὑρίσκομεν 


τελικῶς: 
(ΑΒΓ) (α-Ἐβ) (Β-ΕΥ) (γα) 
(ΗΕΔ) ὁ αβγ 


1728 α. Σημείωσις. 1) Βλέπε : ἤδυμο ἀε ἰ᾿ Επδεϊσποννοηΐ βοσοηπάἀαὶνο 
ϑρέοιαί, 1879, σ. 123 καὶ Κὰρ. αἀ’ Αἰσέδνε ὑπὸ Ἐ΄ Ο. - Μ., πὸ 126. 

2) ᾿Εὰν 8, Ρ, Ο εἶναι ἀντιστοίχως τὰ ἐμβαδὰ τοῦ δοθέντος 
τριγώνου, τοῦ ποδικοῦ τῶν ἐσωτερικῶν διχοτόμων καὶ τοῦ ποδι- 
κοῦ τῆς ἐσωτερικῆς διχοτόμου τῆς γωνίας Α καὶ τῶν ἐξωτερικῶν 
διχοτόμων τῶν γωνιῶν Β καὶ Γ, θὰ ἔχωμεν τὰς σχέσεις : 


ρ.- 26. 0... 2.βγ΄. 
“ (α Ἐ β) (β -Ἐ) (Υ - αλ)΄᾽ (α -- β) (α -- ) (β - Υ) 


(Ν. Α., 1879, οσ. 528, ᾿οβῖος καὶ 1880, σ. 473, ἀπόδειξις ὑπὸ 
Εαιγό, κλπ). 


1736 β', Προβλήματα. ᾿ἦὰ εὑρεθοῦν τὰ ἐμβαδὰ τῶν τριγώνων 
μὲ κορυφάς. 

1) Τὰ μέσα τῶν ὑψῶν τριγώνου. 

2) Τὰ μέσα τῶν διχοτόμων αὐτοῦ. 

3) Τὰ μέσα τῶν ἀποστάσεων τοῦ ὀρθοκέντρου ἀπὸ τῶν πλευρῶν. 

4) Τὰ μέσα τῶν ἀποστάσεων τοῦ ὀρθοκέντρου ἀπὸ τῶν κορυφῶν. 

Βλέπε: 1. ἀ. Μ., 1906, σ. 174 καὶ 1911, σ. 79, ἀπαντήσεις τῶν Βτο- 
Ἑσατά, Ηεπᾶϊό, σδπίγ, Ὀοΐίαματε, Μαίμίδυ, Βασραζγίη, Ιβοῖ κλπ. 


Προόβλημα 626 


1726. Νὰ ὑπολογισϑῇ τὸ ἐμ- 
βαδὸν τραπεζίου συναροτήσει τῶν 
τεσσάρων πλευρῶν του. 


Τὸ τραπέζιον ΑΒΓΔ (σχ. 
1117) ἀποτελεῖται ἐκ τοῦ πα- ἘΞ ΞΞ: 
χῷ ηλογράμμου, Ρ μὲ βάσιν Σχ. 4117. 

καὶ ὄψος υ, καὶ ἐκ τοῦ τρι- 
γώνου 1, μὲ πλευρὰς α,Υγ καὶ ΔΕ --β -- δ. ΓἜστω Ε ἡ ἐπιφάνεια 
τοῦ τραπεζίου" θὰ ἔχωμεν : 


Ἐς Ῥεδυ, Τ -- 
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᾿ Τ΄ β-- δ’ δ᾽ 
ἢ 

Ε. Ἐπ: γα ξργα- δ,-.--ὃ- αγίς-- 8-- τ), 
ὅπου ἐτέθη Ὡιτ-Ξα Ἔβ-  γ- 8. 


2726 α. Παρατηοήσεις. 1) Τὸ ἐμβαδὸν ἑνὸς ἐγγραψίμου τετρα- 
πλεύρου δίδεται ὑπὸ τοῦ τύπου τοῦ 
Ν Βγδῆπια - Ουρίδ: 


ὉΝ Ε -- 17 {---.} (τ---Β) -- ν) (- ὃ). 

ε 2) Τὸ ἐμβαδὸν τοῦ τριγώνου ΛΜΝ 
(σχ. 1118), μὲ κορυφὰς τὰ τρία δια- 
γώνια σημεῖα ἑνὸς ἐγγραψίμου τε- 
τραπλεύρου εἶναι 


(λμν)-- “1{-α)-6) (--- γγτ--δ) 


(ἣν - 5) {γε - 8) 


(1. ἃ. Μ., 1903, ο. 160, π5 2112, 
Μαιμῖδυ). 


Προόβλημα 627 


1727. Αἱ παράλληλοι πλευραὶ ἑνὺς ἐγγεγραμμένον εἰς περιφέρειαν 

τραπεζίου κεῖνται πρὸς τὸ αὐτὸ μέ- 
οοὺς ὡς πρὸς τὸ κέντρον χαὶ ἰσοῦνται 
πρὸς τὴν ἀχτῖνα τῆς περιφερείας καὶ 
τὴν πλευρὰν τοῦ ἐγγεγραμμένου εἰς 
αὐτὴν ἰσοπλεύρου τριγώνου. Νὰ ὑπο- 
λογισϑῇ τὸ ἐμβαδὸν τοῦ τραπεζίον 
τούτου συναρτήσει τῆς ἀκτῖνος τῆς 
περιφερείας. 


Ἔστω ΑΔ --ΕοΕἾἶ3 καὶ ΒΓ .--ρ. 
᾿Επειδή, ὡς γνωστὸν 


Πρ τ 795. 
Σχ. 4110. 
τὸ ὕψος τοῦ τραπεζίου θὰ εἶναι 
ΕΖ -- Ξ (5 -- ἡ () 
καὶ τὸ ἡμιάθροισμα τῶν βάσεών του 
ΑΕ -ἘΒΖ-- τ: (13- 1). (2) 
“Επομψένως: 


(ΑΒΓΔ) ---(ΕΖ). (ΑΕ - Β2)-- ο΄. ΒΕ φ' : 
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Εἶναι δηλ. τὸ ἐν λόγῳ τραπέζιον ἴσον πρὸς τὸ ἥμισυ τοῦ τε- 
τραγώνου μὲ πλευρὰν τὴν ἀκτῖνα ρ. 
Πρόβλημα 6287 -- 1 


1728. Νὰ ὑπολογισθϑῇ τὸ ἐμβαδὸν τοῦ τραπεζίου ΑΔΗΘ τοῦ προη- 


᾿γουμένου σχήματος, διὰ τὸ ὁποῖον αἱ πλευραὶ ΑΔ ΄--ρ 78 καὶ ΘΗ -Ξρ 
κεῖνται ἑκατέρωθεν τοῦ κέντρον Ο. 


Θὰ ἔχωμεν ΕΙ - ([3-.. (3) 
καὶ (ΑΔΗΘῚ -Ξ- ΒΕ (2- 75}. 


Πρόβλημα 637--11 


1720, Νὰ ὑπολογισϑῇ τὸ ἐμβαδὸν τοῦ τραπεζίου ΜΝΉΘ, διὰ τὸ 
ὁποῖον αἱ διαγώνιοι ΘΝ, ΗΝ εἶναι ἴσαι πρὸς ΑΔ τες 78. 


Εἶναι τὸ ἥμισυ τοῦ ἐμβαδοῦ τοῦ κανονικοῦ ἐξαγώνου: 


ΜΟ -ἘΘι -- -ξ , ΠΝ ἄρα 


(ΜΝΗΘ) -- Ξ3ρ᾿ 5 


Πρόβλημα 628 


1780. Δύο περιφέρειαι μὲ ἀκτῖνας ΑΓ ---α καὶ ΒΔ -Ξ β ἐφάπτονται 
ἐξωτερικῶς. Ζητεῖται νὰ ὑπολο- 
ἢ συναρτήσει τῶν ἀχτίνων 
τῶν περιφερειῶν τὸ ἐμβαδὸν τοῦ 
τετραπλεύρου ΕΔΙΓΖ, μὲ κορυφὰς 
τὰ σημεῖα ἐπαφῆς τῶν ἐξωτερικῶν 
ἐφαπτομένων τῶν περιφερειῶν. 
"Ἂς εἶναι ΘΛ ἡ ἐσωτερικὴ 


κοινὴ ἐφαπτομένη καὶ ΘΗ κά- 
θετος ἐπὶ τὴν ΓΔ: 


ΘΖ -- ΘΟ --ΘΕ, 


καὶ τὸ Θ εἶναι τὸ μέσον τῆς 
ΕΖ. ᾿Επειδὴ τὸ ἐμβαδὸν τοῦ Στ. 1120, 

τραπεζίου λαμβάνεται διὰ τοῦ 

γινομένου ΓΔ. ΘΗ͂, ἀρκεῖ νὰ ὑπολογίσωμεν τὰ μήκη ταῦτα συναρ- 
τήσει τῶν ἀκτίνων α καὶ β. 

Παρατηροῦμεν πρὸς τοῦτο, ὅτι ἡ ἐξωτερικὴ ἐφαπτομένη ΓΔ 
εἶναι ἴση καὶ παράλληλος πρὸς τὴν κάθετον ΒΜ ἐπὶ τὴν ΑΓ, αἱ 
δὲ πλευραὶ ΑΒ καὶ ΑΜ τοῦ ὀρθογωνίου τριγώνου ΑΜΒ ἔχουν 
ὡς μήκη ἀντιστοίχως : 


ΑΒ-Ξα-β, ΑΜ-α--β. 


Ἑπομένως: 
ΓΔ ΞΞ  (α-Ἐ β)" -- (α -- β), ΓΔ -- 2 7αβ. 
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Τῶν ὑβθογώνιοΥ τριγώνων ΑΜΒ, ΘΗΛ αἱ πλευραὶ εἶναι κάθε- 


τοι ἐπ’ ἀλλήλας" εἶναι ἑπομένως ταῦτα ὅμοια καὶ πρὸς τούτοις 
ΘΛ- ΓΔ-Ξ-ἰ ΒΜ. 
Ἄρα: 
ΘΗΞ ΜΒ’: ΘΗ 4αβ .ς 4ᾳβ 
Θλ'-- ΑΒ ἢ 26 β τατΡ» “αἰ ΘΗ -Ξς Γε᾿ 
Ἑπομένως 


((ΔΕΖ) -- (ΓΔ) .(ΘΗ) -- 3, 5β]αβ 


Πρόβλημα 628--] 


1731. Ἰοῦ προηγουμένου τραπεζίου (ἃ 1780), νὰ ὑπολογισθοῦν αἱ 
βάσεις καὶ τὸ ὕψος. 


Τὰ τρίγωνα ΑΡΓ, ΑΜΒ εἶναι ὅμοια' ἑπομένως 


ΓΡ ΒΜ α. ΒΜ ͵2α7αβ 
αὖ ἈΒ᾽ Ὡ ἊΒ᾽ ἀ.β () 
2β 7αβ 
καὶ ὁμοίως ΔΠ -- ΒΞ ὅρος «ΟΣ (2) 
᾿Επίσης: ΠΝ 
ΑΡ ΑΜ ΑΡῦ α-β α (α -- β) 
τι ΑΒ ς΄ ὁπ ᾷατρ (3) 
: . βία --β) 
καὶ ΒΠ -- ΕΒ . (4) 
“Ἄρα ΡΠ- ΑΒ --ἀρ ἘΒΠε ἔσξ.. (5) 
Τὸ ἡμιάθροισμα τῶν βάσεων ΓΡ - ΔΠ εἶναι ἴσον πρὸς 
2α ἴαβ-Ἑ 287] 
ΞΡ ἘΣ 2 αβ (6) 


καὶ τὸ ἐμβαδὸν τοῦ τραπεζίου ἑπομένως : 


(ΓΡ -- Δ1Π). (ΡΠ) Ξε 2γαβ. 35.- ϑαργαδ, 


Προόβλημα 6258---1 


1782. Ἑϊς τὸ ἴδιον σχῆμα (1130), νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ ἐμβαδὰ τῶν 
τραπεζίων ΓΛΘΖ καὶ ΛΔΕΘ. 


Εὑρίσκομεν: 


2 γαβ (3α - β) αβ 
Τραπέζιον ΓΛΘΖ-ε- -- π΄ τὰς» 

. 2 γαβ (3 
Τραπέζιον ΛΔΕ “προ: ἘΡΣΙΕΡ 


“Επαλήϑευσις. (ΓΛΘΖ) - (ΛΔΕΘ) -- ΘΕ ΞΕ -- (ΓΔΕΖ). 
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πρόβλημα 628ὅ--111 


1788. Δύο περιφέρειαι τέμνονται ὀρθογωνίως. Νὰ ὑπολογισθϑῇ τὸ 
ἐμβαδὸν τοῦ τραπεζίου, τοῦ σχηματιζομένου ὑπὸ τῶν ἐξωτερικῶν κοι- 
γῶν ἐφαπτομένων καὶ τῶν χορδῶν ἐπαφῆς, συναρτήσει τῶν ἀκτίνων τῶν 
δύο περιφερειῶν. 


Ἡ γωνία ΑΝΒ εἶναι ὀρθὴ καὶ ἡ ἀπόστασις ΑΒ ἴση πρὸς 
δ -- 7α: -Ἐ Β". 


Α 
Σχ. 11}, 


᾿Εφαρμόζοντες τὴν μέθοδον, τὴν χρησιμοποιηθεῖσαν εἰς τὸ τέ- 
λος τῆς 8 1731, ὑπολογίζομεν τὰ μήκη ΓΡ, ΔΠ, ΡΠ. Εὑρίσκομεν : 
4 αβ ͵αβ (α 
(ΕΖΓΔ) -- ΕἸ Ἐς ΤΡ. 
πρόβλημα Θ29 


1784. Νὰ ὑπολογισθῇ τὸ ἐμβαδὸν τοῦ ἰδίον τραπεζίου, συναρτήσει 
τῶν ἀκτίνων α, βὶ καὶ τῆς διαχέντρον δ δύο ἐξωτερικῶς ἀλλήλων κει- 
μένων περιφερειῶν. 


Φέρομεν τὴν ΒΜ παράλληλον τῆς ΓΔ' εὑρίσκομεν 
ΒΜϑ -Ξ δἯ -- (α --- β)" ΞΞ λ", 
καὶ αἱ πλευραὶ τοῦ ὀρθογωνίου τριγώνου ΑΒΜ εἶναι γνωσταί. 


ΓΡ λἃ αλ . βλ ' 
τ π᾿ ΓΡτ "ες, ΔΠ-Ξ-ε-. Επομένως: 


(ΕΖΓΔ) -- 5: Ρ (γατξξτα ΞΡ}. 
Παρατηρήσεις. 1) Τὰ προηγούμενα προβλήματα (δ 628, Ι, {1,111} 
εἶναι εἰδικαὶ περιπτώσεις τοῦ ἀνωτέρω. 


Διὰ τὸ τῆς 8 1730 λ.χ., ἀρκεῖ νὰ θέσωμεν ὃ --α- β καὶ νὰ 
ἐκτελέσωμεν μερικὰς ἀπλοποιήσεις. 


2) Διὰ τὰς λεπτομερείας τῶν ὑπολογισμῶν εἰς τὰς 88 1732, 
1733, 1734 χαὶ 1736, βλ. 2αν καὶ 3ην ἔκδοσιν τοῦ παρόντος ἔργου. 
Πρόβλημα 680 

1786. Νὰ ὑπολογισθϑοῦν αἱ διαγώνιοι ἐγγραψίμον τετραπλεύρου 
συναρτήσει τῶν τεσσάρων αὑτοῦ πλευρῶν. 
Τὰ ϑεωρήματα τοῦ Πτολεμαίου (8 1209 καὶ 1211) δίδουν 


μν τ- αγ {- βδ () 
μ αβ- γδ 
ν᾿ Πἀδ ΡΥ τ 


Διὰ πολ)σμοῦ τῶν (1) καὶ (2) λαμβάνομεν: 


(αγ - β8) (αβ -Ε γδ) 
αδ - βγ 


καὶ διὰ διαιρέσεως αὐτῶν 
ν» --(αγ-Ἐ β8) (αδ -Ἐ βγ) 
αβ -Ἡ γὅ 


Πρόβλημα 630--1 


1786. Δίδεται τετράγωνον πλευρᾶς α. Ποῖον μέρος τοῦ τετραγώνον 
τούτου πρέπει νὰ ἀφαιρέσωμεν ἐξ ἑκάστης 
γωνίας, ὥστε τὸ ὑπολειπόμενον σχῆμα νὰ 
εἶναι κανονιχὸν ὀκτάγωνον ; 


Φέρομεν τὰς διαγωνίους ΑΓ, ΒΔ, 
τὰς εὐθείας ΕΖ, ΗΘ (διχοτόμοος τῶν 
γωνιῶν τῶν διαγωνίων), καθὼς καὶ τὰς 
διχοτόμους 1Π, ΚΛ, ΜΝ καὶ ῬΣ τῶν 
γωνιῶν τῶν τεσσάρων πρώτων εὐ- 
θειῶν. 

Τὰ ὑπὸ τῶν εὐθειῶν τούτων ὁριζό- 
μενα σημεῖα ἐπὶ τῆς περιμέτρου τοῦ 
τετραγώνου εἶναι αἱ κορυφαὶ τοῦ ζη- 
Στ. 1128. τουμένου ὀκταγώνου. 


Εὐρίσκομεν : 


μ᾽ Ξ 


ΔΙ-- α ( --α. (0,292893...). 


Ί Ί 
2 γε) “Πα ΤΑ 1421.. 
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Προόβλημα 681 


1787. Νὰ ἐκφρασϑθοῦν τὸ ἐμβαδὰ τῶν χανονικῶν πολυγώνων μὲ ῦ, 
12, 8, 10, δ καὶ 10 πλενρὰς συναρτήσει τῆς πλευρᾶς ἑκάστου. 


Περιοριζόμεθα νὰ ἐκθέσωμεν τὰ ἀποτελέσματα μόνον. Αἱ λύ- 
σεις τῶν προβλημάτων αὐτῶν εὑρίσκονται εἰς τὰς δύο πρώτας 
ἐκδόσεις τοῦ παρόντος ἔργου. 

:γΥγ3 
Κανονικοῦ ἐξαγώνον -- 5 1 Ξε αὐ (2,59807...). 


1738. Κανονικοῦ δωδεκαγώνου -- 3 α'Ῥ (2-Ε Υ13). 
1789. Κανονικοῦ ὀκταγώγον ---α (2-} 2 Υ2) -- α' (4,82684...). 


1740. Κανονικοῦ δεκαγώνγον --- : αΞ (}5 Ἤ2 γ5) Ξε αΞ (7,6942...). 


1741. Κανονικοῦ πενταγώνου -- αΞ (1,7205...). 
1742. Κανονικοῦ δεκαπεγνταγώνου -- αΞ (17,643...). 


1745. Σχόλιον. ᾽Ο ἑπόμενος τύπος ἐκφράζει τὸ ἐμβαδὸν τοῦ 
τυχόντος κανονικοῦ πολυγώνου συναρτήσει τῆς πλευρᾶς αὐτοῦ: 


Ϊ τ 
Εν τ -τ- να’ σφ (::) . 


Δηλαδή: Τὸ ἐμβαδὸν, κανονικοῦ πολυγώνου εἶναι τὸ τέταρτον τοῦ γινο- 
μένου τοῦ τετραγώνου τῆς πλευρᾶς αὐτοῦ, τοῦ πλήϑους τῶν πλευρῶν καὶ 
τῆς συνεφαπτομένης τοῦ ἡμίσεος τῆς γωνίας εἷς τὸ κέντρον αὐτοῦ. ((Ὁπι- 
ρίεπιοηίβ Ὧἀὁ Τρισοπογηέίγίο, πιὸ 348). 

Θὰ ἐφαρμόσωμεν τὸν τύπον αὐτὸν διὰ τὰ ἐμβαδὰ μερικῶν κα- 
νονικῶν πολυγώνων, διά τὰ ὁποῖα ἡ Γεωμετρία δὲν παρέχει ἄμε- 
σον τρόπον ὑπολογισμοῦ αὐτῶν. 


ΙΚανονικὸν ἑπτάγωνον. .. Ε. ΞΞ Ξ α σφ -- Ξ- α (3,6340...). 
Κανονικὸν ἐννεάγωνον.. . Ε, - α᾽ σφ τ- Ξε αϑ' (6,1817...). 
Κανονικὸν ἐνδεκάγωνον.. .Ε,,ΞΞ " αΞ σφ ΕΟυλΤΘΟΙΣΣ. (9,3670...). 


11 
κι ο. κ᾿ 

Ὃ ἀκόλουθος πίναξ παρέχει τὰ ἐμβαδὰ τῶν κανονικῶν πολυ- 
γώνων μέχρι τοῦ εἰκοσαγώνου συναρτήσει τῆς πλευρᾶς α ἑκάστου. 


Πλῆϑος πλευρῶν ᾿Εμβαδὸν Πλῆδος πλευρῶν "Εμβαδὸν 
3. -- (0,4330...)α’ 12 --(1,196...)α: 
4 (1,0000...)α" 13 (13,188Β...)α" 
5 (1,7205...)α 14 (15,335...)α" 

6 (2,5981...)α" 15. (17,643...)α" 
7 (3,6340...)α 16 (20,140...)α" 
8 (4,8284...)α: 17. (23,18 ...}α» 
9 {((6,1817...α: 11 (25,53 ....)α" 
10. (7,6942...)α: 19 (28,54 ...λα! 
11: (9,3670..)α9 2 ΩἸἹ,57...)α" 
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Πρόβλημα 652 


1744. Νὰ ὑπολογισθοῦν τὰ ἐμβαδὰ τῶν κανονιχῶν πολυγώνων μὲ 
6, 12, 8, 10, δ καὶ 16 πλευράς, συναρτήσει 
τῆς ἀκτῖνος Ε τῆς περιγεγραμμένης εἷς 
ἕκαστον περιφερείας. 

Βλέπε τὰς δύο πρώτας ἐκδόσεις τοῦ 
παρόντος ἔργου. Διὰ τὸ δωδεκάγωνον 
λ.χ. ἔχομεν 


Σ.. ΤῊΣ ΕἸΣ ΞΞΒ (ΑΒΓΟ) -Ξξθ. (ΞΞ5} Ξξοες 38. 


1744 α. Παρατήρησις. .ὋΟ ἑπόμενος τύπος ἐφαρμόζεται εἰς πᾶν 
κανονικὸν πολύγωνον καὶ παρέχει τὴν ἐπιφάνειαν αὐτοῦ συναρ- 
τήσει τῆς ἀκτῖνος Ἑ: 


1 2π 
Εν Ξ- σι Εἰ ημ (Ξ:}: 


Δηλαδή: Τὸ ἐμβαδὸν ἑνὸς κανονικοῦ πολυγώνου εἶναι τὸ ἥμισυ τοῦ 
γινομένου τοῦ πλήϑους τῶν πλευρῶν αὐτοῦ, τοῦ τετραγώνου τῆς ἀκτῖνος καὶ 
τοῦ ἡμιτόνου τῆς γωνίας εἰς τὸ κέντρον αὐτοῦ. 

Ὃ ἀκόλουθος πίναξ σχηματίζεται δι᾽ ἐφαρμογῆς τοῦ ἀνω- 
τέρω τύπου. 


Πλῆϑος πλευρῶν ᾿Ἐμβαδὸν Πλῆϑος πλευρῶν ᾿Ἐμβαδὸν 
3 (1,29904...)’ 12 (3,ροοῦ...)Ὰ" 
4 2. 0000 ...)Ὲ3 13 (3,0206...)Κ3 
5 (2,3776 ...)Ὲ3 14 (3,0372...})Ὰ" 
δ (2,5981 ...)8 15 (3,.0504..} 
7 2,.79364 ...)Ὲ5 16 3,0615,..)κ35 
8 (2,8284 ͵,..})83 17 3,0706...)Κ5 
9 (2,8925 ...}Ὰ3 18 (3.0781...} 
10 (2,9349 ..)8 19 (3,0846..}Ὲ 
11 (2,9735 ...)Κ3 20 (3,0901...)Ὲ 


Πρόβλημα 6824--1 
1740. Νὰ ὑπολογισθῇ ἣ ἐπιφάνεια τοῦ ἀστεροειδοῦς ὀκταγώνου.. 


Ἔστω ΚΕ ἡ ἀκτὶς τῆς περιγεγραμ- 
μένης περιφερείας: ἡ πλευρὰ τοῦ 
ἀστεροειδοῦς ὀκταγώνου δίδεται ὑπὸ 
τοῦ τύπου 


ΑΒ-- ΑἸ 2-ΕΥ̓͂Σ (οΟ., πο 733). 


Φέροντες τὰς ἀκτῖνας εἰς τὰς 
κορυφὰς τοῦ ὀκταγώνου, παρατη- 
ροῦμεν ὅτι σχηματίζονται ὀκτὼ τρί- 
γωνα, ὡς τὸ ΑΟΒ, ἴσα πρὸς ἄλληλα 
καὶ ἀλληλοτεμνόμενα. Γίνεται δὲ 
φανερὸν ἐκ τῆς ἐποπτείας τοῦ σχή- 

Σε. 1 ματος, ὅτι τὸ ὄγδοον ΜΟΝ τοῦ ἐσω- 
τερικοῦ ὀκταγώνου μὲ πλευρὰν ΜΝ 
λαμβάνεται τρεῖς φορὰς κατὰ τὴν ἀρίθμησιν τῶν τριγώνων τού- 
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ΤΟΥ ἐπειδὴ περιέχεται καὶ εἰς τὰ τρία τρίγωνα ΔΟΕ, ΑΟΒ 
κα : 

Τὰ δὲ τρίγωνα, ὡς τὸ ΜΡΝ, ὀκτὼ τὸν ΠΡ ΒΟΥ, λαμβάνονται 
δύο φορὰς ἕκαστον κατὰ τὴν ἰδίαν ἀρίθμησιν. Ἑπομένως : 

Εὐρίσκομεν τὸ ἐμβαδὸν τοῦ ἀστεροειδοῦς ὀκταγώνου ΑΒ... 
πολλαπλασιάζοντες τὴν ἡμιπερίμετρον αὐτοῦ 4. ΑΒ ἐπὶ τὸ ἀπό- 
στημα ΟἹ καὶ ἀφαιροῦντες ἐκ τοῦ γινομένου τούτου τἀ δύο ἴσα 
τετράγωνα μὲ μίαν κορυφὴν τὸ σημεῖον Ρ ἢ Π. Ἤ: 


Ε΄, ΞΞ2ΑἾΥ2 -- 28 (2-- Υ͂2) -Ξ 45 (Υ72 -- 1) 


Σημείωσις. Τὰ ἀστεροειδῆ πολύγωνα ἐμελετήθησὰν κατὰ πρῶ- 
τον ὑπὸ τοῦ Κορίοσγ, τὸ 1619. Βλέπε εἰς τὰ ἐπόμενα (8 1901, η) 
τὴν γενικὴν σπουδὴν τῶν ἐμβαδῶν τῶν ἀστεροειδῶν πολυγώνων. 


Πρόβλημα 63286--11 

1746. Δίδεται ἢ ἀκτὶς ΟΑ ΞΞΕ καὶ ἧ πλευρὰ ΑΓ --α ἑνὸς κανονι- 
κοῦ πολυγώνου μὲ ν πλευράς. Συναρτήσει τῶν 
μηχῶν αὐτῶν, νὰ ὑπολογισθῇ τὸ ἐμβαδὸν τοῦ 
πολυγώνου, ὧς καὶ τὸ τοῦ εἷς τὸν αὐτὸν κύ-: 
κλον ἐγγεγραμμένου καὶ διπλασίου πλήϑους 
πλευρῶν. 

1) "Ὑπολογίζομεν τὸ ἀπόστημα ΟἹ ΞΞσ 
διὰ τοῦ ὀρθογωνίου τριγώνου ΟΑΙ: 


α 
Σχ. 1451. ἘΞ ἵκ:- σ' 


Τὸ ἐμβαδὸν τοῦ τριγώνου ΑΟΓ εἶναι -Σ ασ καὶ τὸ τοῦ πολυ- 


Ἵ Ε α 
Εν το σνα ἔπ -Ξ ἃ 


2) Διὰ τὸν ὑπολογισμὸν τῆς πλευρᾶς α΄ τοῦ καν. πολυγώνου 
μὲ 2ν πλευράς, θὰ χρησιμοποιήσωμεν τὸν γνωστὸν τύπον 


γώνου ἑπομένως 


α΄ -- Ἶ 28 -- ΚΥ͂ κ'-- α (0., πϑ 286) 
Τὸ ἀπόστημα αὐτοῦ εὑρίσκεται ἐκ τῆς σχέσεως : 
1 α΄ 
4--π. [...- α}]:--η3.. 
σ Ε ( 5 α Ε " 
α΄: 
ΟΝ , πεν τ Ε 
ἢ σ'Ξ ἃ : 
Ἑ πομένως: 
Ἵ . α΄ : α΄ 
Εν -π:- -Ένα κ'-- 5" - νὰ 7 κ' σε 


Πρόβλημα 68282.-11] 


1747. Νὰ ὑπολογισθοῦν ἢ πλευρά, ἡ περίμετρος καὶ ἡ ἐπιφάνεια 
χανονικοῦ ἑξαγώνου συναρτήσει τῆς ἀκτῖνος Ε τῆς περιγεγραμμένης πε- 


Γεωμετρία δ6 
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οἰφερείας καὶ ἀκολούϑως τὰ ἴδια στοιχεῖα διὰ τὸ εἰς τὴν αὐτὴν περι- 


[2 


φέρειαν περιγεγραμμένον κανονικὸν ἑξάγωνον. 
Τὸ ἐγγεγραμμένον κανονιχὸν ἐξάγωνον ἔχει πλευρὰν Ε, περίμετρον 


ΠΤ τ . 
6Ὲ καὶ ἀπόστημα γε: - ᾿Ξ ΞΞΣ ΒΒῚ 75 --ε (0,86602...:. 


1 
2 

Τὸ πδριγεγραμμένον καγονικὸν ἐξάγωνον ἔχει ἀπόστημα ἴσον πρὸς" 
τὴν ἀκτῖνα Ε΄ ἐπειδὴ δὲ τὰ δύο πολύγωνα εἶναι ὅμοια, ὁ λόγος 


τῶν ἐμβαδῶν τῶν εἶναι ἴσος πρὸς τὸν λόγον τῶν τετραγώνων τῶν 
ἀποστημάτων των. Εὑρίσκομεν 


Τὸ ἐμβαδόν του εἶναι 38. --- ΚΥγ3--Ξ- Ξ ΕΥ̓ -- κ' (2,69800...). 


Ε 2 
Λόγος ἀποστημάτων . .. ....--Ξ --- -τ-ψ-Ξ. 
᾿ ᾿, ΕΥ̓ Υ3 
Πλευρὰ περίνου ἑξαγώνου. ... ἘΞ -Ξξ. 
Περίμετρος περίνου ἐξαγώνου. . . 6. ἘΞ Ξε ΦῈ 5 


ἫΝ ι 
᾿Εμβαδὸν περίνου ὁξαγώνου. . . .. 3555 (2) - 2 ΕἾὙ3. 


Παρατήρησις. Τὸ περιγεγραμμένον κανονικὸν ἐἑξάγωνον εἶναι τὰ 
4 


ἐπ᾿ τοῦ ἐγγεγραμμένου κανονικοῦ ἐξαγώνου. 


Πρόβλημα τοῦ Ονεφονγ 658 


1748. Δίδονται τὰ ἐμβαδὰ α καὶ Α δύο ὁμοίων κανονικῶν πολυγώ- 
γῶν πλήϑους ν πλευρῶν καὶ ἐκ τῶν ὁποίων τὸ ἕν εἶναι ἐγγεγραμμένον 
καὶ τὸ ἄλλο περιγεγραμμένον εἰς τὴν αὐτὴν περιφέρειαν. Εὔρετε, οσυ- 
ναρτήσει τῶν ἐμβαδῶν τούτων, τὰ ἐμβαδὰ α΄, Α΄, τοῦ ἐγγεγραμμένου 
καὶ τοῦ περιγεγραμμένου εἰς τὴν ἰδίαν περιφέρειαν πολυγώνον καὶ τὰ 
ὁποῖα ἔχουν διπλάσιον πλῆϑος πλευρῶν. 


᾿ς 2αΑ 
“ας α΄ 

Παρατηρήσεις. 1) Διὰ τὴν ἀριθμητικὴν ἐφαρμογὴν τῶν τύπων αὐὖ- 
τῶν βλέπε 8 1773 γ. 


2) Οἱ τύποι οὗτοι χρησιμεύουν διὰ τὸν κατὰ προσέγγισιν ὑπο- 
λογισμὸν τοῦ ἀριθμοῦ π. 


1749. Σημείωσιες. Αἱ στοιχειώδεις μέθοδοι πρὸς ὑπολογισμὸν 
τοῦ ἀριθμοῦ π εἶναι τέσσαρες. Δύο τούτων βασίζονται ἐπὶ τοῦ 
τύπου Γ--2πρ, τοῦ παρέχοντος τὸ μῆκος περιφερείας, καὶ οἵ 
ἄλλοι δύο ἐπὶ τοῦ τύπου Ε --πρ, διὰ τὸ ἐμβαδὸν τοῦ κύκλου. 

Ἢ πρώτη μέθοδος, ὀφειλομένη εἰς τὸν ᾿Αρχιμήδη, συνίσταται 
εἰς τὸν ὑπολογισμὸν τοῦ μήκους τῆς περιφερείας κύκλου διαμέ- 
τρου ἴ, θεωρουμένου αὐτοῦ ὡς κοινοῦ ὁρίου τῶν περιμέτρων κα- 
νονικῶν πολυγώνων ἤν, Πΐν ἐγγεγραμμένων καὶ περιγεγραμμέ- 


Εὐρίσκομεν : α'-- ΥαᾺ, Α' 
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νὼν εἰς τὸν κύκλον τοῦτον καὶ τῶν ὁποίων τὸ πλῆθος ν τῶν πλευ- 
ρῶν διπλασιάζεται ἐπ᾽ ἄπειρον. 

Ἢ δευτέρα μέθοδος, εἰσαχθεῖσα ὑπὸ τοῦ Ταςητὲ8 Οτόροτν, συ- 
νίσταται εἰς τὸν ὑπολογισμὸν τῆς ἐπιφανείας τοῦ ἰδίου κύκλου, 
θεωρουμένης καὶ ταύτης ὡς κοινοῦ ὁρίου τῶν ἐμβαδῶν τῶν ἰδίων 
ὡς καὶ προηγουμένως πολυγώνων καὶ ὁμοίως μεταβαλλομένων. 


Ἢ τρίτη μέθοδος, καλουμένη ἡ τῶν ἰσοπεριμετρικῶν πολυγώνων, 
καὶ ἀποδιδομένη εἰς τὸν ΘοδνεὉ ἀλλὰ πράγματι ὀφειλομένη εἰς 
τὸν ᾿εβοοτίεϑ, ζητεῖ τὴν εὕρεσιν τῆς ἀκτῖνος περιφερείας δοθέν- 
τος μήκους, θεωρουμένης τῆς ἀκτῖνος ταύτης ὡς κοινοῦ ὁρίου 
τῶν ἀκτίνων καὶ ἀποστημάτων μιᾶς ἀκολουθίας κανονικῶν πολυ- 
γώνων, ὡρισμένης περιμέτρου καὶ τῶν ὁποίων τὸ πλῆθος τῶν 
πλευρῶν συνεχῶς διπλασιάζεται. 


Κατὰ τὴν μέθοδον ταύτην, δύνανται νὰ χρησιμοποιπθοῦν δύο 
ἰδιότητες, διατυπωθεῖσαι ὑπὸ τοῦ έοιίτό. Απαγὲ καὶ τῶν ὁποίων 
τὴν ἀξίαν ἰδιαιτέρως ἐτόνισεν ὁ Εωσόπε ἘΠοιιοεμό (δ. Α., 1682, σ. 325). 


Ἡ τετάρτη μέθοδος, τοῦ Γεσεπάνε, (ἸΥν Βιβλίον, ΧΥῚ πρότασις) 
συνίσταται εἰς τὴν ἀνεύρεσιν τῆς ἀκτῖνος κύκλου δοθέντος ἐμβα- 
δοῦ, θεωρουμένης πάλιν τῆς ἀκτῖνος ταύτης ὡς κοινοῦ ὁρίου 
τῶν ἀκτίνων καὶ ἀποστημάτων μιᾶς ἀκολουθίας κανονικῶν πολυ- 
γώνων, ὡρισμένου ἐμβαδοῦ καὶ τῶν ὁποίων τὸ πλῆθος τῶν πλευ- 
ρῶν συνεχῶς διπλασιάζεται (Ν. Α., 1844, σ. 582: σημείωσις τοῦ 
ἀνγηναπαὰ Βατου). 


Πρόβλημα 634 


1760, Δίδονται τὸ ἀπόστημα ο καὶ ἢ ἀκτὶς Ε ἑνὸς κανονιχοῦ πο- 
λυγώνον καὶ ζητοῦνται τὸ ἀπόστημα ο᾽ καὶ ἢ ἀκτὶς Ε΄ τοῦ ἰσοδυνάμον 


πρὸς τὸ πρῶτον χκανονικοῦ πολυγώνον καὶ διπλάσιον πλῆϑος πλευρῶν 
ὄχοντος. 
Εἶναι αὐτά: 


. Ἅαη - Ὠ’ Ε Ἐρ 
Ε΄-οΥ̓́ΡΕ, ρ΄ξξε »πὖ 


Παρατηρήσεις. 1) Διὰ τὴν ἀριθμητικὴν ἐφαρμογὴν τῶν τύπων 
αὐτῶν, βλέπε 8 1773 ὃ. ὶ : ὙΕΒΙΡΝ 

2) Διὰ τὰς λεπτομερείας τῶν ὑπολογισμῶν, βλέπε 2αν καὶ 3ην 
ἔκδοσιν τοῦ παρόντος ἔργου. 


Πρόβλημα 684-- 


1761. “Ἕστω Α ὁ πόλος ἀντιστροφῆς καὶ Κ᾽ ἣ δύναμις αὐτῆς. ᾿Εὰν 
περιφερείας (Β, β) τὸ κέντρον Β ἀπέχῃ τοῦ πόλον Α ἀπόστασιν α, νὰ 
ὑπολογισϑοῦν ἡ ἀχτὶς β΄ τῆς ἀντιστρόφου τῆς (Β) περιφερείας, ὡς καὶ 
ἢ ἀπόστασις α΄ τοῦ κέντρου αὐτῆς Β΄ ἀπὸ τοῦ πόλον. 


Τὰ σημεῖα Γ, Γ΄, Δ, Δ’ καὶ Τ, Τ΄' εἶναι. σημεῖα ἀντίστροφα 
ἐπρνο μοϑὸμ ἐνῷ τὸ κέντρον Β’ δὲν εἶναι τὸ ἀντίστροφον τοῦ σημείου 
Β. [᾿ρὸς ὑπολογισμὸν τῶν α’ καὶ β΄, δυνάμεθα νὰ εὕρωμεν κατὰ 
πρῶτον τὰ μήκη ΑΓ’ καὶ ΑΔ΄. 


ατε᾽- Ὸ:. ---- -- 


,, ΑΓ΄ταδ' [ κ᾽ κ᾽ ακ’ 


5, 1128. 


Παρατήρησις. Θὰ ἠδυνάμεθα νὰ ἐχρησιμοποιοῦμεν ἐπίσης τὰ 
μήκη ΑΥΤ, ΑΤ΄͵ τουλάχιστον διὰ τὴν ἐπαλήθευσιν τῶν προηγουμέ- 
νὼᾳφ εὑρεθέντων τύπων. Οὕτω: 


ἘΈΕΕΕΕ- πος «τ 
ἀνα τ λα ἜΞεατ τ δε -- τ τα 
ἀλλ᾽ εἶναι 
α΄ -- β΄ -- αἴϊ“4 -- β᾽- ἘΞ: τ" “Ξε ΑΤ΄; 


πρόβλημα 694--11 


1761 α. "Ἔστω ΗΚΛΝ τετράπλευρον ἐγγεγραμμένον εἰς τὴν περιφέ- 
ρειαν (Ο, Ε) καὶ περιγεγραμμένον εἰς τὴν (1, ο)ῆ. Εὔρετε τὴν οχέσιν τὴν 
συνδέουσαν τὰς ἀχτῖνας ΒΕ καὶ ρ μετὰ τῆς διαχέντρου ὃ ΞΞ- ΟἹ τῶν δύο 
περιφερειῶν. 


Χρησιμοποιοῦντες τὰς προτάσεις τῶν δδ 749 καὶ 1384 -- 1392, 
ἐγγράφομεν εἰς τὴν περιφέρειαν () τετθαπδευρον ΒΓΔΕ μὲ δια- 
γωνίους ΒΑΔ, ΓΑΕ καθέτους ἐπ΄ ἀλλήλας. "Ἔστω γ ἡ ἀπόστα- 


σις ΑἹ. 
᾿Εὰν εἰς τὰς κορυφὰς Α, Β, Γ, Δ φερῶμεν τὰς ἐφαπτομένας 
τῆς περιφερείας (1), γνωρίζομεν ὅτι τὸ ὑπὸ τῶν εὐθειῶν τούτων 
σχηματιζόμενον ΤΕΤΡ ΠΛ ΈΠΡΟΥ ἯΚᾺΑΝ εἶναι ἐγγράψιμον εἰς περι- 
φέρειαν, τῆς ὁποίας ἔστω Ο τὸ κέντρον καὶ ΚΕ ἡ ἀκτίς. : 

Ὃ τόπος τοῦ σημείου Μ, μέσου τῆς ὑποτεινούσης ΒΓ, εἶναι 
περιφέρεια, ἔχουσα κέντρον τὸ μέσον Ζ τῆς εὐθείας ΑἹ καὶ διερχο- 
μένη διὰ τοῦ Ρ, προβολῆς τοῦ Α ἐπὶ τὴν ΒΓ (88 749 καὶ 1386). Ἢ 
ΑΜ εἶναι διάμεσος τοῦ ὀρθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ καὶ ἴση ἑπομέ- 
νὼῶς πρὸς τὴν ΜΓ, ἡ δὲ [ΜΝ κάθετος εἰς τὸ μέσον τῆς ΒΓ. Ἄρα 


ΙΜμ ἜΜΓ ΞΞ-21Μ3-- [ΓΞ ---ρ", 
ἢ 'μυ- -.ϑ΄. 
2 


᾿"Επίσης 


μ᾽ Ξ-ΖΜ' -ΕΑῚ ΜὉ -.- ΙΖ" --τϑῦ ΟὟ", 


ΓΤ ΕΓΥΕΣῺΝ ᾿ 


8 
᾿Αφ᾽ ἑτέρου, ἐκ τοῦ ὀρθογωνίου τριγώνου ΙΓΝ εἶναι ΙΝ -- ἐπ ; 
κατὰ συνέπειαν τὸ σημεῖον Ν᾿ δύναται νὰ θεωρηθῇ ἀντίστροφον 


Ν. 


Σχ. 1150. 


τοῦ Μ ἐν τῇ ἀντιστροφῇ (, ρ᾽) καὶ γράφον τὴν ἀντίστροφον πε- 
ΡΨΡΡΕΟΝ τῆς γραφομένης ὑπὸ τοῦ σημείου Μ. 
᾿Εὰν ἤδη εἰς τοὺς τύπους (1) καὶ 2) τῆς 8 1751 ἀντικαταστή- 


σῶώμεν τὰ α΄, α, β΄ καὶ βὶ διὰ τῶν δ, 7, ἘἙ καὶ μ ἀντιστοίχως καὶ 


τὴν δύναμιν ἀντιστροφῆς κ' διὰ τοῦ ρ", εὑρίσκομεν δύο σχέσεις 

εταξὺ τῶν ὃ, ρ, ΒΕ καὶ γ, δι’ ἀπαλοιφῆς ἐκ τῶν ὁποίων τοῦ Ὑ 

σε βανόμεν τὴν ζητουμένην σχέσιν μεταξὺ τῶν μηκῶν Ἐ,ρ καὶ ὅ. 
Αἱ πράξεις δίδουν 


ΟΥ̓! 
τς θὴς. 0) 
ΕἼΕΒΗΤ Κ ΥΡΕΕ ὩΣ 6 ἢ 
ὙΝ ΤΑΣ, 
ρ᾽ Ἰ2ρ"--τγὴ 
ε 8 υ 
- τ 2 ᾿Ὃὃ ΡΥ (4) 


Διὰ διαιρέσεως κατὰ μέλη τῶν (3) καὶ (4), λαμβάνομεν 
δ Ὑρ᾽ 


Ἔ ρ5 γ2ρ5 -- γ" " 
ὑψοῦντες εἰς τὸ τετράγωνον καὶ τακτοποιοῦντες 
2ρ3δ᾽ -- γ᾽ (κ" - 85), 


.ς 20ρ553 
γ᾽ ἜΣ δτ᾽ υ 


«Ξ 


Μεταφέροντες τέλος τὴν τιμὴν ταύτην τοῦ γ᾽ εἰς τὴν σχέσιν (3). 
ὑψωθεῖσαν προηγουμένως εἰς τὸ τετράγωνον, ὁδηγούμεθα τελικῶς 
εἰς τὴν σχέσιν 

(δ5 --- Π5) --- 2ρ5" (953 -Ἡ δ5) ΞΞΟ, (6) 
ἥτις εἶναι ἡ ζητουμένη. 


1761 β. Σημείωσις. 1) Τὰ προηγούμενα ζητήματα (88 1751 καὶ 
1751 α) εἶναι περίληψις μιᾶς ἐνδιαφερούσης Νοίε ἀς Οέοπιδίγὶε τοῦ 
Ἑ. Μαϊϊοϊχεῖ, καθηγητοῦ τότε εἰς δϑαὶηίΐ - Βανγῦο. (7. Μ. Ε., τῶν 
Βοιγρεί καὶ ΚιοΒΙεῖ, 1879, ο. 365). Προηγουμένως ὅμως ὁ 1]. -Β. 
Ὠυτταπάᾶε εἰς τὰ 4. ἀ. α., τόμ. ΧΝ (1824 --- 1825), σ. 133 --- 145) εἶχε 
σπουδάσει τὸ ἐγγράψιμον καὶ περιγράψιμον ταυτοχρόνως τετρά- 
πλευρον καὶ εἶχεν ἀνεύρει πολλὰ ἐνδιαφέροντα θεωρήματα, κα- 
θὼς καὶ τὸν θεμελιώδη τύπον 


δ᾽ -- κ' ρ' --ο Ἶ4Ἐ' Ἐρ᾽, 
λαμβανόμενον ἐκ τοῦ 
δ' - 2(᾽ -ρ᾽) δ᾽ -Ε (ΚΕ -- 2ρ3):ΞΞ 0. 
ὋὉ τελευταῖος τύπος, γραφόμενος καὶ εἰς τὴν μορφὴν 
(δ᾽ --- Ι3Ξ)»:ΞΞ 2ρ3 δ᾽ -Ε 2ρ᾽ Β᾽, 
ἐδόθη ὑπὸ τοῦ Μα]]οΐΖ6]. 
ἜΣ Εἰς τὸ [π|. ἀ. Μαίμ. (1906, σ. 146) ἐτέθη τὸ ἑπόμενον πρό- 
ημα: 

Ἔκ τῶν τετραπλεύρων τῶν ἐγγεγραμμένων καὶ περιγεγραμμέ- 
νὼν εἰς δύο περιφερείας (Ο), (1) καὶ τῶν ὁποίων τὰ στοιχεῖα ΒΕ,ρ 
καὶ ὃ πληροῦν τὴν σχέσιν (6), ποῖα τὰ μεγίστης περιμέτρον ἢ μεγίστης 
ἐπιφανείας ; (Ἑ. -Νο ΒατΙβῖοη, Η. - Β. Μεαιίδιου). 

Τὸ τετράπλευρον μεγίστης “το εος καὶ ὐὰ πος μεγίστης 


περιμέτρου [ἀφοῦ (ΠΝΛΙΚῚ) Ξῷ  ἘΝᾺ ἜΛΕΤΚΒ. .Ρ]. εἶναι 


τὸ ἔχον ἄξονα συμμετρίας τὴν διαγώνιον ἥτις διέρχεται διὰ τῶν 
κέντρων ἰἱ καὶ Ο. 

Τὸ τετράπλευρον ἐλαχίστης ἐπιφανείας εἷναι ἰσοσκελὲς τραπέζιον, 
μὲ βάσεις καθέτους ἐπὶ τὴν διάκεντρον ΙΟ. 

Πράγματι, τὸ γινόμενον τῶν διαγωνίων εἶναι σταθερὸν ([,σιμάεν- 
ἀον, Ν. Α., 1879, σ. 479 καὶ 1880, σ. 470). 

Αν μ, ν καὶ ὠ εἶναι αἱ διαγώνιοι καὶ ἡ γωνία αὐτῶν, εἶναι 

.- 8Ερ᾿ 
Βν-- ππν.-8᾽΄ 


887 


᾿Επειδὴ τὸ ἐμβαδὸν τοῦ τετραπλεύρου δίδεται ὑπὸ τοῦ τύπου 
1 
ἘΠΞΞ “ ν ημῶ -- σταθ. Χημῶω. 


τὸ μέγιστον τοῦ ἐμβαδοῦ του λαμβάνεται διὰ ὦ -Ξ 909, ᾿Απὸ τῆς 
θέσεως ταύτης τῶν διαγωνίων ἡ γωνία αὐτῶν ἐλαττοῦται, ἕως 
ὅτου τὸ τετράπλευρον ἀποβῇ τραπέζιον μὲ βάσεις καθέτους ἐπὶ 
τὴν διάκεντρον ΟἹ. 

3) Τὸ ἄϑροισμα τῶν ἀποστάσεων τοῦ κέντρου Ὁ ἀπὸ τῶν τεσσάρων 
πλευρῶν εἶναι ἴσον πρὸς 


5» Ξρ ΤΥ͂ΡΡ ἬΦ4 15. (:-. Ῥερσε) 

(Μαιμοδὶβ, τόμ. ΨΙΠῚ, 1888, σ. 237, ζτμ. 608). 

4) Βλέπε ἐπίσης εἰς Ν. Α. τοῦ ἔτους 1882, σ. 330 τὴν σημείω- 
σιν τοῦ Ρ.-ΜΝ-. ϑίπδοενσε καὶ μάλιστα εἰς .ὄ ἀἅ. Μ. Εἰ. τοῦ 1] οπσ- 
εμαγιρϑ, τόμ. ΧΧΙ, 1897, οσ. 9 καὶ 174, μἱαν σειρὰν ἄρθρων ἐπί: 
Πεϊαιοη8 γτιόίρίσιιοβ εἰ ἰγὶσοπονιδίγίισιιο8 οπίγε ἰ68 ΕἸότιοηπίϑ ᾿ἰηδαϊγοβ 
εἰ απσμίαϊνεθ ἀμ ᾿αρβμωλ δα ἐπϑδογὶΐ σοηιρίοὶ, ὑπὸ Ιδοοᾳ. Εἰς τὴν 
σπουδὴν ταύτην ἐκτίθεται ὁ ὑπολογισμὸς τῶν πλευρῶν τοῦ ἐγ- 
γραψίμου - περιγραψίμου τετραπλεύρου, ὁ τύπος τοῦ διγναηαρ, 
ἐκεῖνος τοῦ Ι,ευὐδετγθάοτξ κλπ. (σ. 152, 154). 

5) Εἰς τὸ 1. ἀ. Μαί. εὑρίσκονται διάφορα ἄρθρα ἐπὶ τοῦ ἀνω- 
τέρω θεωρήματος καὶ ἐπὶ τῶν ἐργασθέντων ἐπ᾽ αὐτοῦ : 1907, σ. 
20, πολὺ ὡραία μελάτη ὑπὸ Βοπίϊη -- σ. 92, σημείωσις τῆς Συντά- 
ξεώς ἐπὶ τοῦ ἰδίου θέματος --- σ. 214, βιβλιογραφία ἐπὶ τοῦ τετρα- 
πλεύρου τοῦ Ῥοποοίεξ ὑπὸ Βτορσατά. -- 1908, σ. 233, σημείωσις ὑπὸ 
ἙΕ. 6. -Μ. καὶ τέλος 1909, σ. 36, ἕν ὡραῖον ἄρθρον ὑπὸ νϑεΐϑε!. 

6) Ὃ Νίςοϊαϑ Βυβ8, τὸ 1792, ἐμελέτησε τὰ ἐγγράψιμα - περι- 
γράψιμα τετράπλευρα καὶ ἔδωσε τὴν ἀναλυτικὴν σχέσιν τὴν συν- 
δέουσαν τὰ μήκη ΗΕ, ρ καὶ δ. 

᾿Αργότερον (1827), ὁ διεῖπε: ἔφθασε εἰς τα ἴδια ἀποτελέσματα 
ὡς καὶ ὁ Ετι.95. 

᾿Εὰν θέσωμεν: ΒΕ -ΕὄτΞρ, ΕΗ -- δ -ΞξΞᾳ, ἡ σχέσις (6) γράφεται 


(ρ᾽ -- ρ᾽ (ᾳ᾽ - ρ᾽) Ξε ρ-. 


δομνγηπαὶ ἀξ Ονοϊϊο, {τ} ἄρθρον τοῦ Ταςοδί, καθηγητοῦ τότε 
εἰς Κὔπίρβρετρ (κατὰ τὰ Ν΄. Α., 1845, ο. 378, 1Π1Π- Ν). 


᾿Επιφάνειαι μὲ μικτόγραμμον περίμετρον 


Πρόβλημα 655 


1762. Νὰ ὑπολογισϑοῦν συναρτήσει 
τῆς ἀχεῖνος τὸ ἐμβαδὸν τοῦ χυκλιχοῦ 
τμήματος μὲ χορδὴν ἴσην πρὸς τὴν 
πλευρὰν τοῦ γραμμόνονυ εἰς τὴν 
περιφέρειαν κχκανονικοῦ ἑξαγώνου, ἢ 
τριγώνου ἢ δωδεκαγώνον. 

“Ἔστω ΑΒΞΕΒΓ-Ξ:ΓΔ 
καὶ ΓῈ --ΕΔ. Σχ. 1150. 


ΑΒ εἶναι ἡ πλευρὰ τοῦ ἑξαγώνου, ΑΓ ἡ τοῦ τριγώνου καὶ ΔΓ 
ἡ τοῦ δωδεκαγώνου. 


1) κ- τομεὺς ΑΟΒ -- ΣΕ" , 
τρίγωνον ΑΟΒ -Ξ- Ἀν: : 
“Ὥστε: 
πε ΕἾΥ3 85’! 
κι τμῆμα ΑΘΒ--------π τ -- -ἰσίκ-- 375). (α) 
2) κ- τομεὺς ΑΟΓΒ -Ξ- 2 κ.-. τομ. ΑΟΒΘ -- ΞΕ 
3 
καὶ τρ. (ΑΟΓ) ΞΞτρ. (Α0Β)- Ξ ΤΣ . 
Ωστε: 
κ. τμῆμα ΑΒγ-- τ’ ἘΞ δ ΣΙ ογΤ) (β) 
3) κ- τομεὺς ΟΔΖΕ -- 
᾿ 1 Ἠ3 
καὶ τριγ. (ΔΟΕ)-Ξ Ξ ΟΕ. ΔΗ -Ξ- ἘΝ 
᾿ ἐ . πΕῈ' 38) Κ᾿, 
ὥστε: κ. τμῆμα ΔΖΕ -Ξ- Σ τὸ! -ε(᾿ 3). (γ) 


Πρόβλημα 688δ--1 


1788. Νὰ ὑπολογισθοῦν συναρτήσει τῆς ἀκτῖνος ἢ τὰ ἐμβαδὰ τῶν 
κι τμημάτων μὲ χορδὰς ἴσας πρὸς τὴν πλευ- 
ρὰν τοῦ ἐγγεγραμμένον εἰς τὴν περιφέρειαν 
τετραγώνου ἢ χανονιχοῦ ὀκταγώνου. 

πε 


1) κ. τομεὺς ΑΟΒΔ---ς-’ 


Ὲ3 
τριγ. (ΑΟΒ. -Ξ -- ξ 


ἄρα 
Ἦ Ε2 κ 
κι τμῆμα Αδϑιξ - -τ- τ΄ (π--2). (δ) 


2) Ἕστω ΑΔ--ΔΒ. Χωρὶς νὰ ἀνατρέξωμεν εἰς τὸν γενικὸν 
τύπον, τὸν παρέχοντα τὴν πλευρὰν ΒΔ τοῦ ἐγγεγραμμένου κανον. 
πολυγώνου Πι|,ν συναρτήσει τῆς πλευρᾶς ΑΒ τοῦ Π- καὶ τῆς ἀκτῖ- 
νος Ἑ, δυνάμεθα νὰ ὑπολογίσωμεν αὐτὴν τῇ βοηθείᾳ τοῦ ὀρθο- 
γωνίου τριγώνου ΔΒΘ. Εὑρίσκομεν : 


ΑΥ̓Σ 
2 


ΟΗ -- , ἑπομένως ΔΗ -- -- ἘΞ ΥΣ -- -Ὁ (2-- ΥΖ), 


ΒΔ᾽-- ΔΗ.ΔΘ-- 28. (2 -- ΥΖ) 


ἢ ΒΔΞΞΕ 2 --- Υ2. 


Θὰ ἡδυνάμεθα νὰ ὑπολογίσωμεν ἀκολούθως τὸ ἀπόστημα ΟΖ’ 
ἘΠ ΟΠΡΟΥ ὅμως εἶναι νὰ θεωρήσωμεν τὸ ἐμβαδὸν τοῦ τριγώ- 
γου . 


ἙΞϑᾷ ΚΕ 
(Α0Δ) -- ---ΔΟ. ΑΗ -- -Ξ . 
Καὶ ἐπειδὴ 


- ΕΥἸΥ̓Σ 
γ2 -- ἼΝΝΝΙ 


κ. τομεὺς ΑΟΔΕ-- ΞῊ . 


ἕπεται: 
8 4 ἜΞΕΞ 3 
κι τμῆμα ΑΕΔ -Ξ ΞΕ 58} γ ἘΕΥΣ 


α 
“- 
Ξὶ 
ὃ 
-« 
νλσὰ 
--- 
-- 
“ 
τ 


πρόβλημα 686--11 


1764. Νὰ ὑπολογισθοῦν ὁμοίως τὰ ἐμ- 
βαδὰ τῶν κυχλικῶν τμημάτων μὲ χορδὴν 
ἴσην πρὸς τὴν πλευρὰν τοῦ κανονικοῦ δε- 
καγώνον ἢ τοῦ πενταγώνου. 

1) Δδεκάγωνον. 


κ. τομεὺς ΑΒΓΟ -Ξ ἘΣ . 
Τὸ τρίγωνον ΑΟΓ ἔχει ὡς βάσιν 
τὴν ἀκτῖνα ΚΕ καὶ ὕψος ΑΗ τὸ ἥμισυ τῆς 


πλευρᾶς τοῦ πενταγώνου---Ἐ- γ1ο0--2γ5. Σχ. [,95. 
ἝἙἝπομένως: 
ΓΟ . ΑΗ Ε Ε στ “-"7-- 3 “ππΠππΠΠ  ΩΞΕ 
τριγ. (ΑΟΓ) --- τς τ΄ ποῖσε. τ Ὑ10-- 2 Υ8 -- Ἐπ 710 -- Υ͂5. 


καὶ 


ἐ; πΕ9 Ἦ ΞπΞΞΞΞΞ 
κ. τμῆμα ΑΒΓ -Ξ- το 5 Υ710 - 2Υ5 ΞΞΞ 


ΞΞ Σ΄. (4π --- 5 7το-- 275}. (ζ) 
2) Πεντάγωνον. 


κ. τομεὺς ΑΟΔΓ -Ξ-ᾧἁ ΞῈΣ ᾽ 
τριγ. ((ΟΔ) ΞΕ ΑΗ ΗΟ, 
3 
(ἀπόστημα) Ξ5Ξ- ΗΟΞ -Ξ Β -- ΔΑ ΞΞ Εὖὔ - ἘῸΝ ([0 -- 2Υ57)-Ξ 


Ἀ - 
Ξε -ς- (6 - 275) 


ΗΟ -- -Ξ ΚΕ ΣΥ5. 


890 


᾿Αρα 
τριγ. (Α0Δ) Ξ- ΑΗ .Η0 -- -Ἔ 710- 2 Υγ5.. “-- Κ6- 2 Υ8 -- 


-- - ὙΠΟ ΥΡ, 


καὶ 


ὃ Β ,--.....--.-.. 
κι. τμῆμα ΑΓΔ-Ξ τ --- γῖο Υ̓Β -- 


Ξε (8π- 57Ππ|- 2758]. ) 


Πρόβλημα 6868-- 111 


2755. ᾿Εμβαδὸν κυκλ. τμήματος μὲ δύο βάσεις ἴσας πρὸς τὰς πλευ- 
οὰς τοῦ χανονικοῦ ἑξαγώνου καὶ ἰσοπλεύρον τριγώ- 
Γ γον, τῶν ἐγγεγραμμένων εἰς τὴν περιφέρειαν. 


Δ 
᾿ «τ. Τὸ κυκλικόν τμῆμα μὲ δύο βάσεις ΑΒΔΕ 
εἶναι ἡ διαφορὰ τῶν κ. τμημάτων ΑΒΓΕ καὶ 
ΟἿ ἣν 
᾿ κι τμῆμα ΑΒΓῈ -Ξ-Ξ ΚΕ". ἄτξου. . (9 11752, β) 
- 2π--3}7.3 

ΣΧ. 1188, κι τμῆμα ΒΓΔ--κ'.-.Ξ:- τ: . (8 1752, α) 

3 

“Ἄρα κι τρῆμα ΑΒΔΕ -Ξ ἰὼ τι 


᾿Εὰν αἱ βάσεις τοῦ κυκλ. τμήματος κεῖνται ἑκατέρωθεν τοῦ κέν- 
τρου Ο, θὰ πρέπει; ἀπὸ ὁλοκλήρου τῆς περιφερείας νὰ ἀφαιρεθοῦν 
τὰ κ. τρήματα ΑΒΓΔΕ καὶ ΒΓΔ: 


12 
- Ἑ3 πεῦΥ3 Μ 
2 
Σημείωσις. Βλέπε καὶ τὸ ἐνδιαφέρον 
Ξ 8 Δ ζήτημα τῆς 58 1718 α, περὶ τῆς μεγίστης 
τὺ ΟΣ ἐπιφανείας ἑνὸς κ-. τμήματος μὲ μίαν βά- 
γ-. »Ἤ, σιν καὶ τόξον ὡρισμένου μήκους. 


Πρόβλημα 636 


1766. Ποία ἡ ἐπιφάνεια τοῦ ἐγγεγραμμέ- 
γου κύκλον εἰς κυκλικὸν τομέα ἀνοίγματος δ00; 


ν Διὰ τὴν ἐγγραφὴν εἰς κ. τομέα περιφε- 

Σχ, 1188, ρείας, φέρομεν τὴν ἐφαπτομένην ΔΒΕ εἰς 

τὸ μέσον Β τοῦ τόξου ΑΓΒ καὶ ὁρίζομεν 

αὐτὴν ὡς τὴν ἐγγεγραμμέάνην περιφέρειαν εἰς τὸ τρίγωνον ΔΦΕ. 
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᾿Επειδὴ αἱ διχοτόμοι ΟΜ, ΔΜ, ΕΜ εἶναι ὕψη καὶ διάμεσοι 
ἐπίσης τοῦ ἰσοπλεύρου τριγώνου ΔΟΕΊ, εὑρίσκομεν 


1 Ε. 
8 
ἄρα ἐμβαδὸν κύκλου Μ -- τδ- : 


πρόβλημα 6586--Ἰ 


1767. ἸΠοία ἡ ἐπιφάνεια τοῦ ἐγγεγραμμένου κύκλου εἰς κυκλ. τομέα 
ἀνοίγματος 909 ; 
ΔΕ-ΞΞ2ΟΒΞΞ2Ε, ΟΔ:ι-ΟΕ ΞΑ Υ2. 

Εἶναι φανερὸν ἐκ τοῦ σχήματος, ὅτι 
ἡ διάμετρος τῆς περιφερείας (Μ) εἶναι 
ἴση πρὸς τὴν ὑπεροχὴν τοῦ ἀθροίσμα- 
τος τῶν καθέτων πλευρῶν τοῦ τριγώ- 
νου ΕΟΔ ἀπὸ τῆς: ὑποτεινούσης αὐὖ- 
τοῦ, ἢ Ξα. 415, 


2ΜΒ-- 28 Υ72--2Ἐ, 
ΜΒ --κἰ (γ712--- 1). 


Ἑ πομένως: 
ἐγγεγραμμένος κύκλος -- π κ' (Υ 2 -- 1)" ΞΞ π κ᾽ (3 -- 2Υ2). 
Πρόβλημα 6986-- 11 


1768. ᾿Ανάλογον πρόβλημα διὰ κυχλ. τομέα ἀνοίγματος 1205. 


᾿Επειδὴ ἡ γωνία ΛΜΝ τῶν 
ἀκτίνων εἰς τὰ σημεῖα ἐπαφῆς 
εἶναι 605, ἡ ΜΟ δύναται νὰ 
θεωρηθῇ ὡς ἡ πλευρὰ ἰἴσο- 
πλεύρου τριγώνου τοῦ ὁποίου 
ἡ ΜΝ εἶναι τὸ ὄψος. 


᾿ῶστε: Στὴν 
ΜΟ ------- 
γ3 
᾿Αλλ᾽ εἶναι 
2.ΜΝ 2-ΕΥ̓3 
τ γ3 γΥ3 
καὶ -. 
᾿ . ΕΥ̓ 
2- Υ3 
Κατὰ συνέπειαν : 
κύκλος (Μ) ΞτΞ π ΜΡ ἘΝ Ξε πῈ ες 2 ΕΔ τ)ς. ᾿ 
7-ἰ 4γ3 - 473) Ὁ -- 473) 


ἢ κύκλος (Μ)-- 3π"(7 -- 473). 
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Πρόβλημα 657 


17δ90. Διὰ τὴν κατασχανὴν τῆς ὠοειδοῦς τοῦ σχ. 1187 διαιροῦμεν εὖ- 
ϑεῖαν ΑΑ᾽ εἰς τρία ἴσα μάρη ΑΓ, ΓΙ", 
Γ'Α΄ καὶ γράφομεν μὲ κέντρα Γ', Δ΄, Γ΄ 
καὶ ἃ τὰ κυχλικὰ καὶ ἐφαπτόμενα διαδο- 
ικῶς τόξα ΖΑΕ, ἘΒ', ΕΑ Ζ΄ καὶ Ζ12. 
οἷον τὸ ἐμβαδὸν τῆς ὑπὸ τῆς κλειστῆς 
ταύτης γραμμῆς περικχλειομένης ἐπιφα- 
γείας ; 

Ἢ ὅλη ἐπιφάνεια ἀποτελεῖται ἐκ 
τοῦ ἀθροίσματος τῶν δύο ἴσων κυκλι- 
κῶν τομέων ΕΔΈ΄, ΖΔΖ’ ἀνοίγματος 
4“..-ὕ0Ὁ- «ὦ , : 

γ᾽ 60. ἑκάστου, τῶν δύο, ἐπίσης ἴσων, 

ἘΣ. 1131. κυκλ. τομέων ΖΓΕ, ΕΓ Ζ΄ ἀνοίγματος͵ 

1205 ἑκάστου, ἡλαττωμένον κατὰ τὸν 

ρόμβον ΓΔΓ΄ Δ΄, δηλ. κατὰ τὸ διπλάσιον τοῦ ἰσοπλεύρου τριγώ- 


νου ΓΔΓ΄ μὲ πλευρὰν ἴσην πρὸς ΓΕ - ΓΑ -Ξ τ. Ἑ πομένως 


.-- τ Π κ “- "ν᾽ ὦ 


1 2 δ5 2α 
Ε-- τ πΔΖ' Ὁ -Ξ πγΖ'" -- 2-Ὑ (ε--“ Ὁ) () 
ἢ Ε--δι(:«-- 15)- 6 (:κ-- -5. (2) 
Παρατήρησις. Ἢ περίμετρος τῆς γραμμῆς εἶναι: 
1 2 16 πα 
τ π. ΔΖ Ἔππ.ΓΖ Ξ Ξὰ 


Προόβλημα 697--1 
1760. ᾿Ανάλογον ζήτημα' ΓΑ --Γ΄ Α΄ ΞΞῦ, ΓΓ'-Ξ2γ. 


ὋὉ τύπος (1) ἐξακολουθεῖ ἰσχύων: 
- κί γ- 8)" ΒΕ 3 πδ'-- 2}» Υ3. 
ἀφοῦ ΔΖ--. 2γ -Ἐδ. 
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Πρόβλημα θΘ88 


1761. Ποία ἣ ἐπιφάνεια τῆς ὠοειδοῦς τῆς λαμβανομένης; διὰ διαι- 
ρέσεως τῆς ΑΑ΄ εἰς τέσσαρα ἴσα μέρη καὶ 
καϑ' ὅμοιον τρόπον πρὸς τὰς προηγουμένας 
κατασκχεναζομένης ; 


Ἢ ἐπιφάνειά της ἀποτελεῖται ἐκ δύο 
ἴσων τεταρτοκυκλίων μὲ ἀκτῖνα 


ΓΑΞΓΟ--δ-- -Φ, 


“στα "-- 2. Ὁ 


ἐκ δύο ἄλλων, ἐπίσης ἴσων, μὲ ἀκτῖνα “τι χὸ 


ΔΖ-- ΔΓ- ΓΖ:Ξ γΥΖ-Ἐ8-Ξ Ξ (γ2.. 1), Σχ. 4129. 


μεῖον τὸ τετράγωνον ΓΔΓ΄'Δ΄. “ὥστε 
Ε -- Θ' {π(2-Ὸ ΥὙ7] -- 2]. 
Παρατήρησις. Ἣ περίμετρος τῆς γραμμῆς εἶναι: 
πΔΖ {-πΓΖ- πδί(1 -Υ2) - πδ-- ἘΞ (2-ὉῈ γ2). 


Πρόβλημα 698---1 


2762. ᾿Ανάλογον ζήτημα τὸ σχῆμα ΓΔΙ΄ Δ΄ εἶναι τετράγωνον πά- 
λιν ἀλλὰ γΞ ὅ. 


«--; ἈΠ τ τ» 
Φ.-1 ΄«. ΄ῷὸ ὃν ὦ» 
ΤΣ δ α 
Σι. 1110. 


Εὑρίσκομεν Ε ΞΞ ΒΝ πίγΥ -ἰ δ) -Ἑ Φ πδϑ --- 2γ3, 


Πρόβλημα 6588--11 


1768, Ποία ἡἣ ἐπιφάνεια τῆς λαβῆς κανίστρου (9"), τῆς ἀποτελουμέ- 
γῆς ἐχ τριῶν τόξων 609 καὶ ἐχόντων κέντρα τὰ σημεῖα Γ, Ε καὶ Γ΄ 
κατὰ τὸ σχῆμα 1141; 


θ1. Σημ. μετ. Απϑὲ ἂς ραπίοσ, ἐκ τοῦ λατινικοῦ απ -- λαβδή, 
ὠτίον δοχείου κλπ. 
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"Ἔστω ΑΑ΄-Ξ2α καὶ βέλος ΟΒ -Ξβ «α. 
Ὑπενθυμίζομεν τὴν κατασκευὴν τῆς καμπύλης. 
Γράφομεν ἡμιπεριφέρειαν ΑΔΑ΄, ἐγγράφομεν εἰς αὐτὴν κανο- 


Σχ. 141. 


νικὸν ἡμιεξάγωνον ΑΝΝΑ’ καὶ φέρομεν τὰς 
εὐθείας ΔΝ, ΔΙΝΝ΄, Διὰ τοῦ σημείου Β φέρο- 
μεν παράλληλον ΒΜ Ὡρὺς τὴν ΔΝ, ΜΓΕ 
παράλληλον πρὸς τὴν ΝΟ κλπ. 

Τὰ τρίγωνα ΑΜΓ, ΜΕΜ’, Α΄ΜΤ' εἶναι 
ἰσόπλευρα, τὰ δὲ σημεῖα Γ, Ε, Γ΄’ εἶναι κέν- 
τρα τῶν τόξων ΑΜ, ΒΜ’ καὶ Μ'΄Α΄ ἀντιστοίχως. 

ἯἩ ἐπιφάνεια ἀποτελεῖται ἐκ τριῶν κ. το- 
μέων ἀνοίγματος 600 ἑκάστου, μεῖον τὸ ἰσό- 
πλεύυρον τρίγωνον ΓΕΓ΄. Καὶ ἡ εὕρεσις τοῦ 
μέτρου της ἀνάγεται εἰς τὸν ὑπολογισμὸν τῶν 
ΑΓ καὶ ΕΜ συναρτήσει τῶν α καὶ β (93). 


Βλέπε 2αν καὶ 3ην ἔκδοσιν τοῦ παρόντος ἔργου. 


Πρόβλημα 639 


1764. Δίδονται τρεῖς. ἴσοι κύκλοι ἐφαπτόμενοι ἀλλήλων καὶ ζητεῖ- 


Σ1. 4142, 


ται νὰ ὑπολογισϑῇ τὸ ἐμβαδὸν τῆς μεταξὺ 
αὐτῶν περιεχομένης ἐπιφανείας. 

Ἢ ἐπιφάνεια αὕτη ἀποτελεῖται ἐκ 
τοῦ ἰσοπλεύρου τριγώνου ΑΒΓ μεῖον 
τὸ ἄθροισμα τριῶν κυκλ. τομέων, ἴσων 
ἑκάστου πρὸς τὸ εἜ τοῦ ἑνὸς τῶν ἴσων 
κύκλων. 

Τὸ ἰσόπλευρον τρίγωνον ἔχει ἐμ- 
βαδὸν 


 ἀβεγ3--ρ’ 3 


92. Σημ. μετ. Ὑποδειχνύομεν ἔνα τρόπον ὑπολογισμοῦ τῶν μηκῶν 


τούτων. 


Ἕστω Η ἡ τομὴ τῶν ΒΜ καὶ ΟΝ, Σ ἡ τομὴ τῆς ἔκ τοῦ Ο παραλλὴή- 
λου τῆς ΑΝ μετὰ τῆς ΕΜ. Θὰ ὄχωμεν : 


ΟΒ ΞΞ 6ΞΞ- ΟΗ. 


ἊΑν τεθῇ ΝΜ Ξ-χ, τὸ παραλληλόγραμμον ΟΥ̓ΜΣ δίδει ΜΣ ΞΕ Ε, ἐκ 
δὲ τοῦ ἰσοσκελοῦς τριγώνου ΟΣΕ, μὲ πλευρὰς ΟΣ ΞΞ ΣῈ Ξεχ καὶ γωνίας 
εὶς τὰ Ο καὶ ΒΕ ἴσας πρὸς 800, λαμδάνομεν ἀμέτως: 


Ἕπομένως : 


ΟΕ Ξιχ Υγ3. 
γ Δ: ἜΑ ΝΕ Ἀ --θ 
χ δ8- δ: ΟΒ-ΞΞΟΜ-- χ, ΞΕ, στ ------- -- 
8.-.1 
Ε Υ8 -- ἢ 
ἘΜΞΞΕ ΞΞΞ ---- ᾿ 
Τ γ8.-- 


καὶ 


ΑΓ Ξ ΑΜ ΞΟ ΜΙ  ΞΞῈ --κα 


Ἐς δ Ξ π ἀςετῦ). 


-- 
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3 2 
καὶ οἱ τρεῖς τομεῖς ἔχουν ἄθροισμα 3. ---Ξ Σ᾿ 


(ΔΕΖ) Ξ-  ρ᾽ (13 - 3) 


πρόβλημα 689--1 


1766. Δίδονται τέσσαρες ἴσαι, ἐφαπτόμεναι ἀνὰ τρεῖς, περιφέρειαι 
χαὶ τῶν ὁποίων τὰ κέντρα εἶναι κορυφαὶ τετραγώνου. Νὰ ὑπολογισϑῇ τὸ 
ἐμβαδὸν τῆς μεταξὺ τῶν περιφερειῶν τούτων περιεχομένης ἐπιφανείας. 

“Ἕστω ρ ἡ ἀκτὶς τῶν περιφερειῶν. ᾿Απὸ τοῦ τετραγώνου τῶν 
κέντρων θὰ πρέπει νὰ ἀφαιρεθοῦν τέσσαρες κ. τομεῖς ἀνοίγμα- 
τος 900, “Ὥστε 


Ε--4ρ:- 4,.Ξ6᾽ --ρ'(4-- πὶ. 


Πρόβλημα 639--.11 


1766. Τὰ κέντρα τεσσάρων ἴσων χύκλων, ἐφαπτομένων ἀνὰ δύο, 
εἶναι χορυφαὶ ρόμβου, μὲ πλενρὰν ἴσην πρὸς μίαν τῶν διαγωνίων. Νὰ 
ὑπολογισϑῇ τὸ ἐμβαδὸν τῆς μεταξὺ αὐτῶν περιεχομένης ἐπιφανείας 
συναρτήσει τῆς ἀχτῖνος ρ τῶν κύκλων. 

1) Ο ρόμβος ἀποτελεῖται ἐκ δύο ἰσοπλεύρων τριγώνων πλευ- 
ρᾶς 2ρ. 

Ἑπομένως: 


Ρόμβος--2. (ΞΡ 735... 2. 13 


2) ᾿Απὸ τοῦ ρόμβου θὰ πρέπει νὰ ἀφαιρεθοῦν δύο κυκλικοὶ 
τομεῖς ἀνοίγματος 600 καὶ δύο ἄλλοι ἀνοίγματος 1209, ἤτοι; ἀν 
λον εἷς ὁλόκληρος ἐκ τῶν θεωρουμένων κύκλων. 

στε 


ΕΞ: 2ρ9 73 -- πρ'-Ξ ρ᾽ (2 Υ 3 -- πὶ). 
Πρόβλημα 640 


1767. Μὲ κέντρα τὰ μέσα τῶν πλευρῶν τετραγώνου καὶ ἀκτῖνα τὸ 
ἥμισυ τῆς πλευρᾶς αὐτοῦ γράφομεν ἡμιπεριφερείας. 
Νὰ ὑπολογισϑῇ τὸ ἐμβαδὸν τῶν τεσσάρων οὕτω 
σχηματιζομένων φύλλων. 


ΓΕστω 2ρ ἡ πλευρὰ τοῦ τετραγώνου. 

Τὸ ἄθροισμα τῶν τεσσάρων ἡμικυκλίων εἶναι 
ἴσον πρὸς τὸ τετράγωνον, πλέον τὰ τέσσαρα 
καῦτα φύλλα: ἢ 


Ἑ, ΞΞ 2πρϑϑ --- 4ρ3 ΞΞ 2ρ9 (π -- 2). 


Παρατήρησις. Τὸ ἐμβαδὸν τῆς λευκῆς ἐπιφανείας τοῦ σχήματος 
[143 --- Σταυροῦ τῆς Μάλτας -- εἶναι : χὴν 


Ε΄ ΞΞ τετράγωνον “-- Ε -- 2ρ (4 --- π). 


Πρόβλημα 640--1 


1768. Τὸ ἰσόπλευρον τρίγωνον ΜΒΝ καὶ τὸ ἰσοσκελὲς ὀρθογώνιον 
ΜΑΝ ἔχουν χοινὴν βάσιν ΜΝ καὶ τὰς κορυ- 
φὰς Β, Α πρὸς τὸ αὐτὸ μέρος τῆς ΜΝ. Μὲ 
κέντρα τὰς χορυφὰς Β, Α καὶ ἀκτῖνας ΒΝ 

Υ καὶ ΑΝ ἀντιστοίχως γράφομεν περιφερείας. 
“2 Νὰ ὑπολογισθοῦν τὰ ἐμβαδὰ τῶν σχηματιζο- 
ἢ, μένων τριῶν χκαμπυλογράμμων χωρίων. 
ἊΔ Θὰ πρέπει νὰ ὑπολογίσωμεν κατὰ πρῶ- 

τον τὰ ἐμβαδὰ τῶν κυκλικῶν τμημάτων 
ΜΓΝ καὶ ΜΔΝ. 


ἜἘπειδὴ τὸ πρῶτον τμῆμα ἀντιστοιχεῖ 
Σχ. 1444. εἰς τόξον 609, τὸ ἐμβαδόν του εἶναι 


Β' (),κ-- 378}, (9 1752) (1) 


τοῦ δὲ δευτέρου, ἀντιστοιχοῦντος εἰς τόξον 900, τὸ 


α3 β: 
π-- 2)- -ετ(α-- 2), (2) 
ἀφοῦ α -Ξ ΕΞ . 
᾿Επομένως: 
μηνίσκος ΜΓΝΔ -- (2) -- (1) -Ξ Ῥ [- π-οί(-- 1 - 753}} -Ξ 
-} π|6(-.- 75}}. (3) 
2) Τὸ κοινὸν μέρος ΜΓΝΖ τῶν δύο περιφερειῶν ἔχει ἐμβαδὸν 
πα -- (3). 


3) Ὃ μηνίσκος, τέλος, ΜΕΝΖ ἔχει ἐμβαδὸν ἴσον πρὸς τὴν δια- 
φορὰν τῶν δύο κύκλων πλέον τὸ ἐμβαδὸν τοῦ μηνίσκου ΜΓΝΔ. 


Θεώρημα 640-- 1] 


1768 α. Συμπληρωματικὸν τοῦ θεωρήματος (δ 1577) ἐπὶ τῶν 
μηνίσκων τοῦ Ἱπποκράτους. 


1) Ὃ εἰς ἕκαστον τῶν μηνίσκων (σχ. 1144 α) ἐγγραφόμενος μέγιστος 
κύκλος ἔχει διάμετρον τὴν ἀχτῖνα τοῦ ἐγγεγραμμένον κύκλου εἰς τὸ τρί- 
γώνον ΑΒΓ. 

9) Τὸ αὐτὸ συμβαίνει καὶ διὰ τὸν μέγιστον κύχλον, τὸν ἐγγεγραμ- 
βΈΩν, “εἰς τὸ χοινὸν μέρος τῶν περιφερειῶν μὲ διαμέτρους τὰς ΑΒ 
καὶ ΑΓ. 

8) Τὸ ἄϑροισμα τῶν ἐμβαδῶν τῶν μηνίσκων εἶναι ἴσον πρὸς τὸ τε- 
τράγωνον τῆς κοινῆς ἐφαπτομένης ἨΚ τῶν δύο μηνίσχων. 


Ἢ ἀκτὶς τοῦ ἐγγεγραμμένου κύκλου εἰς τὸ ὀρθογώνιον τρίγω- 
νον ΑΒΓ εἶναι τὸ ἥμισυ τῆς διαφορᾶς (β -- γ) -- ὠα (8 741). “ῶστε: 


διάμετρος κύκλου Μ -- -᾿ τ τς ἘΡς- ἘΈνΞα ; 


διάμετρος κύκλου Ν -- --- ----- τ -- “--ς--- 


διάμετρος κύκλου Λ -- ξτντσ ἐπίσης. 


ἐσῖονς (Σ΄. (ὑφ ΄ -θὶ 


Εἶναι δηλ. τὸ τετράγωνον τῆς κοινῆς ἐφαπτομένης τ ἴσον πρὸς 


Σ.. 11 α 


τὸ ἐμβαδὸν τοῦ τριγώνου ΑΒΓ, ἴσον δηλαδὴ πρὸς τὸ ἄθροισμα 
τῶν ἐμβαδῶν τῶν δύο μηνίσκων. 


Σημείωσις. Τὰ θεωρήματα 1 καὶ 3 εἶναι τοῦ 6. 1μεπιαίτγε’ τὸ 
δεύτερον ἀνήκει εἰς τὸν Η. Βτοσατά. (1. ἀ. λ]αι., 1909, σ. 195, ζήτ. 
3006’ 1910, σ. 252: 1911, ο. 9 καὶ 10). 

Εἰς τὸ αὐτὸ περιοδικὸν (1906), παρέχονται διάφοροι βιβλιο- 
γραφικαὶ ὑποδείξεις, ὡς ἀπάντησις εἰς τὸ ζήτημα 3009 τοῦ 
ΔΥ]ε]οϊπεσ. Βλέπε κυρίως τὸ ἄρθρον τοῦ Βτοςατὰ καὶ τὰς σημειώ- 
σεις τῶν Βτεαϊᾷ καὶ ΡΙαΚΒονο. (Ϊ. ἀ. Μαίΐϊι., 1906, σ. 33, ζήτ. 3009: 
ο. 133 καὶ 223, ἀπαντήσεις). 

Εἰς τὴν Οδέονιόίγίο σγέοσσιις τοῦ Ραυὶ Ἰάππετν ἀναφέρονται οἱ 
Μηνίσκοι (σ. 118, πὸ 18). 

Ἢ ἀνωτέρω Σημείωσις συμπληρώνει ἐκεί- 
νὴν τῆς ὃ 1577 α. 


Πρόβλημα 641 


1769. Μὲ κέντρα τὰς κορυφὰς τριγώνου ἰσο- 
πλεύρου καὶ ἀχτῖνας τὰς πλευρὰς αὐτοῦ γράφο- 
μεν περιφερείας, Νὰ ὑπολογισθῇ τὸ ἐμβαδὸν τοῦ 
ἰσοπλεύρου καμπυλογράμμου τριγώνου, τοῦ ὁρι- 
ζομένου ὑπὸ τῶν περιφερειῶν αὐτῶν, συναρτήσει Ττ' 
τῆς πλευρᾶς τοῦ τριγώνου. Σχ, 1148. 


1) Τὸ χωρίον τοῦτο ἀποτελεῖται ἐκ τοῦ 
ἰσοπλεύρου τριγώνου ΑΒΓ, ηὐξημένου κατὰ τρία ἴσα κ. τμήματα 
ἀνοίγματος 600 ἑκάστου (8 1752). 


Γεωμετρία δ7 


“2, 


ἔρεῖοε. 
" 
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Ἑπομένως: 
χωρ. ΑΒΓ -- ' 75. α! {-.- 5)-- ὅπ -- Ὑ5). 


2) ᾿Επίσης, τὸ χωρίον αὐτὸ δύναται νὰ θεωρηθῇ ὡς ἀποτελού- 
μενον ἐκ τριῶν ἴσων κυκλ. τομέων ἀνοίγματος οὔ9͵ μεῖον τὸ διπλά- 
σιον τοῦ ἰσοπλεύρου τριγώνου -- ἤ, ὅπερ τὸ αὐτό, ἐξ ἑνὸς ἡμικυ- 
κλίου μεῖον τὸ διπλάσιον τοῦ τριγώνου. Εὐρίσκομεν καὶ πάλιν 


χωρ. (ΑΒΓγ)-- αὐ Θγτ. Ξ' πτ-- Υ3. (1) 


2 


1769 .α. Σημείωσις. Δυνάμεθα νὰ συμπληρώσωμεν τὸ ἀνωτέρω 
πρόβλημα. 

Περιγράφοντες περιφέρειαν (ἸΚΚ, Ἀ) εἰς τὰς τρεῖς περιφερείας (Α), (Β), 
(Γ ), εὑρίσκομεν τρεῖς τριάδας καμπυλογράμμων τριγώνων, ὡς τὸ ΒΑΓ ἡ 
τὸ Α'ΒΓ΄' ἢ τὸ Β΄ ΑΓ΄΄, ὅπου Β΄΄, Γ΄’ τὰ σημεῖα ἐπαφῆς τῆς μρβ θυ ς 
(1) μεϑ᾽ ἑκάστης τῶν “περιφερειῶν (Β) καὶ (Γ). 

Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ ἐμβαδὰ τῶν χωρίων τούτων. 

(Η. Βτγοςατζτά). 


ὑπερ 0 

1) χωρ. (84) -- τ΄ (35 -- 15} 

2) χωρ. (ΑΓ) --(Ξ ὉΥ5} 

3) χωρ. (Β“ΑΤ΄) -- φ᾿ (Ξ-Ξ -Ξ- τ 


(Μαϊμοοὶθ, 1899, σ. 100, ζήτ. 1176). 


Πρόβλημα 641--1 


1770. Νὰ ὑπολογισθῇ τὸ ἐμβαδὸν τοῦ χωρίου ΑΓ ΒΑΤΒ᾽Α 
(σχ. 1145). 

Τοῦτο εἶναι τὸ τριπλάσιον τοῦ κοινοῦ μέρους ΑΒΑΊΤ τῶν πε- 
ΕΙΘΕΡΕΙΟΥ (Β) καὶ (Γ), ἥλαττω ένον κατὰ τὸ διπλάσιον τοῦ καμπυ- 

ογράμμου τριγο θυ ΑΒΓ. ᾿Επειδὴ δὲ τὸ χωρίον ΑΒΑΎΤΎ εἶναι 
διπλάσιον τοῦ (μικροτέρου) κ. τμήματος τοῦ ἔχοντος χορδὴν ἴσην 
πρὸς τὴν πλευρὰν τοῦ ἐγγεγραμμένου ἰσοπλεύρου τριγώνου εἰς 
τὴν περιφέρειαν (Β) ἢ (Γ), συμπεραίνομεν ὅτι (8 1752 β): 

χωρίον (ΑΓ΄ ΒΑΊΓΒ'΄ ΑἹ) -- ἐξαπλάσιον κ. τμήματος 1209 --- δι- 

πλάσιον καμπυλογράμμου τριγώνου, ἢ 


᾿ ως 3 
(ΑΓΒΑΤΒ΄Α)--Ξ (4 π-- 373) - θα -[3)-- Ξῷ π-- 3). (2) 
Εἵναι δηλ. τὸ ἐν λόγῳ χωρίον ἰσοδύναμον πρὸς τὸ καμπυλό- 


γραμμον τρίγωνον ΑΒΓ, ηὐξημένον κατὰ ἕνα ἡμικύκλιον ἀκτῖ- 
γὸς α. 


Πρόβλημα 642 


1771. Μὲ κέντρα τὰς κορυφὰς τετραγώνου καὶ ἀκτῖνα ἴσην πρὸς τὴν 
πλευρὰν αὐτοῦ γράφομεν περιφερείας, τεμνομένας 
ἀνὰ δύο κατὰ τά, ἐσωτερικῶς τοῦ τετραγώνου κεί- 
μενα, σημεῖα Ε, Ζ, Θ, Η. Νὰ ὑπολογισδῇ τὸ ἐμβα- 
δὸν τοῦ καμπυλογράμμου τετραπλεύρου ΕΖΘΗ. 


Γνωρίζομεν ὅτι, κατὰ τὴν ἀνωτέρω -κατα- 
σκευήν, τὸ τόξον ΔΘΖΒ διαιρεῖται εἰς τρία ἴσα 
μέρη (8 910). ᾿ 

᾿Αποτελεῖται ἑπομένως τὸ ἐν λόγῳ χωρίον 
ἐκ τοῦ τετραγώνου μὲ πλευρὰν ΖΘ, ἴσην πρὸς 
τὴν πλευρὰν τοῦ καν. δωδεκαγώνου, τοῦ ἐγγρα- Σ. 1116. 
φομένου εἰς μίαν τῶν γραφεισῶν πεέριφερειῶν;᾽ 
καὶ ἐκ τεσσάρων ἴσων κυκλ. τμημάτων, ὡς τὸ ΖΟΘ, ἐχόντων ὡς 
χορδὴν τὴν πλευρὰν ταύτην. 


Ἐπειδὴ ἡ πλευρὰ τοῦ δωδεκαγώνου εἶναι ἴση πρὸς αἾ2 -- [3, 
τὸ τετράγωνον ἔχει ἐμβαδὸν α'(2 -- 73) καὶ τὸ κυκλ. τμῆμα 
π-3 
ΖΟΘε:-Ξαξ 12. 


᾿Επομένως 
χώωρ. (ΕΖΘΗ. -Ξ αἴ2 -- [3)-:4. Τα -- 3 ΞΞ αἰ(ΞΕ3{--:|[5}} 0 


Παρατήρησις Πρὸς ὑπολογισμὸν τοῦ καμπυλογράμμου τριπλεύ- 
ρου ΓΘΟΖ, παρατηροῦμεν ὅτι ᾿ μϑυα - 


ΩΡ, (ΓΘ Ζ)  Χῶρ. (5:  ΘὉ 5} Ξ χορ, (Ε2ΘΗ) 
-ρ 659) -(  Ξ ΡῚ. 


πρόβλημα 6Θ42--1 


1772. Μὲ κέντρα τὰς κορυφὰς ἰσοπλεύρου τριγώνον πλευρᾶς 3 μ. 
καὶ ἀκεῖνα 1 μ. γράφομεν περιφερείας ἐφαπτομένας ἀνὰ δύο. Ζητεῖται : 
1) Νὰ κατασκευασϑοῦν αἱ δύο περιφέρειαι, αἵτινες ἐφάπτονται αὐτῶν 
ἐξωτεριχῶς καὶ ἐσωτεριχῶς, 39) νὰ ὑπολογισϑοῦν αἱ ἀκτῖνες τῶν τελευ- 
ταίων τούτων περιφερειῶν καὶ 8) νὰ συγκριϑῇ ὁ γεωμετρικὸς μέσος 
τῶν μηκῶν τῶν δύο ἀχτίνων πρὸς τὸ μῆχος τῆς ἀχτῖνος τῆς ἐγγεγραιι" 
μένης περιφερείας εἰς τὸ ἀρχιχὸν τρίγωνον. (Βαςςεἰαιτόαςξ, 1897. 

Διὰ τὴν γενικὴν λύσιν, καλέσωμεν α τὴν πλευρὰν τοῦ ἰσοπλεύ- 
ρου τριγώνου. 

1) Ἕστω Ο τὸ κέντρον τοῦ τριγώνου. Αἱ ΟΔ καὶ ΟἹ εἶναι 
αἱ μὰ ζητούμεναι ἀκτῖνες καὶ ΟΜ ἡ ἀκτὶς τοῦ ἐγγεγραμμένου 
κύκλου. : 

2) Γνωρίζομεν ὅτι: 


ΑΜ-ΞΥΞ, ΑΟ-- -Ξ ΑΜ, αο - Ὁ 73 
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ΟΔαΟ ἘΞ... Φ Υ͂Σ Ἐς --Ὸ (ΥὙ5:3) (" 
α α -- 
ΟΙ Ξ- ΑΟὉ -- -- - -ε-(2 Υ13 -- 3). (2) 


Γεωμ. μέσος τῶν ἀκτίνων --Ξ γ20 13--3). Ξ- (273 -- 3)-Ξ- Ξ 73. 


3) 


“ὥστε : 


ΟΜ-- ἤ0Δ.-ΟΙἱ. 


Παρατήρησις. Διὰ α ΞΕ 2 μ., ἔχομεν: 


ΟΔ -- - (ΣΥ3-:.3)μ.,. Οἵ1-- -τ (2 7{53--- 3). 


1772 α. Σημείωσις. Διὰ τρεῖς περιφερείας μὲ κέντρα Α, ΒΒ, Γ 
ἀκτῖνας α, β, γ καὶ ἐφαπτομένας ἀλλήλων ἀνὰ δύο, ἡ ἀκτὶς ρ,, τῆς 
διὰ τῶν τριῶν σημείων ἐπαφῆς περιφερείας καὶ ἡ ἀκτὶς ρ, τῆς πε- 
ριφερείας διὰ τῶν τριῶν κέντρων εἶναι ἀντιστοίχως : 


.,-- }- αἰν ,,-- (6:Ὲ8) (Ἐ -ΕΥ) Ὁ Ἐα)͵ 
Π ἸαΈβΈΥ᾽ τς 4γαβυτα-Εβ-) 
(Αη. ἃ. ὥον., τόμ. ν΄ (1814 - 15), σ. 32, λύσις ὑπὸ 1. - Β. Ῥετ- 


Γαπάς, σ. 301: Ν. Αη., 1876, σ. 318, Αὐδετι Μαίμεοβὶα, 1896, σ. 33 
καὶ 60, ὡραία μελέτη ὑπὸ Ε.- Ν. Βατγἰπεη). 


Θεώρημα 642 --ΠΣ 


1772 β. "Ἕστωσαν τρεῖς περιφέρειαι ἐφαπτόμεναι ἀλλήλων ἐξωτερι- 
κῶς. Ἂν ο,, 0. εἶναι αἱ ἀκτῖνες τῶν περιφερειῶν, αἵτινες ἐφάπτονται 


9ΟΊ 


αὐτῶν καὶ ο ἣ ἀκτὶς τῆς ἐγγεγραμμένης περιφερείας εἰς τὸ τρίγωνον 
τῶν κέντρων τῶν τριῶν πρώτων περιφερειῶν, συμβαίνει 


1 1 4 πλῇ 
-... ..«....--..-- Ε.-Ν, ΒΑΓ. 516η). 
ΞᾺ ἘΝ βρη ρ ( ) 


(Μαιβιοϑὶδα, 1905, σ. 136, ζήτ. 1501, σχ. σημείωσις κατὰ τὸν 
ΡΙακῆονο, ᾿Επίσης ν. Μ. 8.., 1890, σ. 265, Γατνεγπατη). 


Τόσος 6Θ42-- 111 


1773. Εὶϊς τὰ δύο ἄκρα εὐθείας ΑΒ ὑψοῦμεν καϑέτους ἐπ᾽ αὑτὴν 
καὶ λαμβάνομεν ἐπ᾽ αὐτῶν μήκη ΑΓ, ΒΔ με ὁ 
ταβλητὰ μὲν ἀλλὰ τοιαῦτα, ὥστε τὸ τραπέ-: 2 

ν 
! 


Ἂ " ἱ 


ζιον ΑΒΓΔ νὰ ἔχῃ ὡρισμένον ἐμβαδὸν Κκἢ. 
Εὔρετε τὸν τόπον τοῦ ποδὸς Μ τῆς ἐπὶ τὴν 
εὐθεῖαν ΓΔ χαϑέτον ἘΜ ἐκ τοῦ μέσου Εὶ 
τῆς ΑΒ. 

Τὸ αὐτὸ ποόβλημα διὰ ΑΓ, ΒΔ παραλλή- 
λους πρὸς δοϑεῖσαν διεύϑυνσοιν. ((οπιοομνδ σόν 
πόναϊ τοῦ ἐπθο 

1) Ἔστω ΟΕ ἡ μέση βάσις τοῦ τραπε- 
ζίου ΑΒΓΔ, κάθετος ἐπὶ τὴν ΑΒ. Τὸ ἐμ- 
βαδὸν τοῦ τραπεζίου εἶναι 


κΞ -Ξ ΑΒ. ΟΕ' 
ι:3 
ἄρα : ΟΕ -Ξ ἌΒ᾽ ΞΞ σταθ., Σ;. 116", 


καὶ διέρχεται ἑπομένως ἡ εὐθεῖα ΓΔ διὰ 
τοῦ σταθεροῦ σημείου Ο. 

Κατὰ συνέπειαν, ὁ τόπος τοῦ σημείου Μ εἶναι ἡ περιφέρεια 
μὲ διάμετρον ΟΕ. 


Παρατήρησις. 1) Τὸ τρίγωνον ΑΒΖ εἶναι ἡ ὁριακὴ μορφὴ τοῦ 
τραπεζίου ΑΒΓΔ. Κατὰ τὴν ἐκφώνησιν ἑπομένως, ὁ τόπος ἀποτε- 
λεῖται ἐκ τῶν δύο συμμετρικῶν τόξων ΟΘ, ΟΗ τῆς περιφερείας 
μὲ διάμετρον ΟΕ. 

2) Ἔστω Α΄Β’ ἡ δοθεῖσα σταθερὰ πλευρά, ΑΥΓ, Β΄'Δ αἱ πα- 
ραλλήλως πρὸς δοθεῖσαν διεύθυνσιν πλευραὶ τοῦ τραπεζίου. ᾿Εὰν 
φέρωμεν τὴν κάθετον ΑΕΒ ἐπὶ τὰς βάσεις, θὰ ἔχωμεν ὁμοίως : 

ΑΒ.ΟΕ εκ’, ΟΕ τ -ξ- τεσταθ,, 


καὶ ὁ τόπος θὰ εἶναι πάλιν τόξα τῆς περιφερείας μὲ διάμετρον ΟΕ. 


Διάφορα ξητήματα 


Πρόβλημα 642--Κ 


1778 α. Λαμβάνοντες ὡς ἀκτῖνα τὴν μονάδα τοῦ μήκους, ὑπολογίσατε 
τὸ ἀπόστημα τοῦ κανονιχοῦ ἐγγεγραμμένον ἑξαγώνου, κατόπιν τὴν ἀκτῖνα 


καὶ τὸ ἀπόστημα τῶν κανονικῶν πολυγώνων, τῶν ἰσοπεριμετριχῶν πρὸς 
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αὐτὸ καὶ ἐχόντων 12, 24, 18, 96... πλευρὰς καὶ συναγάγετε ἐκ τῶν 
ἀποτελεσμάτων μίαν προσεγγίζουσαν τιμὴν τοῦ π. 


"Ἔστωσαν ρ καὶ Ἐ τὸ ἀπόστημα καὶ ἡ ἀκτὶς τοῦ ἑξαγώνου, 
ρ΄, Ε΄ τὸ ἀπόστημα καὶ ἡ ἀκτὶς τοῦ δωδεκαγώνου, ρ'', Ε΄ τὰ ἴδια 
μήκη διὰ τὸ εἰκοσιτετράγωνον κιοικ. Οἱ τύποι τοῦ ϑομνγδῦ (Ο., πὸ 
289), θὰ χρησιμεύσουν ὡς βάσις τῶν ὑπολογισμῶν : 


ρ -Ε:͵ Ε΄ ΞΞΕΥ̓͂ΤΡΈ.- 
ὋὋ ἑπόμενος. πίναξ παρέχει τὰ ἐν λόγῳ μήκη μέχρι τοῦ καν. 


πολυγώνου μὲ 768 πλευρὰς καὶ τῇ βοηθείᾳ πενταψηφίων λογα- 
ριθμικῶν πινάκων. 


Πλευραὶ "Αποστήματα "Ακεῖνες 

6 0,866025... 1,.000000 
12 0,933012... 0,965930... 
24 0,949471... 0,957660... 
48 0,953565... 0,955600... 
96 0,954582... 0,955090... 
192 0,954835... 0,954962... 
384 0,9546θ99... 0,954925... 
768 0,954912... 0,954925... 


, Ἢ ἀκτὶς τῆς περιφερείας τῆς αὐτῆς περιμέτρου δύναται νὰ 
θεωρηθῇ περιλαμβανομένη μεταξὺ τῆς ἀκτῖνος καὶ τοῦ ἀποστή- 
ματος τοῦ τελευταίου πολυγώνου. "᾿Α͂ν ὡς τιμὴν αὐτῆς λάβωμεν 
τὸν μέσον ἀριθμητικὸν τῶν δύο τούτων μηκῶν, δυνάμεθα νὰ εἴ- 
πῶμεν ὅτι περιφερείας μήκους 6 μ. ἡ ἀκτίς τῆς εἶναι 0,954918... μι. 

ὁ μῆκος τῆς ὅλης περιφερείας εἶναι 2 πρ καὶ τῆς ἡμιπεριφε- 
ρείας πρ. ᾿Επομένως 


π. (0,954918...) --3, ὅθεν π------ 


Ὁ,954918... 

ἢ π -- 3,1416... 

ἐὰν περιορισθῶμεν εἰς τέσσαρα μόνον δεκαδικὰ ψηφία. 
Πρόβλημα 6482--γν 


1778β. ᾿Εφαρμόσατε διὰ τὸν ὑπολογισμὸν τοῦ π τοὺς τύπους τοῦ 
Θαυτσίπη (8 1468) 


-- 3,14157... 


τ-- -ο τς, τε ττ΄, 


ἀναχωροῦντες ἐκ τοῦ ἐγγεγραμμένου καὶ τοῦ περιγεγραμμένον τετραγώ- 
νου εἰς περιφέρειαν ἀχτῖνος 1 μέτρον. 

Ἢ μέϑοδος τῶν περιμέτρων, ὀφειλομένη εἰς τὸν ᾿Αρχιμήδη, ἤγαγεν 
τὸν ϑευτὶπ εἰς τοὺς ἀνωτέρω τύπους. 

᾿Επειδὴ ἡ ἀκτὶς εἶναι 1, ἡ πλευρὰ τοῦ ἐγγεγραμμένου τετρα- 
γώνου εἶναι 72 καὶ ἡ περίμετρός του 4 [2. Ἡ πλευρὰ τοῦ περι- 
γεγραμμένου τετραγώνου εἶναι 2 καὶ ἡ περίμετρός του 8. Θὰ ἔχω- 
μεν λοιπὸν κατὰ πρῶτον: 
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᾿Εκτελοῦντες τοὺς ὑπολογισμοὺς τῇ βοηθείᾳ λογαρίθμων μὲ 
πέντε δεκαδικὰ ψηφία, ἀγόμεθα εἰς τὸν πίνακα: 


Πλενοαὶ τ «- 
4 8,0ΟΌΟΟΟ ΔΦΥ2 
8 6,62742.. 6,12300... 
16 6,36514... 6,24286... 
32 6,30326... 6,27300 
64 6,28857... 6,28079... 
128 6,28454... 6,28257... 
256 6,28343... 6,28300 
512 6,28329... 6,28314... 
1024 6,28321... 6,28314... 


᾿Εὰν θεωρήσωμεν τὴν περιφέρειαν περιλαμβανομένην μεταξὺ 
τῶν δύο τελευταίων περιμέτρων, δυνάμεθα νὰ θέσωμεν : 


ΜΑῆκος περιφερείας ἀκτῖνος 1 μ. . . . .... . 6,28318... μ. 
Διαιροῦντες διὰ τῆς διαμέτρου. . .. . .. 2,ΟΟΟΟῸ μ. 
Εὑρίσκομεν διὰ τιμὴν τοῦ πτξΞ. . . ......... 3,14159,..μ. 


Πρόβλημα 642-- νὴ] 


1778.γ. ᾿Εφαρμόσατε διὰ τὸν ὑπολογισ!ὃν τοῦ ἀριϑμοῦ π τοὺς τύ- 
πους τοῦ Οτεροσν (8 1148) 


ΠΡ τι ,. 23ᾳα 
α΄Ξε͵αά, ἡὐ τ Ξ ΤΣ 


ἀναχωροῦντες ἐκ τοῦ ἐγγεγραμμένον καὶ τοῦ περιγεγραμμένον τετραγώ- 
γον εἷς περιφέρειαν ἀκτῖνος 1 μέτρον. 


ΟΙ ἀνωτέρω τύποι ἐπιτρέπουν τὸν διαδοχικὸν ὑπολογισμὸν τῶν 
ἐμβαδῶν τῶν κανονικῶν ἐγγεγραμμένων καὶ περιγεγραμμένων πο- 
λυγώνων μὲ 8, 16, 32... πλευράς. ᾿ 

᾿Επειδή, ὅταν τὸ πλῆθος τῶν πλευρῶν τῶν πολυγώνων τούτων 
αὐξάνῃ συνεχῶς, ταῦτα τείνουν πρὸς τὴν περιφέρειαν, τὰ ἐμβαδά 
τῶν θὰ ἔχουν ὅριον τὴν τιμὴν πρἢ ἤ, διὰ ρΞεῖ, τὸν ἀριθμὸν π. 

Οὕτω, ὑπολογίζοντες τὰ ἐμβαδὰ τῶν διαδοχικῶν πολυγώνων, 
δυνάμεθα νὰ ἰσχυρισθῶμεν ὅτι ὁ ἀριθμὸς π εἶναι ἕνας ἐνδιάμεσος 
ἀριθμὸς μεταξὺ ἐκείνων οἵτινες ἐκφράζουν τὰ ἐμβαδὰ ἑνὸς ἐγγε- 
γραμμένου καὶ ἑνὸς περιγεγραμμένου πολυγώνου τοῦ αὐτοῦ πλή- 
θους πλευρῶν. ᾿Εὰν λοιπὸν οἱ δύο οὗτοι ἀριθμοὶ ἔχουν κοινά, 
πρὸς τ’ ἀριστερά, δεκαδικὰ ψηφία, τὰ Ψηφία ταῦτα θὰ ἀνήκουν 
κατ᾽ ἀνάγκην εἰς τὸν ἀριθμὸν π. 

ΟἹ ἀνωτέρω τύποι εἶναι ἀνάλογοι ἐκείνων τοῦ ϑεαιτγίη καὶ ἀνα- 
λόγως ἐπίσης γίνεται καὶ ὁ λογαριθμικὸς λογισμός. Καὶ εἰς τὰς 
δύο ὅμως περιπτώσεις ἐμφανίζεται ἡ λογιστικὴ δυσκολία τῶν πο- 
λυαρίθμων μεταβάσεων ἀπὸ τῶν ἀριθμῶν εἰς τοὺς λογαρίθμους 
καὶ τἀνάπαλιν. 

Τῆς δυσκολίας ταύτης ἀπαλλασσόμεθα, θεωροῦντες ὄχι τὰς πο- 
ϑότῆτας ταύτας καϑ' ἑαυτὰς ἀλλὰ τὰ ἀντίστροφά των. 

Ὡς γνωστόν. τὸ γινόμενον δύο ἀντιστρόφων ἀριθμῶν εἶναι 1 
καὶ ὁ γεωμετρικός τῶν μέσος πάλιν 1. 
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"Ἔστωσαν Α, Β, Γ, Δ τέσσαρες. ἀριθμοὶ τοιοῦτοι, ὥστε: 


2 ΔΒ 


Γ--τἡΥ̓́Β, ΤῊ Ἐπ - ΠῚ () 


καὶ α, β, γ, ὃ οἱ ἀντίστροφοι τῶν Α, Β, Γ, Δ. Θὰ ἔχωμεν: 


καὶ ἡ πρώτη τῶν σχέσεων (1) γράφεται 
το τ ἴτς ἧς 
Υ α αβ 7αβ 


᾿Επομένως, γ-Ξ ͵αβ ἥ: "Εὰν ἐκ τριῶν ἀοιϑμῶν ὁ εἰς εἶναι ὅ γεω- 
μετρικὸς μέσος τῶν ἄλλων δίο, ἡ αὐτὴ σχέσις. ὑφίσταται καὶ μεταξὺ τῶν 
ἀντιστοόφων τῶν. 


Ἢ δευτέρα τῶν σχέσεων (1) γράφεται ἐπίσης : 


ἜΤ ι 6. 
Ἵ-- α8 ἢ: 5 ΞξεσΞ 
δ᾽ ΕΝ. " 2 1 
αὖ Ὑ ᾿αβ 
1 αβ 
ἢ καὶ δ-- στ (Ρ- 5) 
᾿Αλλ᾽ εὕρομεν ὅτι γ3 -Ξ αβ’' ἄρα: 
1 
ὃ - - (β-Ῥ γ), 


εἶναι δηλ. ὁ ὃ ὁ ἀριθμητικὸς μέσος τῶν β καὶ γ. 

᾿Επειδὴ αἱ σχέσεις τὰς ὁποίας ὑπεθέσαμεν συνδεούσας τοὺς 
τέσσαρας ἀριθμοὺς Α, Β,Γ, Δ εἶναι ἐκεῖναι ἀκριβῶς, αἵτινες συν- 
δέουν τὰς τέσσαρας ποσότητας α, Α, α΄, Α΄: 


ἽὝἝπεται ὅτι ἐὰν συμφωνήσωμεν νὰ παριστῶμεν διὰ τῶν ἰδίων τεσ-͵ 
σάρων γραμμάτων τὰ ἀντίσεροφα, τῶν ἀρχικῶν ἀριϑμῶν, δυνάμεθα νὰ 
θέσωμεν 


α΄ Ξε ἴα καὶ α΄- το, 
Ὃ ὑπολογισμὸς οὕτω ἀνάγεται εἰς τὴν εὕρεσιν ἀριθμητικῶν 
καὶ γεωμετρικῶν, ἐνναλάξ, μέσων. 
Εἶναι φανερόν, ὅτι αἱ τιμαὶ τὰς ὁποίας θὰ εὔρωμεν διὰ τὰ τ΄ 
αἱ Τ’ θὰ τείνουν πρὸς τὸ ἀντίστροφον τοῦ ἀριθμοῦ π. 


ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ 
Οἱ ἀντίστροφοι ἀοιϑμοὶ τῶν ἐμβαδῶν τῶν πολυγώνων 


Πλευραὶ α Ἁ 

4 Ο,500000 Ο,025000 
8 0,353550... 0,031775... 
16 0,326638... 0,314206... 
32 0,320365... 0,317285... 
δΆ 0.318823... 0,318054... 
128 0,318439... 0,318246... 
256 0,318342... 0,318294... 
512 0,318315... 0,318304.., 
1024 0,319308... 0,318306... 


Οἱ ὑπολογισμοί μας θὰ πρέπει νὰ τερματισθοῦν ἐνταῦθα, ἐπειδὴ 
δὲν δυνάμεθα νὰ βασιζώμεθα μὲ ἀσφάλειαν παρὰ ἐπὶ τῶν πέντε 
πρώτων δεκαδικῶν ψηφίων. ᾿Εὰν λοιπὸν θέσωμεν 


ΕΘ 0,31831... 
π 


εὑρίσκομεν π-ΞΞ 3,14157... Ξξ 3,1416... 
Πρόβλημα 642--1 


1779 ὃ. ᾿Εφαρμόσαιε διὰ τὸν ὑπολογισμὸν τοῦ ἀριϑμοῦ π τοὺς τύ- 
πους τοῦ Ιορσεηάτε: 


’ Υπτντ. ΤΈΩΣ ΞΞ , ἘΞῈρ 
Ε΄ -Υ̓ΡΕῈ καὶ ρ΄Ξε 25 Ὁ 


(ὁ 1150), ἀναχωροῦντες ἀπὸ τοῦ τετραγώνου μὲ πλευρὰν 1. 


Ἐφ᾽ ὅσον αὐξάνει συνεχῶς ὁ ἀριθμὸς τῶν πλευρῶν ἑνὸς κανο- 
νικοῦ πολυγώνου σταθεροῦ ἐμβαδοῦ, ἐπὶ τοσοῦτον καὶ τὸ σχῆμα 
τοῦ πολυγώνου τούτου τείνει πρὸς περιφέρειαν, ἡ δὲ ἀκτὶς καὶ τὸ 
ἀπόστημα αὐτοῦ τείνουν νὰ λάβουν τὴν αὐτὴν τιμὴν --- τὴν τιμὴν 
τῆς ἀκτῖνος τοῦ ἰσοϑδυνάμου πρὸς τὸ πολύγωνον κύκλου. 

Τὸ τετράγωνον πλευρᾶς 1 μέτρου ἔχει ἐμβαδὸν 1 τετρ. μέτρον᾽ 
τὴν αὐτὴν τιμὴν θὰ ἔχουν τὰ ἐμβαδὰν τὸν διαδοχίκῶν κϑλυγῶς 
νῶν, ὡς καὶ τὸ ὅριον αὐτῶν, ὁ κύκλος. 

᾿Επειδὴ τὸ ἐμβαδὸν τοῦ κύκλου εἶναι πΕἢ, 


πῈ"-:Ξ- ἴ, πε-ῖν- 

Θὰ πρέπει λοιπὸν νὰ ὑπολογίσωμεν τὰς ἀκτῖνας καὶ τὰ ἀπο- 
στήματα τῶν διαδοχικῶν πολυγώνων, ἕως ὅτου ἀρχίσουν νὰ ἐμ- 
φανίζωνται κοινὰ δεκαδικὰ Ψηφία, ἀπ᾽ ἀριστερῶν, εἰς τάς τιμάς 
τῶν μηκῶν αὐτῶν. Θὰ ἔχωμεν τότε, μὲ τὸν αὐτὸν βαθμὸν προ- 
σεγγίσεως, τὴν ἀκτῖνα τοῦ κύκλου ἐμβαδοῦ 1 τετρ. μέτρου καὶ ἐξ 
αὐτῆς θὰ συναγάγωμεν τήν, ἀντιστοίχου προσεγγίσεως, τιμὴν 
τοῦ π. 
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Ἡ ἐφαρμογὴ τῶν ἀνωτέρω τύπων τοῦ Ι,ερεπάτε δίδει τὰ ἐπό- 
μενα ἀποτελέσματα, 


Πλευραὶ Ν᾽ 9 
4 0,707108... 0,500000 
8 0,594612... 0,549344... 
16 0,571529... 0,560543... 
322 0,56601 4... 0,563294... 
θ4 0,564650... 0,563962... 
128 0,564312... 0,564150... 
256 0,564225... 0,564186... 
512 0,564206... 0,564193... 
1024 0,564200 Ο,564200 


Εἰς τὸ κανονικόὸν πολύγωνον μὲ 1024 πλευράς, τῆς ἀκτῖνος καὶ 
τοῦ ἀποστήματος τὰ πέντε πρῶτα δεκαδικὰ ψηφία εἶναι τὰ 
αὐτὰἀ--καὶ ἐπὶ τούτων μόνον δυνάμεθα νὰ βασιζώμεθα, ἐφ᾽ ὅσον 
οἱ ὑπολογισμοὶ γίνονται διὰ πενταψηφίων λογαριθμικῶν πινάκων. 

Δυνάμεθα ἑπομένως νὰ θέσωμεν διὰ τὸν ἰσοδύναμον πρὸς τὰ 
πόλύγωνα κύκλον 

Ἑ ΞΞ 0,56420... μ., 


καὶ νὰ εὕρωμεν 


Ί 
πτἷ -Ξ Ἔ"-: -- 3,1415... 


Τιμαὶ τοῦ σε θΘ42--ὼΠ] 
1778 ε. Ο᾽ ᾿Αρχιμήδης ἔδωσε ὡς προσεγγίζουσαν. τιμὴν τοῦ π 
τὸν ἀριθμὸν ---- ὁ ᾿Αδριανὸς Μέϊ(ΐμ8 τὸν λόγον πἥξε’ οἱ δὲ νεώτε- 


ροι ὑπολογισταὶ ϑδλαν»8, [αὐτὰ κλπ. εδρον τὸν ἀριθμὸν πὶ τῇ βοη- 
θείᾳ σειρῶν καὶ ἐξώθησαν τὴν προσέγγισιν εἰς τοιοῦτον βαθμὸν 
ὥστε ἡ εὕρεσις μεγαλυτέρας αὐτῆς νὰ ἀποτελῇ πλέον ἄγονον 
ἀπασχόλησιν. 

Σχετικῶς δύναταί τις νὰ συμβουλευθῇ τὰ Νομυείϊοα Δππαῖὶεβ ὧδ 
Μαϊπμέπιαίίφιιοα (1850, ο. 12: 1851, σι. 198: 1855, σ. 2039) καθὼς καὶ 
τὴν “498οοἰαίζλοη [γαπραΐϑε Ῥομ" ᾿ αυαποοτηοτιί ἀ68 βοίοηοοα, 1879, Μοηί- 
ρεϊῖοπ, ἄρθρον τοῦ Ε. ἘἈλτίετ, μηχανικοῦ. 

Διὰ τὸ ἐνδιαφέρον τοῦ πράγματος, δίδομεν κάτωθεν τὸν ἀριθ- 
μὸν π μὲ 40 δεκαδικὰ ψηφία : 


3,14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 41971, 


᾿Ιδοὺ ὁ ἀριθμὸς τῶν ἀκριβῶν δεκαδικῶν τ μόρα τοῦ ἀριθμοῦ π, 
τὰ ὁποῖα διάφοροι ὑπολογισταὶ ἐπέτυχαν. Μετετρέψαμεν εἰς δε- 
καδικοὺς ἀριθμοὺς τοὺς κλασματικοὺς λόγους τοὺς δοθέντας ὑπὸ 
τῶν πρώτων γεωμετρῶν, 


᾿Αρχιμήδης . .....τνν νειν εν νι, 2 
Οὐ ἡνδοὶ ἀδιρονόμαι το πον πα ως 3 


Ἐταπςοῖβ ν δία (1579). . . «τον ν ρὲ νειν. 7 
Μέτίαβ (1626) . . .. ..«ττν νιν ΠΝ ΝΕ. 
Αἀτίοη Ἐοθππβ .. . «τοτὲ ο το φρο νον 
Καᾶο! νῶῖπὶ (ευϊεη (ἀπ. 1610) . . . «ων... 35 
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ΘΒΑΥΡΒ -.. «Ὁ τον τ ν κως δ τὸ τῶ; ἐὸν ρρ. ἰᾶς Σόν., 7 
[αστν (1719) . . . . ..- δ οὐ πα οἰ πὰ δ δ δ ἀπι ἐς τα᾽ δ 127 
γοχα ο ο-ο τιον.» 9.» "δ ΦΖἔὦὁΝ ϑ ὁ ὁ ν» κα δ »ο δ᾽ «ὁ »κ5"»"»5);᾿Ἴ « κα 6 140 
ΠΘμ56 (1840, Βιέννη) γαῖ ὑρνς ἀδον ν ρὸν τς 200 
ἘϊΟΝ τ {1853}. ῸὌὸὸ ν ὐτὺν πν ο τν φῦ οἴὰστους 333 
Ἀπυτμογέογι (1855). . ..Ὁ τον ν τ φρννιν, 440 
θδηρῖεα {1855}. . ς ως τς νὸν νον τν ὦ 530 


Τὰ 330 πρῶτα δεκαδικὰ ψηφία ἐπαληθεύονται ὡς κοινὰ εἰς τὰ 
ἀποτελέσματα τῶν τριῶν τελευταίων ὑπολογιστῶν. 


Θεώρημα 642 -- Χ 


1778 ζ. Τὸ κοινὸν σημεῖον τῶν διαμέσων τριγώνου εἶναι τὸ σημεῖον 
δι’ ὃ τὸ γινόμενον τῶν ἀποστάσεών του ἀπὸ τῶν πλευρῶν τοῦ τριγώνου 
εἶναι μόγιστον. 

᾿Εὰν ὑποθέσωμεν ὅτι μία τῶν καθέτων ἀποοτάσεων εἶναι στα- 
θερά, τὸ ζήτημα ἀνάγεται εἰς τὸ γνωστὸν πρόβλημα: Νὰ εὑρεθῇ 
ἐπὶ τῆς βάσεως ΑΒ τριγώνου (σχ. 1149) σημεῖον διὰ τὸ ὁποῖον τὸ 
γινόμενον τῶν ἀποστάσεῶών του ἀπὸ τῶν ἄλλων δύο πλευρῶν νὰ 
εἶναι μέγιστον (δ 1680). 


Στ, 114. Σ.. 3150. 


Ἔστω Δ τυχὸν σημεῖον ἐπὶ τῆς παραλλήλου Α΄Β΄ τῆς ἀγομέ- 
νῆς εἰς ἀπόστασιν δοθεῖσαν χ΄ ἀπὸ τῆς ΑΒ (σχ. 1150). 
᾿Επειδὴ αἱ κάθετοι χ’, τ΄ πληροῦν τὴν σχέσιν 


ΓΒ’, χ' ἜΓΑ', ς΄ ΞΞ-Ζ(Α ΓΒ2), (58 1160, α) 

τὸ μέγιστον τοῦ γινομένου χ᾽τ᾽ λαμβάνεται ὅταν τὰ μήκη χ', ν 
εἶναι ἀντιστρόφως ἀνάλογα τῶν συντελεστῶν των (8 347). Συμπί- 
πτει, ἑπομένως, τὸ σημεῖον Δ πρὸς τὸ Μ΄, κοινὸν σημεῖον τῆς Α΄ Β΄ 
καὶ τῆς διαμέσου ΓΜ΄ ἢ ΓΜ τοῦ τριγώνου ΑΥΓΒ΄- ἐπειδὴ ἡ εὐθεῖα 
αὕτη εἶναι ὁ τόπος τῶν σημείων, τῶν ὁποίων αἱ ἀποστάσεις ἀπὸ 
τῶν πλευρῶν ΓΒ, ΓΑ εἶναι ἀντιστρόφως ἀνάλογοι τῶν πλευρῶν 
αὐτῶν (δ 164). 

Δι᾿ ὁμοίων συλλογισμῶν, εὑρίσκομεν ὅτι τὸ σημεῖον τοῦ μεγί- 
στου γινομένου χγΖ πρέπει νὰ εἶναι κοινὸν καὶ τῶν δύο ἄλλων 
διαμέσων τοῦ τριγώνου ΑΒΓ. Συμπίπτει δηλ. πρὸς τὸ κοινὸν ση- 
μεῖον Θ τῶν διαμέσων τοῦ τριγώνου τούτου. 
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Τιμὴ τοῦ μεγίστου γινομένου. ᾿Επειδὴ ἕκαστον τῶν τριγώνων 
ΑΘΒ, ΒΘΓ, ΓΘΑ εἶναι τὸ τρίτον τοῦ ΑΒΓ, θὰ ἔχω-εν 


.-ἰι) 2Ξ-.ς Εὖ. 2Ε 
3. ΟΞ ᾿΄:3α.’ “ 3β’ τ 3," 
Ὅθεν 
πιᾶχ. χτὰ Ξξ Ὁ" 
27 αβγ 


1778 . Παρατήρησις. Τὸ ΜΠ Βιβλίον ὁδηγεῖ ταχύτερον καὶ 
ἁπλούστερον εἰς τὸ ἀνωτέρω 
ἀποτέλεσμα. 

Γνωρίζομεν ὅτι ὁ τόπος 
τῶν σημείων Ζ:.:διὰ τὰ ὁποῖσ 
τὸ γινόμενον 2Ρ.ΖΠ εἶναι στα- 
θερόν, εἶναι ὑπερβολὴ ΔΕΖ, 
ἔχουσα ὡς ἀσυμπτώτους τὰς 
εὐθείας ΓΑ, ΓΒ. ᾽Εὰν λοιπὸν 
ὑποθέσωμεν ὅτι τὸ γινόμενον 
χν εἶναι σταθερόν, τὸ μέγι- 
στον τοῦ γινομένου χντΖ ἀντι- 
στοιχεῖ ἐἰς τὸ μέγιστον τοῦ “, 
δηλ. εἰς τὸ σημεῖον ἐπαφῆς Ε 
τῆς ἐφαπτομένης τῆς καμπύ- 

Σχ. 115]. λης τῆς παραλλήλου τῆς ΑΒ. 

᾿Αλλ᾽ εἶναι γνωστὸν ὅτι ἡ 

ἐφαπτομένη αὕτη «διαιρεῖται, εἰς τὸ σημεῖον ἐπαφῆς, εἰς δύο τμή- 

ματα ἴσα ὑπὸ τῶν ἀσυμπτώτων ΓΑ καὶ ΓΒ. Κεῖται ἑπομένως τὸ 

σημεῖον τοῦ  εγίστου γινομένου χγτΖ ἐπὶ τῆς διαμέσου ΓΜ τοῦ 

τριγώνου ΑΒΓ καί, καθ᾽ ὁμοίους συλλογισμούς, καὶ ἐπὶ τῶν δύο 
ἄλλων διαμέσων αὐτοῦ. 

Εἶναι δηλ. τὸ κοινὸν σημεῖον τῶν διαμέσων τοῦ τριγώνου ΑΒΓ. 


Θεώρημα 6Θ42--ζ 
1778. Διαιροῦμεν τὰς πλευρὰς ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ τριγώνου ΑΒΓ κατὰ 
Ά δοϑέντας λόγους Ξ ᾿ς ᾿Ξ ᾿ 


-“: διὰ τῶν σημείων Δ, 


Ζ, Θ. ᾿Εὰν ἐναλλάξωμεν 
τὴν τάξιν τῶν λόγων, λαμ- 
βάνομεν, διὰ τῶν σημείων 
διαιρέσεως, πέντε ἄλλα 
τρίγωνα διαχεχριμένα, ἐν 
γένει, ἀλλήλων. 

Ἃ ᾿ Δείξατε ὅτι τὰ ξξ τρί- 
γῶνα εἶναι ἰσοδύναμα. 


1η ᾿Απόδειξις. Τὸ θεὼ- 


ρημα εἶναι προφανὲς διὰ ἰσόπλευρον τρίγωνον. ᾿Επειδὴ δέ, κατὰ 
ἄμεσον συνέπειαν τῶν δ 1843, 1844 καὶ 1844, σημ. α, τὸ δοθὲν 
τρίγωνον δύναται πάντοτε νὰ θεωρηθῇ ὡς ὀρθὴ προβολὴ ἑνὸς 


Ζχ. 4152. 
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ἰσοπλεύρου τριγώνου, κατὰ δὲ τὴν προβολὴν ταύτην, ὁ λόγος τῶν 
ἐμβαδῶν τῶν προβαλλομένων ἐπιφανειῶν πρὸς τὰ ἐμβαδὰ τῶν προ- 
βολῶν τῶν εἶναι σταθερὸς καί, προσέτι, ὁ λόγος τμημάτων ἐπὶ 
τῆς αὐτῆς εὐθείας παραμένει ἐπίσης σταθερός, δυνάμεθα νὰ συμ- 
περάνωμεν ἀμέσως: 

Τὰ κατὰ τὸν ἀνωτέρω τρόπον λαμβανόμενα ἐξ τοίγωνα εἶναι ἰσοδύναμα 
πρὸς ἄλληλα, ὡς προβολαὲ ἴσων τριγώνων. 

9α "Απόδειξις. Δυνάμεϑθα νὰ ὑπολογίσωμεν τὸ ἐμβαδὸν τοῦ τρι- 
γῶώνου ΔΖΘ συναρτήσει τῶν δοθέντων λόγων καὶ τοῦ ἐμβαδοῦ 
τοῦ ΑΒΓ. "Ἔχομεν: 


(ΑΘ) ΑΘ... ᾿ὦὃἤ 
(ΑΒΓ) ἌΒ.ΑΓ. (κ- Ἐπ} (Σ τυ 
πὰ ΑΘ γος ἐδ . ΑΝ "ΕΝ 
ἀφοῦ πὸ “- φεεστ, καὶ “Γ τ τ 
Ὁμοίως 
(ΑΔΘ) χα' (ΓΔΖ) Ἶ 


Χ΄Σ 
(ΒΑΓ) (ΧΈἘΧΊ (1 τἘμὴῚ [(ΓΆΒ) (χ ἜΧΊ (Υ ἜΥ7 
Διὰ προθέσεως λαμβάνομεν 


(ΑΒΓ) -- (ΔΕΘ) γ΄ Ἐχη  αε (Σ ἜΣ)  Ἐχύν (2- 2) () 
(ΑΒΓ) " (χ Ἔχ) (σ τ νῇἝ (:-Ὁ 7.) 


ΞΞ συμμετρικὴ συνάρτησις τῶν τριῶν δοθέντων λόγων. ἴΑρα... 


]]αρατήρησις. 1) Τὰ κέντρα βάρους τῶν ἕξ ἰσοδυνάμων τριγώνων 
ἀνήκουν εἰς τὴν αὐτὴν ἔλλειψιν, τὴν ἔχουσαν ὡς κέντρον τὸ κέν- 
τρον βάρους τοῦ τριγώνου ΑΒΓ. Διὰ τὴν ἀπόδειξιν ἀρκεῖ νὰ θεω- 
ἈΦ Ν τὸ ἰσόπλευρον τρίγωνον, τοῦ ὁποίου τὸ ΑΒΓ εἶναι προ- 

ολ "8. 

2) ᾽᾿Εκτελοῦντες τὰς πράξεις καί τινας ἀναγωγὰς εἰς τὸν τύ- 

πον (1), εὑρίσκομεν : 


(235ϑὦ.ἍἉ ὁ ὀχεατχυ͵ὃὉὃ (2) 
(ΑΒΓ) (χ᾽). ( -Υ΄). (:- κ)) 


Σχετικῶς πρὸς τὸν τύπον τοῦτον, βλέπε Ν. (. Μ., 1880, σ. 472. 


1778 τι. Σημείωσις. [᾿Ἐνίκευσις ὑπὸ Με ΙΞοἘ. 

᾿ΕἘὰν διαιρέσωμεν κατὰ τὸν αὐτὸν λόγον ρ τὰς εὐθείας, τὰς 
συνδεούσας τὰς ὁμολόγους κορυφὰς δύο τυχόντων πολυγώνων ἐκ 
ν πλευρῶν ἑκάστου, λαμβάνομεν ἕν νέον πολύγωνον ἐκ ν πλευ- 
ρῶν, τοῦ ὁποίου τὸ ἐμβαδὸν εἶναι δευτεροβάθμιος συνάρτησις τοῦ 
λόγου ρ. Οἱ συντελεσταὶ τῆς συναρτήσεως ταύτης ὁρίζονται ἐκ 


98. ΣΉμ. μετ. ᾿Επειδὴ εἶναι φανερὸν ὅτι τὰ κι δάρους τῶν ἴσων 
τούτων τριγώνων εἰς τὸ ἰσόπλευρον τρίγωνον Α'Β'Τ’ ἴσον ἀπέχουν τοῦ κ. 
δάρους θ΄ τοῦ τριγώνου αὑτοῦ καὶ ὁπομένως κεῖνται ἐπὶ περιφερείας (Θ᾽). 

Αἰ προδολαὶ ἑπομένως αὑτῶν ἐπὶ τοῦ ἐπιπέδου τοῦ τριγώνου ἈΒΓ --- 
οὖσαι κ. δάρους τῶν ἀντιστοίχων τριγώνων --- θὰ κεῖνται ἐπὶ ἐλλείψεως 
(θ). ἐχούσης ὡς Χόντρον τὸ κ. δάρους Θ τοῦ ΑΒΓ. 
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τῶν ἐμβαδῶν τῶν δύο πολυγώνων καὶ ἐκ τοῦ ἐμβαδοῦ τοῦ τυχόν- 
τος ἐκ τῶν λαμβανομένων πολυγώνων. 

᾿Ιδιαιτέρως, εἰς τὴν περίπτωσιν δύο τριγώνων ΔΕΖ, ΑΒΓ, ἐξ ὧν 
τὸ πρῶτον εἶναι ἐγγεγραμμένον εἰς τὸ δεύτερον, ἐπειδὴ διὰ 


ρ-- -- [ἀποδεικνύεται ὅτι] τὸ ἀντίστοιχον. τρίγωνον εἶναι τὸ τέ- 


ταρτον τοῦ ΔΕΖ, ---τὸ ἐμβαδὸν τοῦ τριγώνου, τοῦ ἀντιστοιχοῦντος 
εἰς τὴν τυχοῦσαν τιμὴν τοῦ ρ, δίδεται ὑπὸ τοῦ τύπου: 


Εο ΞΞ (2ρ -- 1)ρΤ -Ἑ (1 -- ρ)" τ, 
ὅπου Τ καὶ τ τὰ ἐμβαδὰ τῶν ΑΒΓ καὶ ΔΕΖ. 
ἀν τὸ τρίγωνον ΔΕΖ εἶναι τὸ ὀρθικόν τοῦ ΑΒΓ καὶ ληφθῇ ρ 


ἴσον πρὸς τ , θὰ ἔχωμεν τὸ τρίγωνον τῶν προβολῶν τοῦ κ. βά- 
ρους τοῦ ΑΒΓ ἐπὶ τὰ ὕψη του. Τὸ ἐμβαδὸν τοῦ τριγώνου τούτου, 
ὁμοίου τοῦ ΑΒΓ, εἶναι δ υΡ ὡὼ 
4τ-- Τ 
Εις τ 9 


καὶ ἔχει λόγον ἃ πρὸς τὸ ἐμβαδὸν τοῦ ΑΒΓ τὸν 


τε ἢ: 59» Α σὺν Β ον Γ-1 Ὁ 


Ὃ ἀριθμητὴς τοῦ κλάσματος αὐτοῦ εἶναι τὸ τετράγωνον τῆς 
ἐμκεντρότητος τοῦ ὀρθοκέντρου τοῦ ΑΒΓ. 


Θεώρημα τοῦ Δ λμιπιον Θ48--. ΧΙ 


1775 κ- Τὸ πολύγωνον μὰ κορυφὰς τοὺς πόδας τῶν καϑέτων ἐπὶ τὰς 
κανονιχοῦ πολυγώνόν, τῶν ἀγομένων ἐκ σημείου Ρ, ἔχει στα- 
ϑερὸν ἐμβαδόν, ὅταν τὸ σημεῖον Ῥ κινῆται ἐπὶ περιφορείας 
τρου τῆς περιγεγραμμένης εἰς τὸ χαν. πολύγωνον. (Α(. ἀ. α., τόμ. ΧΥ, 
Παρατήρησις. Τὸ τετράγωνον ἐξαιρεῖται' διὰ πᾶν σημεῖον Ρ, ἐσὼω- 
τερικὸν αὐτοῦ, τὸ ποδικὸν τοῦ Ρ' τετράπλευρον ἔχει ἐμβαδὸν ἴσον 
πρὸς τὸ ἥμισυ τοῦ τετραγώνου. 


94. Σημ. μετ. Διὰ τὸ ποδικόν, πράγματι, τρίγωνον τοῦ ΑΒ1' οἱ λό- 


τοι -“- Φ -- εἶναι ἀντιστοίχως ἴσοι πρὸς ΞΞ ᾽ Ἐν. παι . 
Ἕπομένοως: 
-τῳ,- 3 
λΞΞ "Ὁ Ὶ ..Δτ- ἃῸΡ -- 
ἂν 9Τ 
Ὁ ἰ (εΦΑ -Τ δῷ Β) (ἐφ Β -ἩΤ ἐφ) (ἐφ Γ -Ἐ ἐφ Α) 9 


ἢ, μετά τινας στοιχειώδεις τριγωνομετρικοὺς μετασχηματισμούς, 


ἐπ ὃ σὺν Α σὺν Β συν ᾿' - 1 
1ΞΞ - 
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Σημείωσις. 1 Ἧ λύσις τοῦ ϑέιτγπι (ὡς ἀνωτ., σ. 250), ὑποδει- 
κνείει πολλὰ ἄλλα ἐνδιαφέροντα θεωρήματα καὶ ἰδιαιτέρως τὸ 
ἑπόμενον: 

Ὃ τόπος τῶν σημείων 1", τῶν ὁποίων τὸ ἄϑροισμα. τῶν αὑτῶν ϑυνά- 
μων τῶν ἀποστάσεών των ἀπὸ τῶν πλευρῶν κανονικοῦ πολυγώνον εἶναι 
σταϑερόν, εἶναι περιφέρεια κύκλον ὁμόκεντρος τοῦ πολυγώνου, ἐφ᾽ ὅσον ὁ 
ἐκϑέτης μ τῆς δυνάμεως εἶναι μικοότδρος τοῦ πλήϑους ν τῶν πλευρῶν τοῦ 
πολυγώνου. 

Οὕτω, τὸ θεώρημα ἀληθεύει διὰ τὸ ἰσόπλευρον τρίγωνον 
(νΞΞ:3) καὶ διὰ μ-ΞΕ] ἢ 2. Διὰ μ-:Ξ3 παύει ὅμως νὰ ἀληθεύῃ᾽ 
ἐπειδὴ ὁ τόπος τότε τῶν σημείων Ρὶ εἶναι καμπύλη τρίτου βαθμοῦ 
(ὡς ἄνω, σ. σ. 252 ἕως 256). 

Εἰς ὡραῖον ἄρθρον τῆς Ψ. Μ΄. Ε΄., (1889, σ. 49 - 52), ὁ Υνἱγχατὶό 
ἀναφέρει καὶ συμπληρώνει τὸ ϑεώρημα τοῦ δίμνπι. Βλ. Θεωρήματα 
Ι ἕως ΥἹΠΙ. | 

Θεώρημα τοῦ γειίεη Θ42--ΧΙΣ 


1778. "Ἐπὶ τῶν πλευρῶν τριγώνου ΑΒΓ κατασχευάζομεν τρία τε- 
τράγωνα ΑΔ, ΒΖ, ΓῚ. Δείξατε ὅτι: 


1) ᾽Εὰν ἐκ τῶν κορυφῶν τοῦ τριγώνου φέρωμεν καθέτους ΑΚ, 
ΒΛ, ΓΜ ἐπὶ τὰς ἀπέναντι πλευράς, ὡς καὶ τὰἀς εὐθείας ΑΘ, ΒΙ, 


ΣΧ. 4152 ἃ 


ΒΗ, ΓΔ, ΓΕ, ΑΖ, αἱ δύο πρῶται τέμνονται εἰς Ρ ἐπὶ ΓΜ, αἱ 
τπύθεναι δύο εἰς Ν ἐπὶ τῆς ΑΙΚ καὶ δἰ δύο. τλεττς Ὡς Ο ἐπὶ 
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2) Αἱ ἕξ αὖται εὐθεῖαι εἶναι κάθετοι ἐπ᾿ ἀλλήλας ἀνὰ δύο: ἡ 
ΓΔ ἐπὶ τὴν ΑΘ, ἡ ΑΖ ἐπὶ τὴν ΒΗ, ἡ ΒΙ ἐπὶ τὴν ΓΕ. "Ἔστωσαν 
Π, Ε, Σ τὰ σημεῖα τομῆς τῶν ζευγῶν τῶν εὐθειῶν τούτων. 

3} ΑΙ εὐθεῖαι ΕΖ, [Θ, ΗΔ διέρχονται διὰ τῶν σημείων Π, ΒΕ, Σ 
ἀντιστοίχως καὶ διχοτομοῦν τὰς εἰς τὰ σημεῖα αὐτὰ γωνίας τῶν 
προηγουμένων ἕξ εὐθειῶν. 

4) Αἱ εὐθεῖαι ΑΣ, ΒΠ, ΓΡ τέμνονται εἰς τὸ αὐτὸ σημεῖον Τ, 
εἶναι κάθετοι ἐπὶ τὰς ΔΗ, ΕΖ, ΘΙ ἀντιστοίχως καὶ διέρχονται διὰ 
τῶν κέντρων τῶν τετραγώνων. 

5) Αἱ εὐθεῖαι ΔΘ, ΖΗ, ΙΕ Ἐετὸ τῶν σημείων Α, Β, Γ σχημα- 
τίζουν τρία τρίγωνα, τὰ ΔΒΘ, ΖΓΗ, ΙΑΕ, ἰσοδύναμα πρὸς ἄλ- 
ληλα καὶ πρὸς τὸ ΑΒΓ. 

6) Τὸ ἄθροισμα τῶν τετραγώνων τῶν τριῶν τελευταίων εὐ- 
θειῶν εἶναι τριπλάσιον τοῦ ἀθροίσματος τῶν τετραγώνων τῶν 
πλευρῶν τοῦ ΑἘΓ. 

Δηλαδή : ἐὰν προεκτείνωμεν τὰς πλευρὰς ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ τριγώ- 
νου ΑΒΓ κατὰ τὴν αὐτὴν φοράν, κατὰ μήκη ΒΑ΄, ΓΒ', ΑΓ’ ἀντι- 
στοίχως ἴσα πρὸς τὰς πλευράς, καὶ φέρωμεν τὰς εὐθείας ΑΥΓ, 
Β΄Α, ΓΒ θὰ ἔχωμεν: 


ΑἸΓΞ-Ἐ ΒΑ" -Ἐ Γ΄ Β'-- 3(4Β5:- ΒΓ’ -᾿ ΓΑ"). 


Παρατήρησις. Παραθέτομεν τὸ ἴδιον σχῆμα τὸ δοθὲν ὑπὸ τοῦ 
χεςοΐεη, συμπληροῦντες αὐτὸ καὶ διὰ τῶν κέντρων τῶν τετραγώ- 
νων. Καθ’ ὅσον γνωρίζομεν, ὁ Ι,αἰδαπί εἶναι ὁ πρῶτος, ὅστις ἐθεώ- 
ρῆσε τὰ κέντρα τῶν ἐπὶ τῶν πλευρῶν πολυγώνου κατασκευαζομέ- 
νῶν τετραγώνων (Ν.Ο.; 1877, σ. 368 καὶ 400, ζητήματα 290 καὶ 302). 
Ἢ εὐθεῖα Β΄᾽Γ΄ εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν ΔΗ καὶ ἴση πρὸς τὸ 
ἥμισυ αὐτῆς.-- Ὁ προσδιορισμὸς τοῦ σημείου Σ, ἄρα καὶ τῆς ΑΣΤ 
εὐθείας, δὲν ἀπαιτεῖ παρὰ τὴν ἀγωγὴν τῶν ἴσων καὶ ὀρθογωνίων 
εὐθειῶν ΒΙ, ΓΕ' τὸ αὐτὸ συμβαίνει καὶ διὰ τὸν ὁρισμὸν τοῦ ση- 
μείου Α΄ καὶ τῆς εὐθείας ΑΣΤΑ΄. 

Εἶναι ὅμως φυσικωτέρα ἡ ἀγωγὴ τῶν διαγωνίων ΒΖ, ΓΘ κλπ. 
διὰ τὸν ὁρισμὸν τῶν κέντρων τῶν τετραγώνων καὶ τὴν εὕρεσιν 
τοῦ σημείου Τ τοῦ Ψρεοίοη, κοινῆς τομῆς τῶν ΑΑ΄, ΒΒ΄, ΓΓ΄. 


1779 μ. Σημείωσις. Τὸ προηγούμενον ζήτημα εὑρίσκεται εἰς τὰ 
Α. ἀ. α. (τόμ. ΝΙΙ (816 - 1817), σ. 321) καὶ ὀφείλεται εἰς τὸν 
χ᾽ εοεΐοη, καθηγητὴν τῶν εἰδικῶν τἸατηματικῶν εἰς Νένιοδ. 

Τὸ κοινόν σημεῖον Τ τῶν εὐθειῶν ΓΕ, ΒΠ, ΑΣ θὰ πρέπει νὰ 
ὀνομάζεται σημεῖον τοῦ ΜροΐδΉ. 

Ὃ 1. Νευρεῖς (Ν. Ο. Μ., τόμ. τ᾿, 1878, σ. 142- 145, ποθ 4 
καὶ 5), συνεπλήρωσεν ὡς ἑξῆς τὴν ἀρχικὴν ἐκφώνησιν τοῦ θεω- 

ατος: 
ρήμα εὐϑεῖαι ΑΑΛ΄, ΒΒ’, ΓΓ΄ εἶναι ἀντιστοίχως, ἴσαι καὶ κάϑετοι ἐπὶ τὰς 
εὐθείας Β΄Γ᾽, Γ΄ Α΄, Α΄ Β΄. 

Αἱ εὐϑεῖαι ΑΑ’, ΒΙ, ΓΕ καὶ ΔΗ͂ τέμνονται εἷς τὸ αὑτὸ σημεῖον. 

Ἢ 4η πρότασις τοῦ θεωρήματος τοῦ ΜΝεοΐεη δύναται νὰ λάβῃ 
τώρα καὶ τὴν ἑξῆς μορφήν: 

Αἱ εὐθεῖαι ΑΑ΄, ΒΒ΄, ΓΓ΄ τέμνονται εἷς τὸ αὐτὸ σημεῖον Ἴ ἢ σημεῖον 
τοῦ Ῥεοίοη" ἐπειδὴ κεῖνται ἐπὶ τῶν ὑψῶν τοῦ τριγώνου Α΄ ΒΊΓ΄., 


1778 ν. Διὰ τὸ πρόβλημα: Νὰ κατασχευασϑῇ τρίγωνον ΑΒΓ ἐκ 
τῶν κέντρων Α΄, Β΄, Γ΄. τῶν ἐπὶ τῶν πλευρῶν του κατασκευαζομένων τε- 
τραγώνων, βλέπε : Ν. (., τόμ. ΝΙ, 1880, σ. 364, 1. Νευλετρ' σ. 509, 
ἘἙ. [μετιοῖπς.---Α. Ε᾿., ΜμΜασσαλία, 1891, σ. 38. 43, Ἐά. (οΙἸσποπ. 


